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I) Introduction


La manipulation de nombres algébriques est une clef pour la résolution de nombreux problèmes en calcul formel, notamment d’algèbre linéaire et d’équations différentielles.


A partir de 1985, des algorithmes séquentiels (D5 [5]) ont été proposés pour le calcul dans la clôture algébrique d’un corps. Ces algorithmes séquentiels ont été étendus au calcul avec des paramètres [1].


Récemment, une adaptation parallèle de la technique D5 a été proposée [3]: elle permet le calcul parallèle dans la classe NC avec des nombres algébriques, racines de polynômes  à coefficients dans un corps. Cette technique a été théoriquement validée pour le calcul de la forme de Jordan symbolique d’une matrice [6], et a permis de montrer que ce problème appartient à la classe NC2.


Du fait de certaines opérations nécessaires (notamment le calcul d’une base sans pgcd d’une famille de polynômes [14]), les algorithmes proposés ne sont cependant pas de travail efficace. Le projet a pour but de valider cette approche parallèle théorique à grain fin et d’étudier les techniques permettant de travailler avec les racines réelles d’un polynôme à coefficients entiers par la construction d’algorithmes en vue d’une implémentation efficace sur machine parallèle. Les algorithmes proposés seront intégrés dans la bibliothèque PAC++/Athapascan [14] et expérimentés sur machines parallèles.


Ce travail s’intègre dans le projet APACHE du Laboratoire de Modélisation et calcul commun au CNRS, à l’INPG, l’UJF et à l’INRIA, qui propose une approche de la programmation des machines parallèles pour le calcul haute performance. Cette approche préconise un style de programmation et l'objectif du projet est de construire un environnement de mise en oeuvre, ATHAPASCAN [16] dont la version Athapascan-1 est actuellement en cours de développement [29].


D’un autre coté, GIVARO [15, 17] est une bibliothèque de calcul algébrique qui fait suite aux bibliothèques PAC (écrite en C) et PAC++ (évolution en C++ de PAC). Les domaines d'application de GIVARO sont l'algèbre linéaire, les équations différentielles et les nombres algébriques.


Une première phase a été la recherche théorique sur le sujet, puis le développement d’une nouvelle approche, plus efficace, pour le calcul avec des nombres algébriques. Ensuite j’ai découvert ces deux logiciels, et le langage C++, et mis en œuvre des programmes parallèles de calcul formel, c’est-à-dire combinant les deux bibliothèques. Givaro comportait sa propre approche parallèle, je l’ai retirée dans le but d’intégrer Athapascan-1-b dès son achèvement. De ce fait et pour mieux intégrer ma nouvelle approche du calcul avec les nombres algébriques j’ai dû reprogrammer totalement cette partie. Enfin, GIVARO est donc maintenant disponible dans une version séquentielle [17].

II) Présentation des logiciels : Givaro et Athapascan


A) Givaro



1) Présentation [15]


GIVARO (1995) est une bibliothèque C++ classique de calcul algébrique pour machine (massivement) parallèle. Elle est développée au laboratoire LMC de IMAG. Les domaines d'application de GIVARO sont l'algèbre linéaire et les équations différentielles. GIVARO est la continuation des bibliothèques PAC (1987) (écrite en C) et PAC++ (1993, évolution en C++ de PAC).


GIVARO offre, à travers un ensemble de classes C++, une manipulation des objets de base du calcul formel (entiers en précision arbitraire, rationnels, corps finis, matrices, polynômes, nombres algébriques...). Le gestionnaire de mémoire propre à GIVARO est basé sur un "comptage de référence" (reference counting).

[image: image1.png][Alg=T>

==

Vector<T> Matrix<T> Polyl<T>
Arrayl<T>
F, (field with
q elements)

Gestionnaire de Mémoire

Rational Tntegers ZhZ

Opérateuts Arithmétiques (GMF)







2) Organisation

Figure 1 : Organisation de la bibliothèque Givaro


La conception de la bibliothèque est modulaire [Fig. 1, 14] et utilise la bibliothèque GMP [30] pour son arithmétique à précision arbitraire. Un ensemble de structures de données (tableaux et listes) sert de base à la construction de classes C++ d’objets complexes (matrices, polynômes). Une classe est un type commun à plusieurs objets qui regroupe à la fois des données et des fonctions (on parle alors de méthode).


Un exemple simple de programme C++ utilisant la bibliothèque Givaro est proposé en annexe (.1.


B) Athapascan [29]


Nous présentons ici, succinctement , l’interface de programmation d’Athapascan-1-b.


Athapascan-1 est une bibliothèque C++ qui permet d'exprimer le parallélisme par appel de procédure asynchrone à distance. Un tel appel est réalisé par la création d'une tâche.


Une  tâche décrit une procédure prenant en argument des paramètres formels et un corps (suite d’instructions séquentielles). L'exécution d'une tâche correspond alors à l'appel de la procédure sur les paramètres effectifs; elle est réalisée indépendamment du processus qui a créé la tâche (appel asynchrone).


Les paramètres effectifs et formels d'une tâche peuvent être des objets en mémoire locale (mode de passage  par copie) ou des objets en mémoire partagée (mode de passage par référence).


Différents modes d'accès sont définis pour un objet en mémoire partagée: exclusif (une seule tâche accédant à cet objet peut s'exécuter à la fois), lecture, écriture, lecture/écriture et accumulation (plusieurs tâches accédant en accumulation à l'objet peuvent s'exécuter en parallèle).


La sémantique qui définit les relations de précédence entre tâches est : « toute lecture d’un objet en mémoire partagée voit la dernière écriture dans l’ordre séquentiel d’exécution des tâches. ». En corollaire, une exécution séquentielle d’un programme Athapascan-1 est une exécution valide. 


Comparé à tous les langages de programmation parallèle que j’ai eu l’occasion d’utiliser, Athapascan-1 est, de loin, le langage le plus simple avec l’interface la plus pratique pour le calcul parallèle. En outre, Athapascan-1 peut être utilisé et même encapsulé dans n’importe quelle bibliothèque séquentielle. Des exemples sont  donnés en annexe (.2. et (.3.; ils montrent sa facilité d’emploi, même combiné à d’autres bibliothèques.


C) Gestion du parallélisme avec Givaro


Auparavant [14], Givaro comportait une interface et un support d’exécution liés à Athapascan-0.
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Figure 2 :

Organisation des différents modules de l’interface de programmation parallèle de Givaro et de Athapascan-0.


Le développement d’Athapascan-1 a rendu inutiles ces éléments de Givaro, nous avons donc supprimé, dans chaque module de la bibliothèque, les dépendances avec les classes de l’interface. Seul le module des nombres algébriques, au parallélisme intrinsèque, a dû être totalement repensé (cf. III) et réécrit (cf. IV). Le support d’exécution a été retiré et l’utilisation de Givaro en a été par là même considérablement simplifiée. Givaro existe donc, dorénavant, dans une version séquentielle indépendante.


En outre, il est maintenant possible (cf. l’exemple développé au chapitre suivant) d’élaborer des algorithmes parallèles à gros grain, c’est-à-dire utilisant les fonctionnalités de Givaro comme primitives, avec Athapascan-1.


En effet, nous avons intégré à Givaro, la possibilité d’écrire des programmes utilisant les deux bibliothèques. Nous avons modifié les fichiers de configuration de Givaro de l’utilitaire make et ajouté des fichiers de configuration l’utilitaire gmake.


Des exemples de fichiers de configuration et de Makefile sont donnés en Annexe (.


Enfin, dans une prochaine étape, des algorithmes parallèles employant Athapascan-1 seront directement intégrés à Givaro, pour permettre la génération d’algorithmes à grain plus fin.




Figure 3 :

Givaro et Athapascan-1.


D) Un exemple d’algorithme parallèle à gros grain utilisant Givaro et Athapascan-1 : la factorisation de polynômes modulo un nombre premier par l’algorithme de Berlekamp.



1) Algorithme [31, 32]


L’algorithme prend en entrée un polynôme à coefficients dans (/p( et sort tous les facteurs irréductibles divisant ce polynôme. Il comporte quatre parties :


- Une décomposition sans carré du polynôme, puis pour chaque polynôme obtenu :


- Le calcul de la matrice des puissances de ce polynôme.


- Le calcul des espaces propres ce cette matrice.


- Le calcul probabiliste des facteurs par pgcd à partir des vecteurs propres.
Le partie calcul du rang et des espaces propres d’une matrice est donnée en annexe (.3.






2) Performances




(s)

(s)




(s)


Les études ont toutes été faites simultanément, pour ne pas trop tenir compte de la charge de la machine, sur des polynômes identiques, en faisant une moyenne des temps pour éliminer le côté probabiliste de l’algorithme, et en utilisant Athapascan-1 dans le mode séquentiel, la version parallèle n’étant pas à ce jour disponible.


Ces trois premières courbes (Figures 4, 5, 6) montrent la différence de performance entre Givaro et Maple, pour trois polynômes sans carré de degré assez faible, pour neuf corps (/p( différents.

Figure 6 : Givaro vs Maple, degré 51




(s)

Figure 7 : Givaro vs Maple, degré maximal


Tout d’abord la croissance importante de ces courbes, relativement à la taille du nombre premier définissant le corps de base, montre que l’algorithmique des opérations sur le corps ne peut pas être négligée. Nous pouvons de plus remarquer que si la croissance de Maple est régulière, Givaro présente un saut de performances au dessus de 1E+5 du au passage du codage des (/p( de long à long long. Au delà de 1E+9, Givaro passe au codage par son type propre Integer; cependant cette combinaison des Integer et (/p( n’est pas performante actuellement. Ensuite, nous voyons que Givaro est beaucoup plus rapide que Maple sur l’ensemble de ces exemples, la quatrième courbe nous le confirmant, avec un petit corps de base cette fois-ci, pour différents degrés de polynômes. Maple explose pour des polynômes de degré supérieur à deux cents, tandis que Givaro est encore utilisable pour des polynômes de degré quatre cents.

III) Arithmétique des Nombres Algébriques dans un Corps


Dans cette partie, nous rappelons tout d’abord quelques définitions qui permettent d’introduire les nombres algébriques, puis deux exemples d’application. Nous exposons ensuite la méthode D5 de calcul avec des nombres algébriques et proposons, pour finir, une nouvelle approche de calcul.


A) Définitions et Exemples



1) Nombre Algébrique




Définition 1
:   
Soit ( un corps de caractéristique quelconque.




Soit P un polynôme à coefficients dans ( .




Soit a une racine de P, a est appelé nombre algébrique sur (.

Définition 2
:   
Soit ( un corps de caractéristique quelconque.




( est dit algébriquement clos si




(a nombre algébrique sur (, a ( (.


Définition 3
:   
Soit a un nombre algébrique sur (, défini par P ( ([X].




On appelle extension algébrique simple de ( pour a,

 


l’ensemble ([a] ( (([X]/P[X], +, ()



des nombres définis comme polynômes en a.


Définition 4
:   
Soit (1 un nombre algébrique sur (, on définit (1=([(1].




Une tour d’extensions ((i)i([1..n] est une construction récursive




telle que ( ( (1 ( ... ( (n, avec (i, (i=(i-1[(i]= ([(1,...,(i].


Propriété 1
:   
Soit P ( ([X] irréductible sur (.



alors (([X]/P[X], +, () a une structure de corps.


L’approche classique utilise la propriété 1 pour définir les opérations de base et les tours d’extensions. Cependant cela nécessite de factoriser tout polynôme de définition en ses facteurs irréductibles. 


Le système D5 [5] permet de manipuler des nombres algébriques sans avoir obligatoirement à effectuer la factorisation, toujours très coûteuse (cf. II), des polynômes Pi, définissant les (i. L’arithmétique pour le calcul entre nombres algébriques est fondée sur les opérations de base des polynômes (+, -, (, division euclidienne) et le calcul du pgcd et des coefficients de Bézout de polynômes.


Enfin on appelle scindage l’action de factoriser ces polynômes lors de calculs. Les scindages interviennent du fait de la non-irréductibilité des Pi car, ainsi, les nombres algébriques sont définis sur un ensemble de valeurs possibles. 


2) Exemples d’utilisation des nombres algébriques




a) Suite de Fibonacci

La suite de Fibonacci est définie par U0,U1, Un+1 = Un + Un-1.

Posons A = [ 0 1 ] , il vient 
[ Un-2 ] = A . [ Un-3  ] = An-2 . [ U0 ]


        [ 1 1 ]

[ Un-1 ]          [ Un -2  ]              [ U1 ]

d’où Un =  [ 1 1 ] . An-2 . [ U0 ]




    [ U1 ]

Le calcul de Un se réduit donc à celui de An-2. Or A est diagonalisable dans l’extension ([X]/P(X) avec P = x2-x-1, le polynôme caractéristique de A. Soit (1 et (2 les deux racines distinctes (car P est sans carré) de P : (1 = (1+(5)/2 et (2 = (1-(5)/2. La forme de Jordan de A est alors [ (1 0 ] = J, 












         [  0 (2]

et A se factorise sous la forme A = P-1 . J . P avec P  = [ (2/((2 - (1)   1/((1 - (2) ]








     [     -(1

1        ]

(et donc P-1 = 
[    1
 1/((2 - (1) ] ).



[   (1
(2/((2 - (1) ]

Le calcul de An est  alors An = (P-1.J.P)n = P-1.Jn.P

D’où, avec U0=0 et U1=1, par exemple, on a Un= ((1n - (2n) / ((1 - (2).

Or (1 et (2 sont algébriques sur ( et ne peuvent donc être représentés exactement en arithmétique réelles. Nous avons fait l’expérience avec Maple avec une précision de dix chiffres pour les réels, c’est-à-dire (1 = 1.6180339890 et (2 = -0.6180339890, d’un côté, avec (1 et (2 algébriques, racines de x2-x-1 d’un autre et par la formule de récurrence. Nous obtenons pour U49, par exemple, en appliquant la formule donnée plus haut:


- Réels




:
U49 = 7778742105


- Nombres algébriques

:
U49 = 7778742049

Alors que la formule de récurrence donne 
:
U49 = 7778742049. Le résultat est éloquent !




b) Forme normale de Jordan


Un exemple d’application des nombres algébriques est le calcul de la forme normale de Jordan symbolique d’une matrice. Nous considérons ici l’algorithme parallèle proposé par Jean-Louis Roch et Gilles Villard [6]. Ce calcul est un outil de base pour le calcul formel: la forme de Jordan permet notamment de calculer des exponentielles de matrices.


Théorème 1
:
Soit A ( Mn((), ( P ( GL(Mn(()) et J ( Mn(() telles que:





J = P-1.A.P




Avec J matrice triangulaire supérieure constituée de k blocs Ji de la forme :





     Ji =
[ (i 1 0 ... 0  ]             où (i est valeur propre de A.






[ 0 (i  ...       ]






[        ...     0 ]






[            (i 1 ]






[                (i]


Proposition 1
:
Soit A ( Mn((), (i une valeur propre de A.




soit

:
di(k) = dim( ker( A-(iI)k )




on pose 
:
(i(k) = 2di(k) - di-1(k) - di+1(k)



alors  (i(k)  représente le nombre de blocs de Jordan de taille k associés à 



la valeur propre (i.


Si le corps ( n’est pas algébriquement clos, les valeurs propres de A appartiennent à une extension algébrique de (. En général, puisque nous ne savons pas comment factoriser rapidement des polynômes en parallèle, l’algorithme [6] donne la forme de Jordan symbolique. Ici, les blocs de Jordan correspondent à des valeurs propres généralisées, c’est-à-dire que les valeurs propres sont racines de facteurs du polynôme caractéristique, dans une factorisation partielle de celui-ci.

Exemple 1
:
Soit une matrice dont une forme de Jordan serait:

[ 1  1  0  0  ]











[ 0  1  0  0  ]












[ 0  0  2  1  ]












[ 0  0  0  2  ]

Son polynôme caractéristique est : P(x) =  x4-6x3+13x2-12x+4

La factorisation sans carré de P est : P(x) = 10.11.(x2-3x+2)2.

La solution symbolique est donc: 






[ (1 1  0  0  ]

avec  (1 racine de x2-3x+2
et (2 l’autre racine,




[ 0  (1 0  0  ]

i.e. racine de x+((1-3) = (x2-3x+2)/(x-(1)





[ 0  0  (2 1  ] 












[ 0  0  0  (2 ]


L’utilisation des nombres algébriques permet donc de calculer la forme de Jordan exacte. En effet, nous nous plaçons dans (, typiquement le domaine des ordinateurs, alors que les racines peuvent être algébriques et le résultat ne serait donc valable qu’à une précision donnée. La forme de Jordan avec nombres algébriques donne, elle, les valeurs exactes, définies comme racines de polynômes à coefficients dans (.


B) D5 [5]


Le système D5 [5] permet de manipuler des nombres algébriques sans avoir obligatoirement à effectuer la factorisation, toujours très coûteuse (cf. II), des polynômes les définissant. L’arithmétique pour le calcul entre nombres algébriques est fondée sur les opérations de base des polynômes et le calcul du pgcd et des coefficients de Bézout de polynômes.


En effet, prenons, pour commencer, le cas d’un calcul dans une extension algébrique simple ([a] avec a, racine d’un polynôme P sur ([X]. Tout nombre algébrique de ([a] peut alors s’écrire sous la forme d’un polynôme.


Si P n’est pas irréductible, la seule définition de a étant d’être une racine de P, a peut donc prendre n’importe quelle valeur parmi toutes les racines de P.


Le résultat d’un calcul peut donc être, lui aussi, défini sur un ensemble de valeurs; toutefois, tant que les opérations du calcul sont des opérateurs arithmétiques classiques (+, -, (, division euclidienne), le résultat peut être exprimé sous la forme d’un nombre algébrique, c’est-à-dire d’un polynôme.


Au contraire, le résultat d’un test d’égalité ne peut s’exprimer comme un polynôme, c’est seulement “Vrai” ou “Faux”. Il faut diviser les racines de P en deux sortes, celles pour lesquelles le test vaut “Vrai” et celles pour lesquelles le test vaut “Faux”; on parle alors de scindage.


La méthode D5 est une méthode pour calculer ces opérations sur une extension algébrique de (. Soit a nombre algébrique racine de P ( ([X], et soit N ( ([X] tel que notre calcul soit le test N(a) =? 0; D5 procède de la manière suivante :


soit P1 = pgcd(P,N), et P2 = pp(P,P1) (c’est-à-dire que P2 représente les racines de P qui ne sont pas racines de P1), alors le test N(a) =? 0 est vrai si a est racine de P1 et faux si a est racine de P2.

Ceci est un scindage de P en P1 et P2.


Il y a alors deux politiques de calcul différentes : on peut choisir de continuer à calculer pour toutes les racines de P, c’est-à-dire dans ([X]/P1 et dans ([X]/P2 en parallèle, ou on peut choisir un des deux cas, le calcul n’est alors valable que pour les racines correspondant au cas choisi et au pire pour une seule racine.


C) Méthode de calcul avec une seule racine : une approche paresseuse


Pour faire un simple test d’égalité par la méthode D5, nous devons effectuer les calculs assez coûteux d’un pgcd et d’une partie première. Dans ce paragraphe, nous proposons une nouvelle méthode due à Jean-Louis Roch, dans le cadre de la politique de calcul pour une seule racine, qui permet de ne pas calculer de pgcd ni de partie première: l’approche paresseuse. Dans cette approche, nous conservons, comme définition du nombre algébrique, non seulement le polynôme de définition P, mais aussi un polynôme N ayant comme racines communes avec P uniquement celles pour lesquelles nous ne calculons plus.


Proposition 2  :
Soit P un polynôme de degré n sur ([X].




Soit C un programme séquentiel comportant h instructions.




Alors, le circuit correspondant à une évaluation de C dans ([X]/P[X]




comporte  h.n.log(n) instructions au plus.




Le résultat en sortie est valide pour au moins une des racines de P.


Prenons tout d’abord un exemple, toujours le même, a racine de P, nous voulons tester si N(a)=?0. Nous supposons que P est sans carré (calcul que l’on peut se permettre une fois, à la définition de a).

Alors :

-  Si P divise N alors N(a)=0.



-  Sinon il existe une racine de P qui n’est pas dans N: on continue les calculs avec cette racine, on crée la structure paresseuse [P,N] et on répond N(a) ( 0.

La structure paresseuse [P,N] signifie que l’on calcule avec a racine de P, mais pas de N.

Preuve et Algorithme 1 :


Ainsi on obtient, pour le test d’égalité à zéro auquel il est toujours possible de se ramener pour tout test d’égalité, l’Algorithme 1
:

Initialisation 
:
[P,1]

Entrées 
: 
[P,N] et un polynôme Q.

Sorties  
:
[P’,N’] et la réponse au test Q(a) =? 0.

Programme :



1.
(quotient,reste) := div(Q,P)



2.
Si P divise Q alors





Retourner [P,N] et Q(a)=0.



Sinon




3.
(quotient, reste) := div(Q(N,P)




4.
Si P divise Q(N alors






Retourner [P,N] et Q(a)=0.





Sinon






Retourner [P,reste] et Q(a)(0.

En effet, pour le 2., si P divise Q toutes les racines de P sont dans Q, donc Q(a) = 0. Pour le 4., si P divise Q(N toutes les racines de P sont dans Q(N, or nous travaillons avec une racine de P qui n’est pas dans N, donc elle est forcément dans Q, d’où la réponse Q(a) = 0. Enfin, si P ne divise pas Q(N alors il existe des racines de P qui ne sont ni dans N, ni dans Q, nous choisissons de continuer à travailler avec celles-là. Donc Q(a) ( 0. De plus il nous faut conserver ce choix pour les calculs futurs et donc conserver la structure [P, Q(N], toutefois, le reste de la division contient toutes les racines de Q(N qui ne sont pas dans P, il est donc suffisant de conserver [P,reste]. Ainsi nous conservons dans la structure deux polynômes de degré au plus celui de P et à chaque test il y a au plus une multiplication et deux divisions entre des polynômes au degré borné.


Enfin, le résultat final est valide pour les racines de P qui ne sont pas dans N, il en reste au moins une, car N est de degré n-1 (avec n le degré de P). Pour obtenir ces racines il faut calculer le pgcd de P et N.


Il est facile de généraliser aux tours d’extensions algébriques car dans ce cas, soit x un nombre algébrique, il existe T ( ([(1,...,(k-1] tel que x=T((k). D’où l’algorithme :

Entrées : {[Pi,Ni]} et un nombre algébrique x.

Sorties  : {[Pi’,Ni’]} et la réponse au test x =? 0.

Programme :


- Si ((k tel que x=T((k) avec  degré(T) ( 1 



- Si Pk divise T alors 

Retourner [Pk,Nk] et x=0.



- Sinon




- Si Pk divise T(Nk
Retourner [Pk,Nk] et x=0.



- Sinon


Retourner [Pk,reste(T(Nk,P)] et x(0.

- Sinon x ( (..

D) Complexité


Proposition 3
:
L’algorithme 1, de test d’égalité dans l’approche paresseuse




a une complexité algébrique parallèle en O(log(d))




et une complexité algébrique séquentielle en O(d2).

Nous avons une multiplication et deux divisions de polynômes de degrés bornés par d, d’où les complexités sans considérer les opérations sur le corps de base.
Preuve
:





Figure 8 : D5 vs approche paresseuse sur un test d’égalité entre un polynôme de degré deux cents et un polynôme de degré de un à dix mille.

IV) Nombres Algébriques Réels


Dans ce chapitre le corps considéré est (. Plus généralement nous nous placerons parfois dans un corps dont les nombres algébriques sont réels. Il est alors possible d’avoir un test supplémentaire par rapport aux nombres algébriques classiques, le test d’inégalité. Nous allons tout d’abord donner quelques outils mathématiques nécessaires pour ce test, puis l’algorithme de F. Cucker, H. Lanneau, B. Mishra, P. Pedersen et M.-F. Roy [3]. Enfin, nous proposons une amélioration de cet algorithme dans le cas de la politique de calcul pour une seule racine.


A) Outils et Algorithmes



1) Outils




a)  Suite de Sturm-Sylvester et Sturm-Query [1,3]

Notations
:
rem(P,Q) est le reste de la division de Q par P.

Définition 5  :

Suite de Sturm-Sylvester



Soit P et Q deux polynômes




Stui+1(P,Q) = - rem( Stui-1(P,Q) , Stui(P,Q) )

Définition 6  :

Soit  P = [P0, ..., Pn] une suite de polynômes




Soit a ( ( ( {-(,+(}




W(P,a) est le nombre de changements de signe de P




évalué en a




i)  il faut compter 1 changement pour les groupes :




    [+,0,...,0,-] et [-,0,...,0,+]




ii) il faut compter 2 changements pour les groupes :




    [+,0,0,+] et [-,0,0,-]




iii) aucun changement dans les autres cas.

Définition 7  :

Soit  P et Q  (  ([X]




WStu(P,Q) = W(Stu(P,Q),-() - W(Stu(P,Q),+()


Définition 8  :

Sturm Query



d(P,Q) = #racines réelles de P tq Q(r)>0





   -  #racines réelles de P tq Q(r)<0


Proposition 4
:
d(P,Q) = WStu(P,P’Q)

Preuve
:
   Généralisation du Théorème de Sturm : cf.  [2] p. 41.

L’utilisation de la suite de Sturm-Sylvester se limite à la connaissance des signes des polynômes en + et - l’infini, il est donc possible de multiplier chaque polynôme de la suite, à son tour, par un coefficient positif sans changer la valeur de la Sturm Query. Pour effectuer ces opérations sur un anneau et non plus sur (, il suffit donc de multiplier, à chaque étape, Stui-1 par le coefficient de tête de Stui à la puissance p-q+1, si p et q sont leurs degrés respectifs. Ainsi, il n’y a plus de division à effectuer. Cependant, un des problèmes du calcul de la suite de Sturm-Sylvester est le grossissement des coefficients et cette méthode ne l’améliore pas. Dans le cadre de notre implémentation sur les rationnels, nous avons employé l’heuristique suivante : chaque terme de la suite de Sturm-Sylvester est rendu unitaire. Celle-ci nous a semblé donner de très bons résultats (cf. IV).

Remarque
:

 


b) Structure de données de Tarski [1,3]


Définition 9  :

TDT (Tarski Data Type)




< P, [Q1,...,Qn],(,H,A,C,V >    TDT de niveau t :




(,H,C,V des vecteurs de taille t.




A une matrice   t ( t.




(i = [(i1,...,(in] la liste des signes possibles pour les racines de P par 



rapport aux Qj.




Ci le nombre de racines de P qui ont la suite de signes (i

Nous verrons plus loin que F. Cucker, H. Lanneau, B. Mishra, P. Pedersen et M.-F. Roy donnent dans [3] un algorithme parallèle donnant un TDT avec <P, [Q1,...,Qk,Qk+1,...,Qn]> à partir de <P, [Q1,...,Qk]> et <P, [Qk+1,...,Qn]>. Je donne ici l’algorithme incrémental de G. Lecerf qui donne une meilleure idée de la structure.

Algorithme 2
:
Construction incrémentale d’un TDT


Initialisation : < P,[],([]),(1),(1),(r),(r)>  avec r le nombre de racines réelles de P, c’est-à-dire d(P,1).


On suppose le TDT connu pour P  et [Q1,...,Qn]




1.
( = [  ((11,...,(1n, 0)
]





      [         ...

]





      [  ((t1, ...,(tn, 0)
]





      [  ((11, ...,(1n,+)
]





      [        ...

]





      [  ((t1, ..., (tn,+)
]




 
      [  ((11, ...,(1n,-)
]





      [        ...

]





      [  ((t1, ..., (tn,-)
]




2.
H = [ 
H1

]





       [      ...

]





       [
Ht

]





       [ 
H1 ( Qn+1
]





       [      ...

]





       [
Ht ( Qn+1
]





       [ 
H1 ( Q2n+1
]





       [      ...

]





       [
Ht ( Q2n+1
]




3.
A = A  (  [ 1  1  1 ]    où  ( est le produit tensoriel






     [ 0  1 -1 ]






     [ 0  1  1 ]




4.
V =  [
v1
 ]





        [     ...
 ]





        [
vt
 ]





        [ d(P,Ht+1)]





        [     ...
 ]





        [ d(P,H3t) ]




5.
C = A-1 ( V




6.
Suppression des colonnes de A, des lignes de C et de ( pour 



lesquelles ci = 0.




7.
t = nombre de cas non nuls (= taille de C)




8.
Détermination d’une sous-matrice de A carrée et inversible en 



prenant les t premières lignes indépendantes, et en ne conservant, dans  



H et V, que les lignes correspondantes.



2) Calculs dans les clôtures réelles


Proposition 5
:
Soit U={u1,...,un} un ensemble de nombres algébriques réels tels que




(i, ui est racine d’un polynôme Pi unitaire de ([u1,...,ui-1][X]




Tout élément de ([U] peut être exprimé uniquement avec +, - et (.




De plus, (x ( ([U], x peut être réduit sous la forme :




- x=T(uk) avec T un polynôme de degré au moins 1 à coefficients 




réduits dans ([u1,...,uk-1] et tous les coefficients de degré supérieur ou 



égal au degré de Pk sont nuls. k est appelé le niveau de x.




- ou alors x ne dépend pas de U et son niveau est 0. 

La preuve de cette proposition est donnée dans [1]. En particulier, la division de deux nombres de ([U] est réduite par application du théorème de Bézout.

Algorithmes
pour les calculs sur des nombres de ([U]:



- Réduction 

: x = T(uk), on pose T1 = rem (Pk,T), on applique la réduction à tous les coefficients de T1 et on obtient la forme réduite de x. Il n’y a pas de scindage car Pk est unitaire.

- (, +, -

: Opérations normales puis réduction.

- /


: Par Bézout, cf. [1].

- RacineRéelleDe 
: un+1 = RacineRéelleDe(Pn+1) avec Pn+1 un polynôme de ([U][X].

On remplace P par sa partie sans carré et unitaire puis on initialise un nouveau contexte.

- x>0?

:

. Si le niveau de x est 0 alors faire le test dans (.

. x = T(uk).

. Calculer s ( {1,-1} le signe du plus grand coefficient de T. Cela peut entraîner des scindages à un niveau inférieur.

. Remplacer T par son reste par rapport à Pk.

. Si T est nul retourner Faux.

. Remplacer T par sa partie unitaire. Cela peut entraîner des scindages.

. Si T est constant alors T(uk)>0. L’inégalité est décidée pour un niveau inférieur.

. Retirer de T ses facteurs de degré pair et remplacer T par sa partie sans carré.

. Ajouter T au TDT de niveau k.

. Regarder le signe de T dans le TDT.


. Faire un scindage, si nécessaire, et retourner le signe de T fois s. 

- x=0?


:


. Tant qu’il n’y a pas eu de test d’inégalité utiliser les algorithmes classiques.

. Si le niveau de x est 0 alors faire le test dans (.

. x = T(uk).

. Remplacer T par son reste par rapport à Pk.

. Si T est nul retourner Vrai.

. Remplacer T par sa partie unitaire. Ce calcul peut engendrer des scindages.

. Si T est constant alors T(uk)(0.

. Remplacer T par sa partie sans carré.

. Ajouter T au TDT de niveau k.

. Regarder le signe de T dans le TDT.

B) Complexité

Dans ce chapitre, nous exposons les complexités parallèle et séquentielle des algorithmes de cette partie en rappelant les résultats de [3].



1) Sturm-Query


Lemme 1
:
Soit P, Q ( ([X] de degrés respectifs d et e et de tailles bornées par t.



Alors la suite de Sturm-Sylvester peut être calculée en parallèle par




un circuit binaire de taille O(d(d+e)5.5(t+log(d+e))2) et de profondeur




O(log2(d+e)(log(d+e)+log(t))).

La preuve est complète dans [3] et utilise les résultats de [2,7,11,12,13], je ne reprends ici que la complexité parallèle en temps. Les coefficients de la suite peuvent être calculés comme des déterminants de matrice de taille au plus d+e. Ceux-ci peuvent être calculés en O(log2(d+e)). Il y a une augmentation de taille des coefficients, jusqu’à une taille d’au plus (d+e)t d’où, avec une multiplication en log(taille), le résultat.
Preuve 
:



Proposition 6
:
Soit P, Q ( ([X] de degré borné par d.




Le calcul de la Sturm-Query a une complexité parallèle en O(log3(d)),




et une complexité séquentielle en O(d3).

Nous considérons comme unitaires les opérations sur le corps de base. En parallèle, le Lemme 1 donne la suite de Sturm-Sylvester en O(log3(d)), pour la Sturm Query il est possible de déterminer le signe des coefficients de plus haut degré, dans le même temps. Il faut ensuite calculer le nombre de changements de signe, en O(log(d)), facilement. En séquentiel, la suite de Sturm-Sylvester est composée d’au plus d divisions puis d’une passe sur un tableau pour compter les changements de signe.

Pour avoir la complexité réelle, il faut multiplier ces résultats par le coût des opérations de base sur le corps.
Preuve 
:




2) Tarski Data Type dans le cas du rajout d’un polynôme Qn+1
Proposition 7
:
La complexité parallèle de l’algorithme 2 est :




O(log3(n) + log3(d))




avec d une borne sur les degrés des Qi et celui de P et n le nombre de



polynômes Qi.

étape 1 
: Rajout des signes: en O(1).

étape 2 
: t multiplications en parallèle de deux polynômes: en O(log(n(d+d)).

étape 3 
: Produit tensoriel par une matrice constante: en O(1).

étape 4 
: Les Sturm-Query en parallèle: d’après le Lemme 1 en O(log3((n+1)d+d)).

étape 5 
: Résolution du système 2r(2r: O(log2(r))  r<d.

étapes 6, 7, 8 
: Retrait des lignes nulles, détermination du système inversible: en O(log2(r)).

(d)(fgj
Preuve  
:


3) Remarque : TDT par fusion


Il existe un algorithme qui permet la construction d’un TDT avec n polynômes Qi en une seule exécution [3], je le donne ici, à titre indicatif.

Algorithme 3
:
Construction d’un TDT à partir de deux plus petits. 




Entrée : <P,[Q1,...,Qk]...> et <P,[Qk+1,...,Qn]...>




Sortie  : <P,[Q1,...,Qk,Qk+1,...,Qn]...>




Cet algorithme est donné dans [3]. Il comprend 7 étapes de même genre  


que celles de l’algorithme 1 avec toujours une prépondérance pour les 


Sturm-Query.

 Algorithme 4
:
Construction d’un TDT




Entrée : P et Q1,...,Qn.




Sortie  : le TDT   <P,[Q1,...,Qn],...>




1. On calcule d(P,1)=r




2. On calcule en parallèle une étape de l’algorithme 1 pour chaque Qi de 


manière à obtenir n TDT   <P,[Qi],...>. 




3. On peut alors commencer la boucle suivante :





Faire des paires de TDT





Appliquer l’algorithme 2 à chacune de ces paires





Jusqu’à ce qu’il n’y ait plus qu’un TDT.





Celui-ci est <P,[Q1,...Qn],...>.

Proposition 8
:
L’algorithme 4 appartient à NC4.

Preuve
:
  cf. [3]

L’algorithme 2 a une complexité due au Sturm-Query: donc en O(log3(ld)). L’algorithme 3 est en log(n) étapes de l’algorithme 2: donc en ( log3(2id) avec i variant de 1 à log(n).

D’où avec 2i<n, on obtient O(log(n)4 + log(n)3.log(d) + log(n)2.log2(d) + log(n).log3(d)).

C) TDT séquentiel pour une seule racine

Nous ne développons ici que le cas de la politique de calcul pour une seule racine. Dans ce cas nous proposons un algorithme, inspiré de l’algorithme 2, qui permet de conserver une taille, et donc une complexité, réduite de TDT.


Lemme 2
:
Dans le cadre de la politique de calcul pour une seule racine, la taille 



maximale d’un TDT est log(n), (n le degré de P).

Nous sommes à un nombre quelconque de tests, nous avons choisi un certain ensemble de valeurs possibles, c’est-à-dire une suite de signes (i telle qu’il y ait des racines vérifiant cette suite, i.e. ci(0. L’ajout du nouveau polynôme dans le TDT scinde ce cas en trois nouveaux cas distincts, suivant le signe du nouveau polynôme pour les racines concernées. Il y a alors deux possibilités :

Soit toutes les racines ont même signe pour ce nouveau polynôme, il n’y a alors pas de scindage, il n’est donc pas nécessaire de conserver le nouveau   TDT, l’ancien (de taille plus petite) suffit.

Soit, suivant la racine, le signe du nouveau polynôme change et alors, il y a scindage, il faut conserver le nouveau TDT et choisir le cas contenant le moins de racines possible tout en en ayant au moins une. Ainsi, après au plus log(n) choix, il ne reste plus qu’une seule racine dans le cas choisi; le TDT ne peut donc plus augmenter en taille.

Preuve
:


Proposition 9
:
La complexité séquentielle de l’algorithme 2 (TDT) dans le cadre de la 



politique de calcul pour une seule racine est :




O( (d.log(d))3 )




avec d une borne sur les degrés des Qi et de P. 

Comme dans le cas parallèle, les Sturm-Query sont prépondérantes; en effet, les autres opérations sont matricielles avec une matrice de taille log(d), par le Lemme 2, donc avec une complexité d’au plus O(log5(d)) pour la recherche du système inversible. Pour la Sturm-Query, le Lemme donne une taille maximale de log(d), d’où un degré maximal de d ( log(d), d’où la proposition.
Preuve
:


Pour des raisons pratiques (l’implémentation des sous-matrices en Givaro), la méthode systématique de recherche du système inversible n’a pas été implémentée. L’heuristique choisie a été celle qui consiste à regarder le rang de k lignes consécutives et non de regarder toutes les combinaisons possibles de k lignes. Dans la grande majorité des cas cela suffit pour trouver une sous-matrice inversible, dans les autres rares cas, on garde les lignes nulles et on espère les retirer à l’étape suivante. Les résultats sont plus que satisfaisants (cf. IV).
Remarque
:


V) Mise en Œuvre pratique


A) Le module Alg



1) Organisation et structures


Le module Alg est organisé de la manière suivante:

[image: image3.png]Alg<T>
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Figure 9
:
Organisation du module Alg



Les deux opérateurs A = =  B et A !=  B sont en fait  un seul opérateur, le test d’égalité à zéro.


Ce module comporte, principalement deux classes : la classe Alg1<T> des nombres algébriques sur T, et la classe Rootof<T> des racines de polynômes de T.


La classe Alg1<T> contient les constructeurs par paramètres, les opérateurs d’affectation, les opérateurs arithmétiques, les fonctions d’entrée-sortie, d’empaquetage et de dépaquetage, les appels aux opérateurs scindants, la conversion de racine à nombre algébrique, c’est-à-dire de Rootof à Alg. La classe Rootof<T> contient le constructeur comme racine de polynôme, l’opérateur de test d’égalité, la fonction virtuelle trigger_split dont nous verrons l’utilité au chapitre suivant. En fait c’est le type Alg1<T> qui est utilisé, la classe Rootof<T> peut se comporter comme une fonction si l’utilisateur n’a pas usage des membres propres. Un exemple de création de nombre algébrique comme racine d’un polynôme est donné en Annexe (.1.


La classe Rootof<T> s’appuie sur deux autres structures : Definition<T> et Data<T>. La classe Definition contient le polynôme de définition de la racine ainsi que le polynôme non annulateur de la structure paresseuse de l’algorithme 1. La classe Data est une classe statique (i.e. globale) contenant une liste de pointeurs sur les différentes définitions utilisées, une liste de pointeurs sur les éléments Rootof correspondants et l’élément courant employé par le calcul en cours. C’est cette classe qui lie toutes les autres par un numéro, attribué à chaque nouvelle racine, qui représente le niveau du nombre algébrique au sens de la proposition 3.
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Figure 10 :

Dépendances des classes dans le module des nombres algébriques.



2) Politique de calcul et algorithmes

Le système D5 [5] (ainsi que celui de G. Lecerf [1]) comportent deux politiques de calcul différentes pour les nombres algébriques. La première est une politique pour toutes les racines, c’est-à-dire que tous les cas possibles sont envisagés et calculés. La seconde est une politique pour une seule racine, c’est-à-dire qu’à chaque scindage un choix est effectué. Nous avons choisi de n’implémenter que la politique de calcul pour une seule racine, ce sont l’algorithme 1 et l’algorithme de TDT séquentiel du Lemme 2. Toutefois, la possibilité est laissée à l’utilisateur de reprendre le calcul en parallèle avec les autres racines. En effet, une fonction trigger_split est appelée, lors de chaque scindage, par la fonction de test. Cette fonction est une fonction membre virtuelle de la classe Rootof, dans la bibliothèque Givaro elle ne fait rien, nous avons donc ainsi la politique de calcul pour une seule racine. D’un autre côté, l’utilisateur n’a plus qu’à définir une nouvelle classe de racines et y redéfinir la fonction trigger_split. Cette méthode nous est apparue plus puissante, tout d’abord parce qu’elle allège l’implémentation des nombres algébriques et par là même en augmente ces performances. Ensuite parce qu’elle permet à l’utilisateur d’avoir la politique de calcul pour toutes les racines, s’il le désire, en faisant en sorte que la fonction trigger_split rappelle le calcul avec les autres racines (une fonction membre de Rootof est disponible pour fournir ces autres racines). Enfin elle permet de définir d’autres politiques (calcul pour certaines racines ...), d’afficher des messages etc. Un exemple d’utilisation de cette méthode, implémentant la politique de calcul pour toutes les racines en séquentiel, est proposé en annexe (.3.


B) Nombres algébriques réels

Nous avons aussi créé un module RealAlg, qui traite des nombres algébriques réels. Il reprend exactement le module Alg, en ajoutant les particularités des nombres algébriques réels: les opérateurs >, <, >=, <= ont été rajoutés au module RealAlg, un test de positivité au module RealRootof. En outre, l’opérateur trigger_split a été surchargé pour indiquer le passage du mode paresseux au mode TDT, et pour fournir les cas non choisis dans l’algorithme de TDT séquentiel. Enfin, une classe TDT comprend les données de la structure et l’algorithme incrémental séquentiel.

[image: image5.png]DefinitionR eal

Realalgl

= RealRooto

/

DataReal





     Figure 11 : Dépendances des classes dans le module des nombres algébriques réels.


C) Performances


Nous rappelons tout d’abord, ici, la figure 8 qui donne une bonne idée des performances des tests d’égalité, puis nous proposons les performances des tests d’inégalité et des Sturm-Query. Il est clair que ces derniers ne sont pas encore utilisables en séquentiel pour des polynômes de degré supérieur à 50.



Figure 13 :Six tests d’égalité et d’inégalité dans notre implémentation
Figure 8 : D5 vs approche paresseuse sur un test d’égalité entre un polynôme de degré deux cents et un polynôme de degré de un à dix mille, dans la politique de calcul pour une seule racine.

Figure 12 : Sturm-Query pour un anneau, classique, avec l’heuristique.






VI) Perspectives et Conclusion


A) Développements Théoriques et Pratiques


Une importante amélioration des performances de calcul avec des nombres algébriques réels passe par le développement théorique des outils mathématiques. Actuellement, le calcul des Sturm-Query appartient à NC3 et est prépondérant dans les algorithmes de TDT. Il parait cependant raisonnable de penser que ce temps peut être réduit. La perspective de montrer l’appartenance des Sturm-Query à NC2,  nous permet d’envisager un calcul de TDT appartenant à NC2 ou NC3. 


De plus, les développements récents d’Athapascan-1 nous permettent d’envisager la création d’une bibliothèque de calcul formel parallèle efficace. En effet, l’introduction de parallélisme à grain fin, notamment pour les algorithmes de test des nombres algébriques et pour les algorithmes de division, de pgcd et de factorisation de polynômes, peut nous permettre de réaliser les algorithmes de calcul formel les plus performants.


Enfin, il apparaît nécessaire de développer les fonctionnalités de Givaro: l’ajout des polynômes à plusieurs variables, par exemple, permettrait une utilisation plus simple des tours d’extensions algébriques; quelques fonctions classiques d’algèbre linéaire peuvent aussi, et simplement, être intégrée au module matriciel; le codage des (/p( par des Integer doit être étudié; différents algorithmes de factorisation de polynômes, suivant le corps de définition, sont à déterminer etc.

B) Conclusion

Ce stage de six mois, dont trois à temps partiel, effectué au sein du Laboratoire de Modélisation et Calcul, m’a permis de découvrir le monde de la recherche. Extrêmement intéressante et enrichissante du point de vue technique et relationnel, l’expérience qu’il représente a conforté mon choix de cette orientation.


Lors de ce travail, j’ai pu mettre à profit et approfondir mes connaissances acquises à l’ENSIMAG et à l’UJF en DEA de mathématiques appliquées, non seulement du point de vue informatique, pour le développement en C++ de Givaro, mais aussi du point de vue mathématique, pour les développement de complexité des algorithmes parallèles pour les nombres algébriques.


Pour conclure sur ce stage, le projet avait pour but d’étudier et de valider l’approche parallèle théorique à grain fin de D5. Or Athapascan-1 n’était pas encore disponible dans une version parallèle, les algorithmes ont donc été, dans un premier temps, implantés en séquentiel. A ce jour, seul le calcul du rang a pu être exécuté en parallèle et donner lieu à des expérimentations.  En outre, plusieurs erreurs dans les modules parallèles de Givaro pour les polynômes, les matrices, les (/p(, les indéterminées, et une conception trop dépendante des premières structures parallèles pour les nombres algébriques, ont ralenti l’avancée du travail. D’un autre côté, ceci a permis de remettre à plat le système et de proposer une version complètement séquentielle et autonome de Givaro.

Références :

[1] Grégoire Lecerf. Dynamic Evaluation and Real Closure, Implementation in Axiom. DEA, University of Bath, Juin 1996.

[2] Marie-Françoise Roy, Aviva Szpirglas. Complexity of Computation on Real Algebraic Numbers. J. Symbolic Computation (1990) 10, 39-51.

[3] F. Cucker, H. Lanneau, B. Mishra, P. Pedersen, M.-F. Roy. NC Algorithms for Real Algebraic Numbers. AAECC 3, 79-98 (1992).

[4] J. Jàjà. An introduction to parallel algorithms. Addison-Wesley, 1992.

[5] J. Della Dora, C. Dicrescenzo, D. Duval. About a new method for computing in algebraic number fields. In Proc. EUROCAL’85, LNCS 204, Springer Verlag, 289-290, 1985.

[6] J.L. Roch, G. Villard. Parallel computation with algebraic numbers, a case study : Jordan normal form of matrices. PARLE’94, Athens, Greece, 1994.

[7] D. Ierardi, D. Kozen. Parallel resultant computation. Departement of computer science, Cornell university, Ithaca, NY 14853-7501, 1990.

[8] S. Boeuf. Calcul parallèle dans des extensions algébriques. DEA, LMC-IMAG, UJF, 1995.

[9] V. Pan. Parallel computation of polynomial gcd and some related parallel computation over abstract fields. Theorical computer science 162:173-223, 1996.

[10] T. Gautier, J.L. Roch. Fast parallel algebraic numbers computations.

[11] A. Borodin, J. Von zur Gathen, J. Hopcroft. Fast parallel matrix and gcd computations. Preliminary draft, 1981.

[12] M.F. Roy, A. Szpirglas. Complexity of the computation on real numbers. CALSYF7, Luminy, 1988.

[13] W. Eberly. Very fast parallel matrix and polynomial arithmetic. Technical report  #178/85, 1985.

[14] T. Gautier. Calcul Formel et parallélisme. Thèse, LMC-IMAG, 1996.

[15] http://www-apache.imag.fr/ath1/Givaro/givaro.html.

[16] http://www-apache.imag.fr/ath1.

[17] http://www-apache.imag.fr/~jgdumas/givaro.html.

[18] Aho, Hopcroft, Ullman. An asymptotically fast sequential algorithm for polynomial gcd’s. The design and analysis of computer algorithms. Addison-Wesley PC, 1974.

[19] T. Gautier, J.L. Roch. PAC++ system and parallel algebraic numbers computations. PASCO’94, 1994.

[20] D. Augot, P. Camion. The minimal polynomials, Characteristic subspaces, Normal bases and the Frobenius form. RR-2006, Inria, 1993.

[21] E. Kaltofen. Gcd given by straight line programs. J. ACM, 35(1):231-264, 1988.

[22] P.A. Broadbery, T. Gomez-Diaz, S.M. Watt. On the implementation of Dynamic Evaluation. In Proc. of ISSAC’95, ACM press, Montréal, Canada, 1995.

[23] M. Daberkow, M. Pohst. Computation with relative extensions of number fields with an application to the construction of Hilbert class fields. In Proc. of ISSAC’95, ACM press, Montréal, Canada, 1995.

[24] J. Von zur Gathen. Parallel algorithms for algebraic problems. SIAM J. Comput., 13(4):802-824, 1984.

[25] C.A. Neff. Specified precision polynomial root isolation is  in NC. IBM research division, Yorktown Heights, NY 10598, 1990.

[26] D. Bini, V. Pan. Improved parallel polynomial division. SIAM J Comput., 22(3):617-626, 1993.

[27] M. Ben-Or, E. Feig, D. Kozen, P. Tiwari. A fast parallel algorithm for determining all roots of a polynomial with real roots. SIAM J Comput., 17(6):1081-1093, 1988.

[28] T. Gomez-Diaz. Quelques applications de l’évaluation dynamique. Thèse, Université de limoges, 1994.

[29] M. Doreille, F. Galilée, J.L. Roch. Présentation d’Athapascan-1-b. 14 janvier 1997.

[30] T. Granlund. The GNU Multiple Precision Arithmetic Library.

[31] K. O. Geddes, S. R. Czapor, G. Labahn. Algorithms for computer algebra. Kluwer Academic Publishers, 337:373.

[32] D. E. Knuth. The art of computer programming. Addison-Wesley publishing company, Vol. 2 Seminumerical algorithms, 1980.

[33] D. Duval, L. González-Vega. Dynamic evaluation and real closure. Universidad de Cantabria, Novembre 1993. 

[34] P. S. Wang. Parallel polynomial operations on SMPs : an overview. J. Symbolic Computation (1996) 21, 397-410.

[35] V. Shoup. A new polynomial factorization algorithm and its implementation. J. Symbolic Computation (1996).

[36] A. Lobo. Matrix-free linear system solving and application to symbolic computation. PhD thesis, Faculty of Rensselaer Polytechnic Institute, Troy, New York, December 1995.


() Programmes



(.1.) 
Un exemple de programme C++ utilisant la bibliothèque 


Givaro : pepin.C

#include "givaro.h"

#define ABS(l)     ((l) <0 ? -l : l)

Integer fermat ( const long  n ) {

  long res;

  res = pow(double(2),double(n));

  return pow(Integer(2),res) + 1;

}

Integer powmod( const Integer& ti, const Integer l, const Integer& fn) {

  Integer res = Integer(one), puiss = ti % fn, p = ABS(l), q, r;

  while (p != 0) {

      div(p,Integer(2),q,r);

      if (r == 1) 

             res = (res * puiss) % fn;

      p = q;

      puiss = (puiss * puiss) % fn;

  }

  return res ;

}

Integer pepin (const long n) { 

  Integer fn = fermat(n);

  return fn - powmod(3,(fn-1)/2,fn);

}

int main(int argc, char* (argv[ ])) 

{

  long x ;

  Timer tim;

  tim.clear();

  x = atoi(argv[1]);

  tim.start();

  Integer result = pepin(x);  

  tim.stop();

if (result == 1)

  cout << fermat(x) << endl << " est premier" << endl;

else

  cout << fermat(x) << endl << " non premier" << endl;

cout << "Time :\n" << tim << endl;

return 0;

}



(.2.) 
Un exemple de programme C++ utilisant la bibliothèque 


Athapascan : le calcul brutal d’un des termes de la suite 


de Fibonacci [29]

Les mots clefs de Athapascan sont préfixés par a1_ .
struct  print_int : public a1_task_elem {

  void operator() (a1_shared_r<int> a) {

    cout <<   "Result = " << (*a) << endl ;

  }

};

struct  fibo : public a1_task{

  void operator() (int n, a1_shared_cw<int> res) {

  nb++;

    if( n<seuil ) {

      res += fibona(n);

    }

    else {

      a1_new_task( fibo(), n-1, res );

      a1_new_task( fibo(), n-2, res );

    }

  }

};

main() {

  int n;

  a1_shared_rp_wp<int> res(0);

  cout <<  "Fibo: n= \n" ;

  cin >> n;

  a1_new_task(fibo(), n, res);

  a1_new_task(print_int(),res);

  return 0;

}



(.3.) 
Parallélisme à gros grain : le calcul des espaces propres
struct CherchePivot:a1_task {

    void operator () ( a1_shared_r_w<Vecteur> lignepivot,

                 a1_shared_r_w<Indice> indcol ,

                 a1_shared_r_w<Indice> indpermut ) {

     Indice n =  (*lignepivot).dim() ;

     Indice k = *indcol ;

     for ( Indice j = k; j< n ; j++ ) {

        if ((*lignepivot)[j] != base(0)) break ;

     }

     if (j== n ) {

       *indpermut = -1 ;

     }

     else {

       *indpermut = j ;

       if (*indpermut != k) {

         base tmp = (*lignepivot)[k] ;

         (*lignepivot)[k] = (*lignepivot)[j] ;

         (*lignepivot)[j] = tmp ;

       }

       /*

      base invpiv = base(-1) / (*lignepivot)[k] ;

       for ( j = k ; j<n; j++) {

         (*lignepivot)[j] *= invpiv ;

       }

       */

       (*indcol)++ ;

    }

  }

} ;

struct FaireElimination:a1_task {

    void operator () ( a1_shared_r_w<Vecteur> lignecur,

                       a1_shared_r<Vecteur> lignepivot,

                       a1_shared_r<Indice> indcol ,

                       a1_shared_r<Indice> indpermut ) {

     Indice n =  (*lignecur).dim() ;

     Indice k = *indcol - 1 ;

     // permutation if one has been performed to compute the pivot

     if (*indpermut != k) {

       base tmp = (*lignecur)[k] ;

       (*lignecur)[k] = (*lignecur)[*indpermut] ;

       (*lignecur)[*indpermut] = tmp ;

     }

     (*lignecur)[k] *= base(-1) / (*lignepivot)[k] ;

     base headcoeff = (*lignecur)[k] ;

     for ( Indice j = 0 ; j< n ; j++ ) {

       if (j!=k)

         (*lignecur)[j] += headcoeff * (*lignepivot)[j] ;

     }

  }

} ;

struct Eliminer:a1_task {

    void operator () ( a1_shared_rp_wp<Vecteur> lignecur,

                       a1_shared_rp<Vecteur> lignepivot,

                       a1_shared_rp<Indice> indcol ,

                       a1_shared_r<Indice> indpermut ) {

      if (*indpermut != -1)

        // In the other case, lignepivot has been found null from indcol and no

        // elimination has to be performed

        a1_new_task (FaireElimination(),

                       lignecur, lignepivot, indcol, indpermut) ;

  }

} ;

struct NullSpaces : a1_task {

   void operator () (a1_shared_r<Matrice> A, a1_shared_w< Indice> rank) {

    Indice n = A.rowdim();


     // waiting for Athapascan-1 collections : 

    a1_shared_r_w<Vecteur> * LigneA = new a1_shared_r_w<Vecteur>  [n];

    for(Indice i=0; i<n; i++) {

       a1_new_task(affect_row(),A,i,LigneA[i])

       (LigneA[i]).change_to_r_wp() ;

    }

    a1_shared_r_wp< Indice > * c = new a1_shared_r_wp< Indice >  [n];

    a1_shared_r_w<Indice> indcol;

    *indcol = Indice(0);

    indcol.change_to_r_wp() ;

    for (Indice k=0; k<n;k++) {                    // for every rows

      a1_new_task(CherchePivot(), LigneA[k], indcol, c[k] ) ;

      for (Indice i=k+1; i < n; i++)

        a1_new_task (Eliminer(), LigneA[i],  LigneA[k], indcol, c[k] ) ;

    }

    rank = n - (*indcol);

    // eigen vectors

    Vecteur cour(n);

    for(k=0; k<n; k++)

      if (*(c[k]) == -1) {

        Indice toto(0);

        for(Indice alpha = 0; alpha<k; alpha++)

          if (*(c[alpha]) != -1)

            cour[alpha] = (*(LigneA[k]))[toto++];

          else

            cour[alpha] = base(0);

        cour[k] =  base(1);

        for(alpha=(k+1); alpha<n; alpha++)

          cour[alpha] = 0;


        // now we got one eigen vector, we can output it for instance

        cout << cour << endl;

      }

  }

};


() Compilation et Makefile


Nous présentons ici des exemples pour une configuration IBM RS/6000 370. Des fichiers pour configuration Solaris, SunOS et linux existent aussi. Enfin, pour l’utilitaire gmake seules les configurations Solaris et RS6K (IBM RS/6000) sont actuellement disponibles. Les variables d’environnement GIVARO_DIR et GIVARO_ARCH sont supposées définies.



(.1) Configuration générique pour Givaro : config.RS6K

# (c), Givaro Team 1994, config.$(GIVARO_ARCH) : general Givaro definitions

# This software is from the Givaro team, LMC-IMAG Laboratory,

# v0.0 20 Oct 1994 by Alexandre Vermeerbergen : first version

# v0.1 2  Nov 1994 by T. Gautier

# v0.2 27 May 1997 by J.G. Dumas

# Name of the C++ compiler

CPP =  xlC

# Name of the C compiler

CC = xlc 

# Optimization

OPT=

# Compiler's options

CFLAGS=

# Archive command

AR= ar

ARFLAGS= crsv

# Ranlib command

RANLIB= ranlib

# Options to compile the library

OPTIONS = -DAIX

# Template Directory

TEMP_DIR = tempinc   #xlC template directory

# -------------------- Givaro library

GIVARO_LIBNAME= libgivaro.a

GIVARO_INCDIR= -I$(GIVARO_DIR)/include   

GIVARO_LIBDIR= -L$(GIVARO_DIR)/lib/$(GIVARO_ARCH)

# Directory of the include files for Gmp:

GMP_INCDIR = $(GIVARO_DIR)/Gmp/gmp-2.0.2

# Directory and name of the gmp's library  

GMP_LIBDIR= -L$(GIVARO_DIR)/Gmp/gmp-2.0.2

GMP_LIB= $(GMP_LIBDIR) -lgmp

# both Givaro and gmp librairies

GIVARO_LIB  = $(GIVARO_LIBDIR) -lgivaro  $(GMP_LIB) 

GIVARO_CCFLAGS = $(OPTIONS) $(GIVARO_INCDIR) 

GIVARO_LDFLAGS = $(GIVARO_INCDIR)  $(GIVARO_LIB)



(.2) Un exemple de Makefile pour le fichier main.C
#

# !!!   utiliser make

#

# Makefile standard pour compiler des programmes GIVARO avec make

all:    main 

include $(GIVARO_DIR)/Config/config.$(GIVARO_ARCH)

#OPT = -g 

# OPT += -O5

clean:

        rm -f *.o main core

        \rm -r $(TEMP_DIR)

main:   main.o 

        $(CPP) $(CFLAGS) $(OPT) -o main main.o $(ATH_LDFLAGS) $(GIVARO_LDFLAGS)

main.o: main.C 

        $(CPP) $(CFLAGS) $(OPT) -c main.C $(GIVARO_CCFLAGS)



(.3) Configuration pour gmake : config.gmake.RS6K
# (c), Givaro Team 1997

# This software is from the Givaro team, LMC-IMAG Laboratory,

# B.P. 53, F-38041 Grenoble Cedex 9, France

# Please refer to Jean-Guillaume.Dumas@imag.fr for any question.

# v0 0 May 1997 by J.G. Dumas

ifndef _MAKEFILE_ATH1_

all:

tempinc:

        - cp -rf $(ATH1b_DIR)/lib/lib.$(HOSTTYPE)/tempinc .

CPPFLAGS+= $(GIVARO_CCFLAGS)

LOADLIBES+=  $(GIVARO_LDFLAGS)

%:%.o

        $(CPP) $(LDFLAGS) $(OPT) $^ $(LOADLIBES) -o $@

%.o: %.C

        $(CPP) -c $(CFLAGS) $(OPT) $(CPPFLAGS) $< -o $@

endif

gmake_clean:

        - rm *.o

        - \rm -r $(TEMP_DIR)



(.4) Un exemple de Makefile pour le fichier main.C


(.5) Un exemple de Makefile utilisant Givaro et Athapascan
#

# !!!  utiliser gmake

#

# Makefile standard pour compiler des programmess GIVARO avec gmake

all: main

include $(GIVARO_DIR)/Config/config.$(GIVARO_ARCH)

include $(GIVARO_DIR)/Config/config.gmake.$(GIVARO_ARCH)

#OPT+= -O3 

#OPT+= -g 

#OPT+= -p 

main: main.o

clean: gmake_clean

        - rm main

all: berlekamp

include $(ATH1b_DIR)/makefile.ath1

include $(GIVARO_DIR)/Config/config.$(GIVARO_ARCH)

include $(GIVARO_DIR)/Config/config.gmake.$(GIVARO_ARCH)

CXXFLAGS+= $(GIVARO_CCFLAGS) 

LOADLIBES+=  $(ATH_LDFLAGS) $(GIVARO_LDFLAGS) 

berlekamp: berlekamp.o

clean: gmake_clean

        - rm berlekamp



(.6) Exemple d’options de compilation

xlC -c -I/users/navajo/doreille/stl -D_AIX -I/users/navajo/doreille/ath1b/ath1b_1_97/SPEC  

-DAIX -I/home/cochise2/jgdumas/Givaro/include berlekamp.C -o berlekamp.o

xlC  berlekamp.o -I/users/navajo/doreille/stl -I/users/navajo/doreille/ath1b/ath1b_1_97/SPEC -L/users/navajo/doreille/ath1b/ath1b_1_97/lib/lib.rs6000 -lath1

-I/home/cochise2/jgdumas/Givaro/include    -L/home/cochise2/jgdumas/Givaro/Gmp/gmp-2.0.2 -lgmp -L/home/cochise2/jgdumas/Givaro/lib/RS6K -lgivaro   -o berlekamp


() Le module Alg

// Création d’un nombre algébrique, racine du polynôme P.

Alg1<T> lambda = Rootof<T>(P);

// La même chose, mais en gardant la possibilité d’utiliser les fonctions

// membres de Rootof, sur rlambda.

Rootof<T> rlambda(P);

Alg1<T> lambda = rlambda;

// les mêmes opérations sur lambda sont disponibles, dans les deux cas.


(.1) Création d’un nombre algébrique comme racine d’un polynôme

#include "givtype.h"

#include "giverror.h"

#include "poly1.h"

template<class K>

class RealAlg1;

template<class K>

class TDT;

template<class K>

class RealRootof {

public:

   inline RealRootof(const Poly1<K>&) ;

   inline RealRootof(const Poly1<K>&, const Indeter&) ;

   ~RealRootof();

   int isZero(const RealAlg1<K>& );

   int isPos(const RealAlg1<K>& );

   const Poly1<K>& GetDef() const ;

   const Poly1<K>& GetOpposite() const;

   const Indeter& GetIndeter() const ;

   const Poly1<K>& GetOthers() const ;   

   void ChangeDef(const Poly1<K>&) ;

   void GetSignCond(Poly1<K>**,int**,int*);

   void DisplaySignCond();

protected:

   // test_mode = 1, only equality tests, trigger when split.

   virtual void trigger_split() {};

   // test_mode 1 --> 0, TDT<K> is now used,

   // The root definition is changed,

   // the other roots are are given by the polynomial.

   virtual void trigger_split(const Poly1<K>&) {};

   // test_mode = 0, equality and inequality with TDT<K>

   // One possibility is chosen (zero, positive, negative)

   // The two others TDT<K> are given.

   // Warning : the definition is global for the three TDT<K>.

   virtual void trigger_split(const TDT<K>&, const TDT<K>&) {};

private:

   int number;

   int test_mode;

   friend class RealAlg1<K>;

   friend class TDT<K>;

} ;



(.2) Les classes des nombres algébriques réels

template<class K>

class DefinitionReal {

public:

  DefinitionReal();

  DefinitionReal(const Poly1<K>& p, const Poly1<K>& opp,

             const Indeter& x) ;

  const Poly1<K>& GetDef() const ;

  const Poly1<K>& GetOpposite() const;

  const Indeter& GetIndeter() const ;

  const Poly1<K>& GetOthers();

 ...

private:

  void SetDef(const Poly1<K>& ) ;

  void SetOpposite(const Poly1<K>& ) ;

  friend class RealRootof<K>;

protected:

  Poly1<K> Def;

  Poly1<K> Opposite;

  Indeter X;

private:

  Poly1<K> Others;

  int touched;

};

template<class K>

class TDT {

public:

  TDT();

  TDT(const Poly1<K>&);

  int incr(const Poly1<K>&,const int&);

  void sign_cond(Poly1<K>**, int**, int* );

private:

Poly1<K> TDT_P;

Poly1<K>* TDT_H;

Poly1<K>* TDT_Q;

int* TDT_beta;

Matrix<int> TDT_A;

Vector<int> TDT_V;

Vector<int> TDT_C;

int TDT_current;

int TDT_taille;

int TDT_nbq;

};

template<class K>

class RealAlg1 {

public :

  // - An algebraic number is either an expression based

  // on polynomial roots or a constant over the field K.

  RealAlg1(const K&) ; 

  RealAlg1() {};

  RealAlg1(Neutral) ;

  RealAlg1(const RealAlg1<K>&) ;

  RealAlg1(const RealRootof<K>&) ;

  ~RealAlg1() ; 

  const RealAlg1<K>& operator = (const RealAlg1<K>&) ;

  const RealAlg1<K>& operator = (const K&) ;

  // ---------- Those operators may generate splittings 

  int operator == (const RealAlg1<K>&) const ;  

  int operator != (const RealAlg1<K>&) const ; 

  int operator == (const K&) const;  

  int operator != (const K&) const; 

  // ---------- Sign Operators

  int operator > (const RealAlg1<K>&) const ;

  int operator >= (const RealAlg1<K>&) const ;

  int operator < (const RealAlg1<K>&) const ;

  int operator <= (const RealAlg1<K>&) const ;

  int operator > (const K&) const ;

  int operator >= (const K&) const ;

  int operator < (const K&) const ;

  int operator <= (const K&) const ;

  // ----------- Arithmetic functions 

   ...

  // ----------- io functions 

   ...

 private:

  RealAlg1(const Poly1<K>& P);

  void reduce() ;

  int number;

  Poly1<K> rule ;

  friend class RealRootof<K>;

} ;

template<class K>

class DataReal {

public:

static int current;

static DefinitionReal<K>** Context;

static RealRootof<K>** Root;

static TDT<K>** TheTDT;

private:

static void Setcurrent(const int);

static void SetContext(DefinitionReal<K>* );

static void SetRoot(RealRootof<K>*);

static void SetTDT(TDT<K>*);

friend class RealRootof<K>;

friend class RealAlg1<K>;

};



(.3) Utilisation de “trigger_split” : calcul pour toutes les racines

#include <iostream.h>

#include "givaro.h"

typedef K base;

typedef Poly1<base> Polynome;

typedef Matrix<base> Matrice;

typedef Vector<base> Vecteur;

Indeter Y("Y");

class Mes_racines ;

void ess1(Alg1<base> mu, Mes_racines rmu) ;

class Mes_racines : public Rootof<base> {

public:

  Mes_racines(const Poly1<base>&) ;

  Mes_racines(const Poly1<base>& , const Indeter& ) ;

  Mes_racines() ;

private:

  void trigger_split() {

     // GetOthers computes a gcd, but only if Def or Opposite

     // has been changed since last computation of GetOthers

     if ( (this->GetOthers() ).degree() > 0 ) {

        Mes_racines rmu(this->GetOthers());

        Alg1<base> mu = rmu;

        ess1(mu,rmu);

    }

  }

};

Mes_racines::Mes_racines(const Poly1<base>& P) : Rootof<base>(P) {};

Mes_racines::Mes_racines(const Poly1<base>& Q, const Indeter& X) : Rootof<base>(Q,X) {} ;

void ess1(Alg1<base> mu,Mes_racines rmu) {

    Alg1< base > test = mu ;

    int r1 = (test == base(0));

    int r2 = ( (2*test*test - test) == base(1));

    int r3 = (test == base(2));

    cout << "ess1 : " << (rmu.GetDef() / rmu.GetOthers() ) << " --> " << r1 << " " << r2 << " " << r3 << endl;

};

// Each negative test with an algebraic number will cause a trigger_split

// therefore, sometimes, trigger_split will be redundant.

// It is easy to reduce this redundancy, by making a global table

// with already computed roots.

int main() {

  Zpz toto(3,13);

  Poly1<Zpz> Pol(Y,Degree(5),Zpz(1));

  Pol[0] = 0;

  Pol[1] = 4;

  Pol[2] = 0;

  Pol[3] = -5;

  Pol[4] = 0;

  Poly1<base> ppol = Pol;

  Mes_racines rlambda(Pol);

  Alg1<base> lambda(rlambda);

  ess1(lambda,rlambda);

return 0;

}
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