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Résumé

On donne les principales propriétés de I’algebre de décomposition universelle d’un polynome et
on l'applique pour un traitement constructif du corps des racines d’un polynome.

Introduction

Toutes les algebres qu’on considere sont associatives, commutatives et avec élément neutre. Il
revient donc au méme de se donner une A-algebre C ou un homomorphisme A £, c.

Nous étudions 1’algebre de décomposition universelle d’un polynome unitaire sur un anneau com-
mutatif arbitraire.

Dans tout cet article, A est un anneau commutatif, f = 7" + > 7_, (—1)*a, 7" % € A[T]
et B = Aduy, s est l'algebre de décomposition universelle de f sur A.

Dans la section 1 nous introduisons les modules de Cauchy et la base classique correspondante de
I’algebre de décomposition universelle. Nous montrons que les deux définitions naturelles de la norme
coincident.

Dans la section 2 nous introduisons les notions d’idempotent galoisien (un idempotent dont I'orbite
sous S,, est un systeme fondamental d’idempotents orthogonaux), d’algebre prégaloisienne, de quotient
de Galois d’une algebre prégaloisienne. Une algebre prégaloisienne est une algebre qui vérifie un bon
nombre de propriétés des algebres galoisiennes, sans la condition de séparabilité. Le prototype d’une
algebre prégaloisienne est une algebre de décomposition universelle, ou un quotient de Galois d’une
algebre de décomposition universelle.

Dans la section 3 nous montrons comment calculer des éléments galoisiens dans une algebre
de Boole munie d’'un groupe d’automorphismes. Ceci s’applique en particulier & ’algebre de Boole
des idempotents d’une algebre de décomposition universelle ou plus généralement d’une algebre pré-
galoisienne.

Dans la section 4 nous montrons constructivement quelques propriétés importantes qui apparaissent
sous I’hypothese de séparabilité du polynome servant a construire I'algebre de décomposition univer-
selle. Nous montrons que 'algebre de décomposition universelle est alors réduite si ’anneau de base
est réduit, et plus généralement que le nilradical de B est engendré par celui de A. Nous donnons
sous une forme trés précise le résultat qui affirme que « ’algébre de décomposition universelle de
diagonalise elle-méme lorsque le polynome est séparable ». Nous améliorons aussi les résultats connus
concernant les points fixes d'une algebre de décomposition universelle (sous 'action de S,,) dans le cas
ou le polynome n’est pas supposé séparable.

Dans la section 5 nous généralisons un résultat de Aubry et Vallibouze concernant la structure
« triangulaire » des idéaux galoisiens.
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Dans la section 6, pour étudier constructivement le « corps des racines » d’un polynome f € KIT']
(ou K est un corps discret), alors que lexistence d’un tel corps n’est pas assurée d’'un point de
vue constructif, nous proposons d’utiliser des « approximations » de ce corps qui sont des quotients
convenables de I'algébre de décomposition universelle associée a f. Dans I'article [6] le premier auteur
a donné dans le méme esprit un traitement de la théorie de Galois d’un polynome séparable sur un
corps discret en calcul formel. Cette étude du corps des racines « par approximations successives »
peut étre considérée comme une variante du systeme D5 [4] de traitement de la cloture algébrique en
Calcul formel, ou encore comme la version constructive de I’approche de Bourbaki dans [3].

Puisque Darticle est écrit dans le style des mathématiques constructives a la Bishop ([2, 10]) tous
les théoremes ont un contenu algorithmique. La terminologie constructive spécifique non précisée se
trouve dans [10].

Remerciements. Nous remercions Thierry Coquand pour ses conseils judicieux.

1 Modules de Cauchy et base canonique

On notera B = Adua s 'algébre de décomposition universelle de f sur A définie comme suit :
B = Adua s =A[Xy,.... X,,]/T(f) = Alz1, ..., 2]

olt J(f) est I'idéal nécessaire pour identifier [[;" (T — x;) avec f(T') dans le quotient. Précisément
considérons les fonctions symétriques élémentaires des X :

n n
a1 = Zi:l Xi, a9 — Zl§i<j§n XZ'XJ‘, ey Oy = =1 XZ .
Alors l'idéal J(f) est donné par :
J(f) = (a1 — a1, ag —g,..., an — an).

L’algebre de décomposition universelle peut étre caractérisée par la propriété suivante, qui est
évidente.

Fait 1.1 (propriété caractéristique)

Soit C une A-algébre pour laquelle f(T') se décompose en produit de facteurs (T — z;). Alors il existe
un unique homomorphisme de K-algebres B — C qui envoie les x; sur les z;. Ceci caractérise l’algebre
de décomposition universelle B = Adua r, a isomorphisme unique preés.

Si en outre C est engendrée (comme A-algebre) par les z; elle est isomorphe a un quotient de B,
la classe de x; correspondant a z;. Et en prenant C = B on obtient que toute permutation des x;
produit un (unique) automorphisme de B.

Dit autrement : le groupe S,, des permutations de {Xi,...,X,} agit sur A[Xy,...,X,] et fixe
l'idéal J(f), donc l'action passe au quotient et ceci définit S,, comme groupe d’automorphismes de
I'algebre de décomposition universelle.

Par changement d’anneau de base, on obtient comme conséquence du fait 1.1 le fait suivant.

Fait 1.2 (changement d’anneau de base)
Soit p: A — Ay une A-algébre. Notons p(f) Uimage de f dans A;[T]. Alors lalgébre Adua f ®a Ax,
est naturellement isomorphe a Adup, ,(y)-

Pour étudier l'algebre de décomposition universelle on introduit les « modules de Cauchy » qui
sont les polynomes suivants :

H(X) = f(Xh)
f(X1,X2) = (Ai(Xh) — fi(X2)) /(X1 — X2)

e (X1, X)) _ (fo( X1, oo, Xpm1, Xi) — fo( X, Xam1, Xp1)) /(X — Xi1)

FalXt oo Xn) = (et (X1 es X Xnot) = Frt (X1 s Xoay Xo))/ (Xt — X)



L’algébre de décomposition universelle 3

Par exemple avec n =4 :

2

filz) = zt — a123 + asa? — asz + ay
fo(z,y) = P+ v +y2® +2°) —a(y® +yx + 22) + ag(y + ) — a3
= P +9y}(r—a1) +y@? —arr +az) + (2% — a2 + asx — a3)
f3(z,y,2) = (4124224 z2y+zx+yr)—a(z+y+z)+ao
= 2Z2+z2(y+r—a)+ (P +yr+2?) —ar1(y+ ) +az)
falx,y,2,t) = t+z4+y+z—ay
Ou pour f(z) =25 :
falz,y) = ° +yte +y32? + 22 +yat + 28

fa(z,y,2) = (P49 +ab) + (2% + 2222 + y22?)+
(29 + 223 + y22 + ya® + 223 + 2y3) + (2y2® + zzy? + yx2?)
falz,y,z,t) = (B +22+y>+23) + (tzy + tyz + tzx + zyx)+
(
(

Plzty+a)+22t+y+a)+y2t+z+a)+ 2%t +2+y))

f5(x,y, 2, t,u) u? + 12 4+ 22 + 2 + 2?) + (vu+ 2t + 22+ 2y 4+ tu+ 2u 4 2t +yu+ yt +yz)
folz,y, 2z, t,bu,v) = v4+u+t+z+y+a
Plus généralement, pour f(t) =t", fr(t1,...,tx) est la somme de tous les monomes de degré n+1—k en
t1,...,t,. Ceci permet par linéarité d’obtenir un description précise explicite des modules de Cauchy
pour un polynome arbitraire.
Le polynome f; est symétrique en les variables X, ..., X;, unitaire en X;, de degré total n —i+ 1.

Le fait 1.1 implique que I'idéal J(f) est égal a I'idéal engendré par les modules de Cauchy. Donc
I’algebre de décomposition universelle est un A-module libre de rang n! :

Fait 1.3 Le A-module B est libre et une base est formée par les « monomes » x(fl = -:L“Z":ll tels que
pour k=1,...,n—1 on ait d, <n — k. Nous noterons cette base B(f).

Dans le cas ou A est un corps discret, les modules de Cauchy peuvent étre vus comme une base
de Grobner de I'idéal, pour 'ordre monomial lexicographique avec X7 < Xg < --- < X,,.

En fait méme si A n’est pas un corps discret, les modules de Cauchy fonctionnent comme une
base de Grobner : tout polynome en les z; se réécrit sur la base de monomes précédente par divisions
successives par les modules de Cauchy. On divise tout d’abord par f, par rapport a la variable X,
ce qui la fait disparaitre. Ensuite on divise par f,,_1 par rapport a la variable X,,_1, ce qui la raméne
en degré < 1, et ainsi de suite.

On peut donner une explication plus précise pour le fait que 'idéal J(f) est égal a I'idéal engendré
par les modules de Cauchy. Cela fonctionne avec une belle formule :

Fait 1.4 Introduisons une nouvelle variable T.
1. Dans A[Xy,...,X,,T)], on a

() = fi(Xh) + (T — X1) f2( X1, X2) + (T — X0)(T — X2) f3(X1, X2, X3) + - -

(T = X1) (T = Xp-1) fu(X1, ., X)) + (T = X1) - (T — Xy) W

2. Dans le sous A[Xy,..., X,|-module de A[X,...,X,,T| formé par les polynomes de degré < n
en T, le polynome f(T) — (T — X1)--- (T — X,,) posséde deux expressions différentes :
~ D’une part, sur la base 1,T,T? ..., T" il a pour coordonnées (—1)"(an — an),...,(as —
042), —(a1 — 041), 0
— D’autre part, sur la base 1,(T — X1),(T — X1)(T — X2),..., (T — X3)--- (T — X,,) il a pour
coordonnées f1, fo,..., fn,0

3. En conséquence sur l'anneau A[Xy,...,X,], chacun des deux vecteurs

(=1)™(an — an),...,(ag — ag), —(a1 — aq)) et (f1y--es fne1, fn)

s’exprime en fonction de l'autre au moyen d’une matrice unipotente (triangulaire avec des 1 sur
la diagonale).
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Preuve 1l suffit de prouver le point 1. On a
F(T) = f(X1) + (T = X1) fo(X3, T)
par définition de f; = f et fo. De méme
f2(X1,T) = fo( X1, Xo) + (T — X2) f3(X1, X2, T)
par définition de f3. Donc
f(T) = f(X1) + (T = X1) f2(X1, Xo) + (T — X0)(T — X2) f3(X1, X2, T)
On continue jusqu’a
foo1( X1, oo, X2, T) = froo1 (X1, oo, Xn—o, Xnm1) + (T — X1 fu( X1y oo, X1, T)
Ce qui donne

f(T) = [(X1)+ (T - X1) fa(Xy, Xo) + (T — X0 )(T — Xa) f3(X1, X2, X3) + -+
T = X1) (T = X)) fu(X1s s X1, T)

Enfin f,(X1,...,X,—1,T) est unitaire de degré 1 en T' donc

fn(X17 o 7X'rl—17T> = f'rl(Xl?' . '7Xn—17X’rL) + (T - Xn)

Notez que ceci prouve en particulier que f, = a1 — a;.

Lemme 1.5 Pour tout élément z € B on a Cg/a(2)(T) = Cs, (2)(T). En particulier Trg s (2) =
Trg, (2) et Np/a(z) = Ng, (2).

Preuve Puisque le polynome caractéristique est la norme de T — z il suffit de montrer 1’égalité des
deux « normes » : Ng/a (2) = [[,cg, 0(2)- Ecrivons Ng, (z) sur la base canonique B(f), c’est clairement
un élément de A. Si on prend pour coefficients de f des indéterminées a;, pour coordonnées de z sur
la base B(f) d’autres indéterminées et pour A l'anneau librement engendré par ces indéterminées on
voit qu’il s’agit de démontrer une identité algébrique, c’est-a-dire une égalité entre deux éléments d’un
anneau de polynomes a coefficients dans Z. Notons N pour Ng/s. Comme N(z) = N(o(z)) pour tout
o € Sp, on obtient N(J], g 0(2)) = N(z)™. Puisque Ng, (2) € A, N(Ng, (2)) = (Ng,(2))™. Ainsi
N(z) et Ng,(z) sont deux polynomes en les indéterminées qui sont égaux apres avoir été élevés a la
puissance n!. Puisqu’on est dans un anneau factoriel, on doit avoir Ng (z) = ¢N(z) avec ¢ € Z et
¢ = 1. Enfin, puisque toute situation particuliere est obtenue comme spécialisation de la situation
générale (avec des coefficients indéterminés), pour connaitre ¢ on peut spécialiser zen 1:c=1. O

2 Idempotents galoisiens

Dans la suite nous notons B(C) 'algebre de Boole des idempotents d’un anneau C. Les opérations
sont u Av:i=uv, uVvi=u+v—uv,u®v:i=u+v—2uv=(u—v)? u:=1-u=10u Etla
relation dordre partiel est u <v <= uAv=u<= uVuv=n.

Dans une algébre de Boole un élément non nul minimal est parfois appelé un atome. Dans le cas
d’un idempotent dans un anneau on parle d’idempotent indécomposable.

Rappelons qu’un automorphisme o d’un anneau C est dit séparant s’il existe x1, ...z, a1,...,a; €
C tels que 1 = Zle ai(z; — o(x;)) et qu'un groupe G d’automorphismes de C est dit séparant si les
éléments # Idc de G sont séparants. Une algébre galoisienne est par définition un triplet (A, C, Q)
ou G est un groupe séparant d’automorphismes de C et A = Fix(G) est le sous-anneau des points
fixes de G (cf. [5]).
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Nous utiliserons les notations suivantes lorsqu’un groupe GG opere sur un ensemble E. Pour z € E,
St(z) désigne le stabilisateur de z, pour F' C E, Stp(F') désigne le stabilisateur point par point de F.
Etsi H C G, Fix(H) = E désigne la partie de E formée des éléments fixés par tous les o € H.

Nous donnons maintenant une définition qui permet d’insérer 1’algebre de décomposition univer-
selle dans un cadre un peu plus général et utile.

Définition 2.1 (algebre prégaloisienne)
Une algébre prégaloisienne est donnée par un triplet (A, C,G) oi

1. C est une A-algebre avec A C C, A facteur direct dans C,
2. G est un groupe fini de A-automorphismes de C,

3. C est un A-module projectif de rang constant |G|,

4. pour tout z € C, Ccya(z) = Ca(2).

Par exemple (A, B, S,) (avec toujours B = Aduga, s) est une algebre prégaloisienne.

NB : La notion d’algebre prégaloisienne est un peu moins contraignante que la notion plus usuelle
d’algebre galoisienne.

Définition 2.2 Dans une algébre prégaloisienne (A, C,G) un idempotent e de C est dit galoisien si
son orbite sous G est un sfio.

Théoréme 2.3 (théoreme de structure, 1)

Soit une algébre prégaloisienne (A, C,G), e un idempotent galoisien de C, et {e1,...,en} son orbite
sous G. Soit H le stabilisateur de e = ey et r = |H|, de sorte que rm = |G|. Posons C; = C/(1 — ;) ~
e;C (1 <i<m). Soit enfin m : C — Cy la projection canonique.

1. Les C; sont des A-algébres deur a deux isomorphes, et C >~ CI* (comme A-algébres).

2. L’algébre Cy est un A-module projectif de rang constant r = |H|. La restriction de m a A, et
méme a CO, est injective. Bt A (identifié a son image dans C1) est facteur direct dans Cy.

3. Le groupe H opére sur Cy et C{ est canoniquement isomorphe d CC : plus précisément CH =
7(CH) = 1(C%).

4. Pour tout z € C1, Cg,/a(2)(T) = Cu(2)(T).

5. (A, Cy, H) est une algébre prégaloisienne, on dira que c’est un quotient de Galois de (A, C,G).

6. Soit g1 un idempotent galoisien de (A, Cy,H), K son stabilisateur dans H, g’ € e1C tel que
7(g") = g1. Alors ¢’ est un idempotent galoisien de (A, C,G), son stabilisateur est K, et on a
un isomorphisme canonique C1/{(1 —g1) ~C/(1 —¢').

Preuve Le point 1 est évident. La premiere affirmation du point 2 en est une conséquence immédiate.
Soit 71 = Id, o, ..., T, un systéme de représentants pour G/H, avec 7;(e;) = e;. Montrons que la
restriction de 7 & C© est injective : si a € C% et e;a = 0 alors en transformant par les 7j, tous les
eja sont nuls, et donc aussi leur somme, égale a a. Montrons que m(A) est facteur direct dans Cj.
Soit A : C; — e1C l'isomorphisme réciproque de la restriction de w a e1C. Il s’agit d’'un isomorphisme
de A-algebres, e; étant I’élément neutre pour la multiplication dans e; C. Soit ¢ : C — A une forme
A-linéaire vérifiant ¢(1) = 1. On définit ¢ : C; — w(A) par Y(y) = 7(p(z + 72(z) + - - - + 7n(z))) ou
x = A(y). On a bien que 1 est une forme linéaire vérifiant ¢)(1) = 1 donc C; = 7(A) @ Ker 1.
Voyons le point 3. Montrons d’abord CH = 7(CH). Soit u € C tel que m(u) = z € CI. Puisque
z € CH pour tout o € H, o(u) = u mod (1 — e1), ce qui signifie, e;0(u) = eyu. Comme o(e1) = e et
n(e1) = 1c, on obtient avec y = eju : w(y) = z et pour tout o € H, o(y) = y c’est-a-dire z € 7(CH).
Montrons maintenant que z € 7(C%). On pose v = >, 7;(y) = 3, mi(e1y) = 3, eimi(y). On a
m(e;) = d1; et donc m(v) = 7w(y). Montrons que v est fixe par G. Si 0 € G, o(v) = >, o(e;Ti(y)).
Fixons i et posons o(e;) = e;j. Notre but est de montrer que o(7;(y)) = 7j(y), c’est-a-dire que ijlm'i
fixe y. Or cela résulte de y € CH et T;lo'Ti € H puisque 7’;10'7'1'(61) =e1.

Voyons le point 4. Soit u tel que m(u) = z et y = eju. On a m;(y) = 0 pour i # 1 et 7(y) = z. Dans
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la décomposition C = e1C @ - -- @ e, C, y s’ecrit donc (y,0,...,0) et T —y s’écrit (T —y,T,...,T).
Cela donne Cca(y)(T) = TP Cc,/a(2) avec p = |G| — [H|. En considérant o(y) pour un o € G
arbitraire on peut écrire ¢ = 7;A pour un certain ¢ et un élément A de H. Ceci permet de voir que
la composante dans e;C de Cg(y)(T') n'est autre que TP Cg(z)(T) (qu'on remonte de C1[T] dans
e1C[T]). Par raison de symétrie il en sera de méme pour les autres composantes, c¢’est-a-dire qu’on a
Ca)(T) = T Cu(=)(T).

Le point 5 est une synthese des points précédents.

Voyons le point 6. En tenant compte du fait que la restriction de m a e;C est un isomorphisme on a
g% =g =g'e;. De méme pour 0 € Hona:o(g) =g sioce€ K,ougo(g)=0sioc¢ K.Enfin pour
o€ G\ H, eyo(el) =0 et donc g'o(g’) = 0. Ceci montre que ¢’ est un idempotent galoisien de B avec
pour stabilisateur K. L’isomorphisme canonique est immédiat. O

11 est souhaitable qu’on puisse tester ’égalité de deux idempotents dans 1’algebre de décomposition
universelle B, ce qui revient a savoir tester e = 0 pour un idempotent arbitraire de B. En fait eB est
un A-module projectif de type fini et e = 0 si et seulement si son « polynome rang » (c’est-a-dire le
déterminant de la multiplication par 7" dans le A-module eB) est égal a 1. Il est connu que le polynome
rang d'un A-module projectif de type fini a pour coefficients un sfio de A. En outre ce polynome peut
étre calculé explicitement. Donc on peut tester I’égalité de deux idempotents dans B si et seulement si
on peut tester 1'égalité de deux idempotents dans A. L’argument ci-dessus fonctionne dans un cadre
un peu plus général et on obtient :

Fait 2.4 L’algebre de Boole B(B) est discréte si et seulement si B(A) est discréte. Plus généralement
si A C C et C est un A-module projectif de type fini, B(C) est discréte si et seulement si B(A) est
discrete.

Fait 2.5 Si (A, C,G) est une algebre prégaloisienne, un idempotent de C fixé par G est un élément
de A.

Preuve Soit e un idempotent de C. Alors Cg(e) = (T — €)!Cl est dans A[T] donc son coefficient
constant, qui est égal a +e est dans A. O

Définition 2.6 Un anneau A est dit connexe si ses seuls idempotents sont 0 et 1.

Commentaire. En mathématiques classiques il revient au méme de dire que le spectre de Zariski de A
est connexe.

Fait 2.7 Soit (A, C,G) une algébre prégaloisienne avec A conneze et non trivial :
1. 0 et 1 sont les seuls idempotents de C fixés par G,
2. B(C) est discrete,
3. tout atome de B(C) est un idempotent galoisien,

4. deuzx atomes sont conjugués sous G.

Preuve 1 et 2 résultent clairement des faits 2.5 et 2.4.

Pour le point 3 : Si e est un atome et o(e) # e alors ecs(e) = 0 car c’est un multiple strict de e.
De méme deux éléments de 'orbite de e sont orthogonaux, donc la somme de 'orbite de e est un
idempotent non nul fixé par G : il est égal a 1.

Pour le point 4 : Si €’ est un autre atome, il est égal la somme des e;e’, ou e; parcourt l'orbite de e.
Et comme les e; sont minimaux, chacun des e;e’ est nul ou égal a ¢;. O

3 Eléments galoisiens dans une algebre de Boole

Le fait suivant constitue un raffinement constructif de la théorie des algebres de Boole finies.

Fait 3.1 Soit C' une algebre de Boole. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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1. C est finie.
2. C est discrete et de type fini.
3. 1o est une somme finie d’atomes.

Dans un tel cas C est isomorphe a l'algébre de Boole P(S) des parties finies de l’ensemble S des
atomes.

En particulier dans le contexte des anneaux commutatifs B(C) est finie si et seulement si 1¢ est
une somme d’idempotents indécomposables orthogonaux.

Commentaire. Une situation fréquente est celle d’une algebre de Boole C' bornée (on a une majoration
du nombre de ses éléments) et discréte, mais ot on ne connait pas d’atome de maniere sire. Les idéaux
de type fini de C, tous principaux, s’identifient aux éléments de C, donc C s’identifie & son propre
treillis de Zariski(!) Zar C. Par ailleurs, en mathématiques classiques les atomes sont en bijection
avec les idéaux premiers (tous maximaux) de C via e — (1 —e). Ainsi ’ensemble des atomes de C'
(supposée bornée) s’identifie & Spec C. On retrouve donc dans ce cas particulier le fait général suivant :
le treillis de Zariski est la version constructive, maniable et « sans point » du spectre de Zariski, espace
topologique dont les points peuvent s’avérer inaccessibles d’un point de vue constructif. Mais cette
situation, bien que familiere, est peut étre plus troublante dans le cas d’un espace topologique discret
et borné. Il s’agit typiquement d’un espace compact dont on n’a pas une bonne description via un

sous ensemble énumérable dense, donc qui n’entre pas dans le cadre des espaces métriques compacts
a la Bishop [2].

Définition 3.2 Si G est un groupe fini qui opére sur une algébre de Boole C, un élément e de C
est dit galoisien (pour G) si son orbite sous G est un sfio : les éléments de ’orbite sont deur a deux
orthogonaux et leur somme est égale a 1.

Fait 3.3 Soit G un groupe fini opérant sur une algébre de Boole C discréte, e # 0 dans C, et
{e1,...,ex} lorbite de e sous G. On suppose que 1 et 0 sont les seuls éléments fixés par G. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. L’élément e est galoisien.
2. Pour touti > 1, eje; = 0.
3. Pour tout 0 € G, eo(e) =e ou 0.
4. Pour tous i # j € {1,...,k}, e;e; = 0.
Les hypothéses sont vérifiées par exemple si C =B(B), G =S,, et A est connexe.

Preuve Le point 1 implique clairement les autres. Les points 2 et 4 sont facilement équivalents et
impliquent le point 3. Le point 3 signifie que pour tout o, o(e) > e ou o(e)e = 0. Sion a o(e) > e

pour un certain o alors on a e < o(e) < 0%(e) < o3(e) < --- ce qui donne e = o(e) en considérant
¥ = 1¢. Donc 3 implique 2. Enfin si le point 4 est vérifié, la somme de 'orbite est un élément > 0
fixé par G donc égal a 1. O

Théoréme 3.4 (théoreme de structure, 2)

Soit G un groupe fini opérant sur une algebre de Boole C discréte et non triviale. On suppose que 1 et
0 sont les seuls éléments fizés par G (par exemple, C = B(C), (A, C, Q) est une algébre prégaloisienne
et A est conneze).

1. Pour toute famille finie d’éléments de C' il existe un élément galoisien e (notons (eq,...,ex) son
orbite) et tel que chaque idempotent e de la famille initiale vérifiee = {e;|1 <i <k, eje # 0}.

2. L’algébre de Boole C ne peut avoir plus que 2lG1 gléments.

3. Sie et h sont des éléments galoisiens avec e < h (cad he = e et h # e) si E est le stabilisateur
de e et H le stabilisateur de h alors h =73y /po(e).

! Rappelons que pour un anneau commutatif A, Zar A est ’ensemble des radicaux d’idéaux de type fini de A. Clest
un treillis distributif. En mathématiques classiques, Zar A s’identifie au treillis des ouverts quasi-compacts de Spec A.
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4. C est finie si et seulement si il existe un atome e. Dans ce cas e est galoisien, l'orbite de e est
U’ensemble des atomes, G opére sur cette orbite comme sur G/E, et sur C comme sur P(G/E)(?).

Preuve Voyons le point 1. On considere la sous-algebre de Boole €’ C C' engendrée par les orbites
des éléments de la famille finie donnée. C’ est de type fini et discréte donc finie. En conséquence ses
éléments minimaux non nuls forment un ensemble fini S = {ey, ..., e} et C’ est isomorphe & 1’algebre
de Boole des parties finies de S : C' = {> ", cpei|F € P({1,...,k})}. Clairement G opere sur C’. Pour
o € Sy, o(e1) est une somme de certains e;, mais il ne peut y avoir deux termes dans la somme, car
alors en transformant 1'un de ces termes par o~! on aurait un élément non nul < e; dans C’. Donc
(e1,...,ex) est un sfio et e; est galoisien.

Le point 2 est conséquence du 1.

Voyons le point 3. Si o € H, alors o(h) = h donc o(e)h = o(eh) = o(e) #0.Sio ¢ H, alors ha(h) =0
donc o(e)h = o(eh)h = o(e)o(h)h = 0. Le point 1 donne h =3 .y po(e).

Pour le point 4, on raisonne comme pour le fait 2.7. a

Sous les hypotheses du théoreme précédent on peut calculer un élément galoisien e; qui engendre
la méme algebre de Boole que I'orbite de e au moyen de I'algorithme suivant. On pourra penser au
cas C = B(B), G = S, et A connexe, ou plus généralement C' = B(C), (A, C,G) est une algebre
prégaloisienne et A est connexe. En outre on peut également calculer le stabilisateur de e; (la nouvelle
approximation du groupe de Galois) « sans sortir du groupe » :

Algorithme 3.5 Calcul d’un élément galoisien et de son stabilisateur.

Entrée : e : élément non nul d'une algébre de Boole C'; G : groupe fini d'automorphismes de C'; S = St(e)
(sous groupe stabilisateur de e).
# On suppose que 0 et 1 sont les seuls points fixes pour I'action de G sur C.
Sortie : e; : élément galoisien correspondant; H : le sous groupe stabilisateur de e;.
Variables locales : / : dans C'; ¢ : dans G; L : liste d'éléments de G.

Début
e1—e; L — [] :
pour o dans G/S faire
# G/S désigne un systeme de représentants des classes a gauche modulo S
h —eio(e);
si h#0 alors e; < h; L — L eJo] fin si;
fin pour
H «— le sous-groupe de G formé par les o qui vérifient : Vo € L, ao € | J, o 7S.
Fin.

Preuve Nous avons noté G/S un systéme de représentants des classes a gauche modulo S. Ecrivons
e1 = eoq(e)---o.(e) ou les o; sont tous les o qui ont passé avec succes le test h # 0 dans l'algorithme
(et o1 = Id). Nous voulons montrer que e; est un élément minimal dans C’; ce qui revient & dire que
pour tout o € G/S on a ejo(e) = e ou 0 (puisque C’ est engendrée par les 7(e)). Or o a été testé
par l'algorithme, donc ou bien o est 'un des o; auquel cas ejo(e) = e; ou bien go(e) = 0 pour un
idempotent g qui divise e; et a fortiori ejo(e) = 0.

Montrons que le stabilisateur H de e; vérifie bien la condition requise. On a e; = [, 7(e), et pour
o € G on a les équivalences :

o€ U TS & eo(e) =e1 & e <ole), et o¢ U 7S & eo(e) =0.
TEL TEL

Pour a € G on a afe1) = [[,cp a(7(e)). C’est un élément de I'orbite de ey, il est égal a ey si et seu-
lement si e; < a(ey), si et seulement si e; < a(o(e)) pour chaque o in L. Enfin, pour un o arbitraire
dans G, e; < a(o(e)) si et seulement si o est dans |, o, 7S. O

2 Ici, pour que Paffirmation soit valide d’un point de vue constructif, P(G/E) dénote I’ensemble des parties finies de
G/E.
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On notera que I’élément e; obtenu comme résultat du calcul dépend de I'ordre dans lequel est
énuméré I'ensemble fini G/S et qu’il n’y a pas d’ordre naturel (intrinseque) sur cet ensemble.

Ezemple. On peut se demander s’il existe un rapport entre le stabilisateur S de e et le stabilisateur H
de I’'élément galoisien e; associé a e. Voici un exemple qui montre qu’il n’y a pas de rapport étroit, avec
G = Sg opérant sur l'algebre de décomposition universelle du polynome f(7T') = (T +1)% —4(T+1)3+7
et e I'idempotent que I'on calcule partir de ’élément x; + z2 qui n’est ni nul ni inversible (cf. théo-
reme 6.7). On trouve St(e) = S = ((12),(34), (3456)) ~ Sy x S4 avec |S| = 48, et St(e1) = H =
((123456), (26)) = (((13),(135)) x ((24),(246))) x ((12)(36)(45)) ~ (S3 x S3) X So avec |H| = 72, et
SNH=((46),(35),(12)(36)(45)) diedral d’ordre 8.

En bref, H (ni méme la classe de conjugaison de H dans G) ne peut étre calculé a partir de S seulement
car la liste L de classes a gauche sélectionnée par ’algorithme ne dépend pas seulement du sous-groupe
S de G mais aussi de la facon dont G opere sur C.

4 Séparabilité, points fixes

Lemme 4.1 Soit C une A-algébre qui est un module projectif de rang constant k > 1 (par exemple
une algébre prégaloisienne ou C = B).

1. Un élément x de C est inversible si et seulement si Nc/a(z) est inversible dans A.
Un élément x de A est inversible dans C si et seulement si il est inversible dans A.

Un élément x de C est régulier si et seulement si Nc/a(x) est régulier dans A.

Un élément x de A est régulier dans C si et seulement si il est régulier dans A.

Preuve Le point 1 : dans un module projectif de type fini un endomorphisme (ici la multiplication
par z) est bijectif si et seulement si son déterminant est inversible.

Le point 3 : dans un module projectif de type fini un endomorphisme est injectif si et seulement si son
déterminant est régulier.

Les points 2 et 4 se déduisent de 1 et 3 parce que Ng/a(7) = zF. O

Lemme 4.2 Soit J le jacobien du systéme de n équations a n inconnues définissant [’algébre de
décomposition universelle B = Adup ;.

1. On a J =[] cicjcn(i — x;) dans B.
2. On a J? =disc f € A.

3. En particulier les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) disc f est inversible (resp. régulier) dans A.

(b) J est inversible (resp. régulier) dans B.

(¢) Les x; — xj sont inversibles (resp. réguliers) dans B.
(d) x1 — zo est inversible (resp. régulier) dans B.

(e) QB/a =0 (resp. Qg a est un B-module « de torsion », i.e. annulé par un élément régulier).

Preuve Le point 1 est facile par récurrence sur n, avec le signe exact si on considére le systeme qui
nous a servi pour la définition de l'algebre de décomposition universelle. Voici par exemple le calcul
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pour n =4
1 1 1 1
J = Zi;él Li Zi;éQ L Zi7£3 Zi Zi7£4 Ti
Zi,j;él LiZyj Zi,j;ﬁQ Ll g Zi,j;éS LiZyj Zi,j;ézl Lilj
ToT3L4 T1X3T4 T1ToT4 T1T2T3
1 0 0 0
_ Zi;ﬁl Ti L1 — 22 T1 — T3 T1 — X4
Zz;j;él zizj  (v1— 2) Zi;ﬁl,Q z; (71— 3) Zi;ﬁm z; (21— T4) zi;élA T
ToX3x4 (1:1 — 1’2).7331’4 (a;l — x3)$2$4 (:L’l — 3:4)332333
1 1 1
= (21— x2)(71 —3) (21 —24) | X3+ 24 T2+ T4 T2+ T3
r3x4 T4 o3
etc. .

Le point 2 est une conséquence immédiate du point 1, et on en déduit I’équivalence des points (a) &
(d) dans 3, en tenant compte du lemme 4.1.

Pour le point (e) rappelons que Qg /A est un B-module isomorphe au conoyau de la matrice jacobienne,
ce qui implique que Ann(Q2g,a) et JB ont méme nilradical. Enfin J est régulier (resp. inversible) si

et seulement si 1/(J) contient un élément régulier (resp. contient 1). O

Rappelons le fait suivant concernant le résultant de deux polynomes lorsque I'un d’entre eux est
unitaire.

Fait 4.3 Si g,h € A[T] et g unitaire de degré n, Resp(g,h) = R est bien défini (il n’y a pas besoin
de connaitre le degré de h) et
(R") € (9,h) NA C(R).

En particulier
~ (g, h) = (1) si et seulement si R est inversible.
— Annp ({9, h)) = 0 si et seulement si Anna(R) =0

En particulier Anng 7 ((f(T), f'(T))) = 0 si et seulement si disc f est un élément régulier de A.
Nous notons di(f) = [[;<;«j<, (i + ;) € A.
I est clair que di(f) est congru modulo 2 & [, <, (2 — z;) et donc (2,di(f)?) = (2, disc(f)).

Théoréme 4.4 Si Anna ((2,di(f))) =0 et a fortiori si Anna ((2,disc(f))) =0 on a Fix(S,) = A.

Preuve Puisque (2,di(f)?) = (2,disc(f)) un élément qui annule (2,di(f)) annule a fortiori
(2,disc(f)). Il suffit donc de démontrer la deuxieéme affirmation.

Voyons le cas ot n = 2. Un élément z = ¢+ dr1 € B (¢,d € A) est invariant par Ss si et seulement si
d(x1 —xz2) = d(a1 — 2z1) = 0 si et seulement si da; = 2d = 0.

On procede ensuite par récurrence sur n. On écrit B = A @ F ou F est le A-module engendré par les
éléments # 1 de la base B(f). On note E’ le sous module de E formé par les éléments fixes sous S,,. Pour
n > 2 on considere 'anneau A; = A[X:]/(f(X1)) = Alx1], le polynome F(T) = fo(T,z1) € A1(T)
et 'algebre de décomposition universelle By = Adua, r, dans laquelle nous notons xa, ..., x, les va-
riables (Xo,..., X, avant de passer au quotient). On vérifie que B ~ B : une simple constatation
si on utilise la définition des algebres de décomposition universelle via les modules de Cauchy. On
identifie B et B et on écrit By = A; @ Ef correspondant & la base B(F') formée par les monomes
mg2 e a:i"_]l avec d; < n — ¢ pour chaque i. Pour passer de I’écriture d’un élément g € B sur la base
B(F) (B vu comme Aj-module) & son écriture sur la base B(f) (B vu comme A-module), il suffit
d’écrire chaque coordonnée, qui est un élément de A sur la A-base de A; formée par les monomes
1,xq,... ,:L‘Tf_l.

Notons aussi que di(f) = (—1)""'F(—x1)di(F) par un calcul direct et passons & la récurrence propre-
ment dite.



L’algébre de décomposition universelle 11

Nous supposons que Anna((2,di(f))) = 0. On en déduit que Anna,((2,di(F))) = 0, car si
b= B+ Bixr + -+ Bporzt ! € Ay annule di(F), il annule di(f) = (—1)""'F(—a1)di(F), donc
chacun des §; annule di(f). De méme chacun des 3; annule 2. Donc b = 0.

Soit alors y € E', écrivons y = g(x2,...2,) avec g € Ay[Xo,..., X, 1] et degy, g < n — i pour
i=2,...,n— 1. Autrement dit nous voyons y comme un élément de Adua, r. Puisque y est invariant
par S,_1, on en déduit par hypothese de récurrence que g € Ay, c’est une « constante » qu’on écrit
h(z1) avec deg(h) < n. Il reste & voir que g € A. Si h(X) = cog+ 1 X + -+ + 1 X" ! on écrit
h(z1) = h(z2). On note que h(x1) est 'écriture réduite de g sur la base canonique B(f). Concernant
h(zg), pour obtenir 'écriture réduite, nous devons remplacer dans le terme cn_lxg_l, :L‘g_l par son
écriture sur la base canonique, qui résulte de fa(z1,z2) = 0. Cette réécriture fait apparaitre le terme
—cn_127 29, et ceci implique (par ’égalité des écritures h(z1) et h(x2) sur la base B(f)) que ¢,—1 = 0.
Mais alors h(z2) est une écriture réduite et donc tous les ¢; pour i > 0 sont nuls. O

Remarque. Le cas disc f régulier est bien connu. On le trouve avec une preuve voisine de celle ci-
dessus dans la these de Lionel Ducos [7]. Par ailleurs Ekedahl et Laskov ont traité le cas ou 2 est
régulier dans [9]. Dans le cas n = 2 I’étude faite ci-dessus montre que dés que Anng ((2,di f)) # 0,
Fix(S2) = A ® Anna ((2,di f)) z1 contient strictement A. Un calcul dans le cas n = 3 donne la méme
réciproque : on trouve un élément v = 279 + a1zt + (a3 + az)z1 + azra # 0 (une de ses coordonnées
sur B(f) est égale a 1) tel que Fix(S3) = A @ Anna ((2,di f)) v. Par contre pour n > 4, la situation se

complique.

Le lemme suivant comme moyen de prouver constructivement le théoreme 4.6 a été suggéré par
Thierry Coquand.

Lemme 4.5 On suppose que disc f est un élément inversible de A. Soit ¢ : A — C une algebre dans
laguelle « f se factorise complétement », c’est-a-dire ¢(f) = [[;_1(T — u;). Pour tout o € S,, notons
¢o : B — C l'unique homomorphisme de A-algébres qui envoie chaque x; sur ug;. Soit y € B tel que
do(y) = 0 pour tout o € Sy, alors les coordonnées de y sur la base naturelle B(f) décrite dans le fait

1.3 sont dans Ker ¢.

Preuve Nous donnons la preuve pour n = 4 et laissons le soin au lecteur de rédiger une preuve
formelle par récurrence (d’ailleurs incompréhensible si on n’a pas vu d’abord fonctionner le cas du
degré 4).

On commence par remarquer que les x; — z; sont inversibles pour ¢ # j et par suite les u; — u; sont
inversibles pour i # j. La base naturelle est formée par 24 éléments ="' x5 xgm’ avec 0 <m; <4 —i.
Notons y = a(z1,z2) + x3c(z1, z2) avec a et ¢ des polynomes formels de degré < 3 en X; et < 2 en
X5. Notons @ et ¢ les images des polynomes formels a et ¢ dans C par ¢. Notre but est de montrer
que a et ¢ sont des polynomes identiquement nuls.

En considérant pour ¢ d’'une part 'identité et d’autre part la transposition qui échange 3 et 4, on
obtient dans C :

a(u, uo) + uge(ur, uz) = 0 = a(uy, us) + ugc(uy, us)

Puisque us — uy est inversible, on en déduit a(u1,us) = 0 = ¢(u1, uz).

La preuve qu’on vient de faire fonctionne aussi si on permute arbitrairement les z; (on change alors
de base naturelle), de sorte que a@(u;, u;) = 0 = ¢(u;, u;) chaque fois que 7 # j.

On va montrer que a est identiquement nul, la méme preuve s’appliquant a ¢. On considere a(ug, Xs) :
ce polynome de degré < 2 admet les trois racines ug, u3, us et puisque les u; — u; sont inversibles la
formule d’interpolation de Lagrange montre que @(uj, X2) est nul comme polynome en Xj5. Chacun
de ses trois coefficients est un polynome de degré < 3 en X; qu’on évalue en u; (on obtient ainsi
12 coordonnées de y sur la base naturelle, les 12 autres correspondant au polynome c. Notons e(X1)
I'un de ces trois polynomes, lu dans A[X;]. La preuve que nous avons faite, montrant que €(u;) = 0
fonctionne aussi si on permute arbitrairement les x;. Donc €(u;) = 0 pour tous les i. Encore une fois
nous appliquons la formule d’interpolation de Lagrange et nous voyons que €(X1) est identiquement
nul. O

Théoréme 4.6 On suppose que disc f est un élément inversible de A.
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1. Alors le nilradical de B est l’idéal engendré par le nilradical de A. En particulier, si A est
réduite, B est réduite.

2. Pour toute algébre réduite A 2, D, B®A D ~ Adup ,y) est réduite.

Preuve Il suffit de montrer le point 1. Soit 91 le nilradical de B. Appliquons le lemme précédent avec
C =B/M et y € B qui est nilpotent. L’élément y reste nilpotent si on le transforme par un élément
de S,,. Le lemme s’applique : les coordonnées de y sur la base naturelle sont toutes dans QTN A. 0O

Le lemme 4.5 admet un frere jumeau dans le théoreme qui suit, nettement plus simple d’ailleurs.
On trouve une version voisine dans [7] lemme I11.4.1.

Théoréme 4.7 (diagonalisation d’une algebre de décomposition universelle)

On suppose que disc f est un élément inversible de A. Soit ¢ : A — C une algébre dans laquelle « f se
factorise completement », c’est-a-dire ¢(f) = [ ;2 (T —ui). On considére C; = B®AC ~ Aduc 4(y)-
Pour tout o € S, notons ¢, : C; — C ['unique homomorphisme de C-algébres qui envoie chaque
z; ® 1g sur ug;. Soit ® : C; — C™ I’homomorphisme de C-algeébres défini par y — (6o (y))oes, -

1. ® est un isomorphisme : C diagonalise B.

2. Plus précisément notons go = [[i_) [1j10:(zi — uj). Alors ¢4(gs) = Fdisc(f)" et ¢o(g-) = 0
pour T # o € Sy, de sorte que si on pose e; = go/bs(gs), les ex forment le sfio correspondant a
l’isomorphisme ®.

3. En outre uje, = Tyiey, de sorte que la base (es) du C-module Cq est une base diagonale commune
pour les multiplications par les x;.

En particulier B®a B ~ Adugp s est isomorphe canoniquement a B™ : B se diagonalise elle-méme.
NB : Il faut prendre garde cependant a noter Adup s = Bluy,...,uy,] puisque les x; sont déja pris
comme éléments de B.

Preuve Voyons le point 1). Les deux algebres sont en tant que C-modules isomorphes & C™ et ®
est une application C-linéaire dont il suffit de démontrer la surjectivité. Dans C; nous notons x; a
la place de z; ® 1¢, et u; a la place de 1g ® u; (conformément & la structure de C-algebrede Cy).
La surjectivité résulte par le théoreme chinois de ce que les Ker ¢, sont deux a deux comaximaux :
Ker ¢, contient x; — uy;, Ker ¢, contient x; — u,;, donc Ker ¢, + Ker ¢ contient les uy; — ur;, et il y
a au moins un indice ¢ pour lequel oi # 7i ce qui donne uy,; — u; inversible.

Pour les points 2 et 3, on note que le sfio correspondant a I'isomorphisme ® est I'unique solution du sys-
teme d’équations ¢, (e;) = d,+ ot  est le symbole de Kronecker. Et les égalités ¢, (g,) = £disc(f)",
do(g9r) =0 et u;g, = Tsigo sont faciles. O

Remarque. En fait ® est une application linéaire dont on devrait pouvoir calculer le déterminant par
rapport aux bases naturelles, éventuellement en utilisant un cas générique simple. Ce déterminant
doit simplement étre le discriminant ou une puissance du discriminant. On obtiendrait donc que C
diagonalise B si et seulement si disc f est inversible dans C.

Le théoreme précédent peut étre résumé sous la forme : toute B-algebre diagonalise B. Nous en
donnons maintenant une généralisation pour un quotient de Galois de B.

Théoréme 4.8 (diagonalisation d’un quotient de Galois d’une algebre de décomposition universelle)
On suppose que disc f est un élément inversible de A. Soit e un idempotent galoisien de B et B; =
B/(1—¢). On note y; = w(x;) la classe de x; dans Bi. Soit ¢ : By — C un homomorphisme
d’anneauz. On note u; = ¢(y;). On considere C; = By ® A C. Pour tout o € S,, notons ¢, : C; — C
Vunique homomorphisme de C-algébres qui envoie chaque y; @ 1 sur ug;. Soit ® : C; — CI¢ Phomo-
morphisme de C-algébres défini par z — (¢s(2))oeca-

1. ® est un isomorphisme : C diagonalise By .

2. En particulier B; ® A By est isomorphe canoniquement a B|1G| : By se diagonalise elle-méme.
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Preuve Les deux algebres sont des C-modules projectifs de rang constant |G| et ® est une application
C-linéaire dont il suffit de démontrer la surjectivité. Dans C; nous notons y; & la place de y; ® 1¢ et
u; a la place de 1, ® u;. La surjectivité résulte par le théoréme chinois de ce que les Ker ¢, sont deux
a deux comaximaux : Ker ¢, contient y; — uy;, Ker ¢, contient y; — u.;, donc Ker ¢, + Ker ¢, contient
les ug; — Urg, €t il y & au moins un indice ¢ pour lequel o7 # 73 ce qui donne uy; — uy; inversible. O

5 Structure triangulaire des idéaux galoisiens

Nous démontrons dans cette section le théoréeme 5.2 qui généralise un résultat donné séparément
dans le cas de I’algeébre de décomposition universelle sur un corps par L. Ducos [8] et par P. Aubry et A.
Valibouze [1]. Ce résultat affirme que la structure de 'idéal J(f), qui est une structure « triangulaire »
(au sens de Lazard) lorsqu’on considere les modules de Cauchy comme générateurs, se retrouve pour
tous les idéaux galoisiens de 1’algebre de décomposition universelle dans le cas d’un polynome séparable
SUr un corps.

Notre méthode de preuve se rapproche plus de celle de L. Ducos, mais elle est différente car le
cadre est nettement plus plus général : nous avons a la base un anneau commutatif presque arbitraire
a la place d’un corps et l'algebre est une algebre galoisienne générale.

Définition 5.1 (idéaux galoisiens) Soit (A, C,G) une algébre prégaloisienne. Un idéal de C est dit
galoisien lorsqu’il est engendré par lidempotent complémentaire d’un idempotent galoisien.

Les anneaux que nous considérons sont les anneaux A qui vérifient la propriété suivante : I’anneau
total des fractions de A, Frac A, est zéro-dimensionnel. C’est notamment le cas des anneaux integres,
des anneaux zéro-dimensionnels et des anneaux ncethériens.

Nous aurons besoin des résultats suivants que nous utilisons librement dans la preuve du théoreme.

— Si (A, C,G) une algebre galoisienne, C est un A-module projectif de rang |G|, et A est facteur
direct dans C.

— Si A est zéro-dimensionnel, tout module projectif de rang constant est libre.

— Si A est zéro-dimensionnel, et si N C A" est libre, il existe M C A" libre tel que A" = M & N
(théoréme de la base incomplete).

Le théoreme 5.2 s’applique pour I’algebre de décomposition universelle dans la situation suivante :
On suppose le polynome f séparable. On considére un idempotent galoisien e = 1—s et 1'idéal galoisien
correspondant b = (s). On pose

C=B/b=A[Xy,....X,]/a=Aly1,...,yn]

avec :
— 9; est la classe de x; modulo b ou de X; modulo a,
—a=J(f)+(S)ysiSe€A[Xq,...,Xp] et s =S(x1,...,Tyn).
On note G = Gy = St(e) = St(b) C S, on le considére comme un groupe de A-automorphismes de C.
On sait alors que (A, C,G) est une algebre galoisienne. En effet A = Fix(G) et un élément o de
G distinct de 'identité ne fixe pas tous les y; et donc 'un des y; — o(y;) engendre I'idéal (1) de C car
les y; — y; sont inversibles pour i # j.

Théoréme 5.2 Soit (A, C,G) une algébre galoisienne avec

-C= A[yl,...,yn],

— G opére sur {yi,...,yn} et

— les y; — y; inversibles pour i # j.
On suppose que l’anneau total des fractions de A, Frac A, est zéro-dimensionnel. On note G = Gy,
Gi={oeG;o(y) =yg, VE <1}, (i=1...,n), et

@ = [ @ o)

O‘EGifl/Gi

ot Gi—1/G; désigne un systéme de représentants des classes a gauche. Alors :
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- Alyi,...,y) = Fix(G;) et G; = Stp(Aly1, ..., i)

- r(T) est un polynome unitaire de degré (Gi—1 : G;) a coefficients dans Al(yk)k<i], on
note R;i(X1,...,X;) un polynome unitaire de degré (Gi—1 : G;) de A[Xy,...,X;] tel que
Ri(y1, .-, yi-1, Xi) = ri(X;).

— L’idéal a; = anNA[Xy,...,X;] est engendré par R1(X1),...,Ri(X1,...,X5).

En conséquence chacune des algébres Ay, ..., y;| est a la fois un Aly1,...,yi—1]-module libre de rang
(Gi—1 : G;) et un A-module libre de rang (G : G;), et chacun des idéaux a; est un idéal triangulaire

(au sens de Lazard) de A[Xq, ..., X,].

Preuve Le groupe G est un groupe séparant d’automorphismes de ’anneau C. On note A I’anneau
des points fixes de G7. On sait que C est un Aj-module projectif de rang constant |G| et que
Aly1] € A;. En outre A est facteur direct dans C, donc est un A-module projectif de rang constant
|G|/|G1]. Les coefficients de r1(T") sont fixes par G, donc dans A, parce que les o(y;) pour o € G/G1
parcourent lorbite de y; sous G. En outre deg r1 = (G : G1), de sorte que A[X1]/(r1(X1)) est libre de
rang (G : Gy). L’idéal a; est formé par tous les R € A[X;] qui annulent y;. Un tel polynome R vérifie
R(o(y1)) = 0 pour tout o € G/G1 parce que ses coefficients sont dans A et que o fixe tous les éléments
de A. Donc R est multiple des (T'—o(y1)). Or les idéaux (T' — y;) sont deux a deux comaximaux (parce
que les y; — y; sont inversibles), et I'intersection d’idéaux deux a deux comaximaux est égale a leur
produit, donc R est multiple de r;. Ainsi a; = (r1(X1)) et Afy1] est libre de rang (G : Gy).
On a donc la situation suivante :

— A; est un A-module projectif de rang constant |G|/|G1],

— Alyi] est libre de rang |G|/|G1],

- Alyi] C Ay
Supposons maintenant 'anneau A zéro-dimensionnel. Alors A est libre sur A, et Afy;] = A; par
le théoréeme de la base incompléte. Donc Afy;] = A; = Fix(G1) et (Afy1],C,G1) est une algebre
galoisienne. Alors C = A[ys,...,ys] avec G qui opere sur {ya,...,yn} et les y; —y; inversibles. Tout

le raisonnement précédent fonctionne a I'identique en remplacant A par A, G par G1, y1 par yo et
(1 par G3. On termine donc par récurrence.

Passons au cas général. Nous avons de nouveau Afy;] ~ A[X1]/(r1(X1)) et Aly1] € A1 = Fix(Gy).
Notons S I’ensemble des éléments réguliers de A et F = Frac A = S~'A. Remarquons que puisqu’un
élément régulier de A est régulier dans C on a C C S™'C = C ® F. Le cas zéro-dimensionnel
implique que S7'A; = ST'A[y1], et notre objectif est de montrer I’égalité A; = A[y;]. Soit donc
ze€Ajet seStel que sz € Alyr] i sz=co+cyr +---+ cdl,lyfrl. Posons s, = ZaeG/Gl o(y1)".
Ce sont les sommes de Newton pour le polynome r; = R;, donc des éléments de A. On a

k k k+1 k+di—1
szyf = coyt + ey o cg Yy T T

donc pour un o € G/Gy, si o(y1) =y :

so(zyh) = cogl + eyt 4 cqu_1ybraL,

Comme 2yf € Aj on a > 0eG/Gr o(zy¥) fixe par G donc dans A et $ Y 0eG o(zy1)* = cosp + -+
Cdy—15k+d,—1 € SA. Sous forme matricielle :

S0 S1 S22 rr Sdp—-1 Co
51 52 Sdy €1 c sAd1><1
Sdlfl 82d172 cdl—l

or le déterminant de la matrice carrée au premier membre est égal au discriminant de r; donc est
inversible. Ainsi les ¢; sont tous multiples de s. O
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6 Corps des racines

Dans cette section, qui aurait pu étre placée en position 4, nous remplagons 'anneau A par un
corps discret K et nous expliquons comment 1’algebre de décomposition universelle permet d’obtenir
le corps des racines d’un polynome, ou au moins un substitut constructif de ce dernier.

Dans la section 6 K est un corps discret, f est un polynome unitaire de degré n et B = Adugk ;.

Une K-algebre est dite finie si c’est un K-espace vectoriel de type fini (en mathématiques cons-
tructives cela n’implique pas qu’on connaisse une base de ’espace vectoriel), strictement finie si c’est
un K-espace vectoriel de dimension finie.

Les quotients de I’algebre de décomposition universelle B = Adug ; sont des K-algebres finies et
toute K-algebre finie est un annneau zéro-dimensionnel.
Nous commencons par le rappel de quelques faits de base concernant ces anneaux.

Anneaux zéro-dimensionnels

Fait 6.1 Dans un anneau C, si z¥(1 — az) = 0, I’élément e = x*

est inversible dans C[1/e] et nilpotent dans C[1/(1 — e)].

af est idempotent, (z*) = (), et x

Définition 6.2 Un anneau C est zéro-dimensionnel si pour tout x il existe un a € C et un k € N tel
que z¢(1 — azx) = 0.

Fait 6.3

1. Six est un élément d’un anneau zéro-dimensionnel il existe un unique idempotent e, tel que x
est inversible dans C[1/e;] et nilpotent dans C[1/(1 — e;)]. En particulier, z est inversible si et
seulement si e, = 1, nilpotent si et seulement si e, = 0.

2. Un quotient ou un localisé d’un anneau zéro-dimensionnel est zéro-dimensionnel. Un produit fini
d’anneaux zéro-dimensionnels est zéro-dimensionnel.

3. Dans un anneau zéro-dimensionnel le radical de Jacobson est égal au nilradical, tout élément
régulier est inversible.

4. Un anneau zéro-dimensionnel connexe est local.

5. Un anneau est local et zéro-dimensionnel si et seulement si tout élément est inversible ou nil-
potent.

6. Un anneau zéro-dimensionnel réduit connexe est un corps discret.

7. Si K est un corps discret toute K-algebre entiere C, donc en particulier une algébre de décom-
position universelle sur K, est un anneau zéro-dimensionnel.

Preuve Nous rappelons juste I’algorithme pour le point 7. Soit € C et h(T) un polynome unitaire
qui annule z. Si ~A(0) # 0, x est inversible. Sinon, soit hy le coefficient non nul de plus bas degré, on
écrit h(T) = hyT*(1 — Tg(T)), de sorte que z*(1 — az) = 0 avec a = g(x). O

Fait 6.4 Soit C un anneau zéro-dimensionnel.
1. On a B(C) ~ B(C/V0) : tout idempotent de C/+/0 se reléve en un unique idempotent de C.

2. Sia est un idéal de type fini alors il existe un entier ¢ et un idempotent e tels que a* = (e). Alors
a7 = af pour tout r > 0, l'idéal a devient égal o (1) dans C[1/e] et nilpotent dans C[1/(1—¢)],
et \/a=/(e). En particulier Zar C ~ B(C).

3. Pour un idempotent e les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) e est indécomposable.
(b) C/(1—e) est un anneau local.
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(c) C/w(l —e) est un anneau local.
(d) C/\/ (1 —e) est un corps discret.

. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
prop q
(a) B(C) est finie.
(b) C est isomorphe a un produit fini d’anneauz locaux zéro-dimensionnels.

(c) C/\m est isomorphe a un produit fini de corps discrets.

Quotients réduits de 1’algeébre de décomposition universelle

Lemme 6.5 Soit C une K-algébre strictement finie telle que f se décompose totalement dans C/\m
On suppose en outre que C/\/6 est engendrée par les zéros correspondants de f. Alors il existe un

idempotent e de B = Aduk ;s tel que C/v/0 ~ B/«/(l —e).

Preuve Soit yi,...,yn € C tels que f(T) = [[,(T" — v) dans C/\m Par ailleurs B =
K[Xy,...,X,]/J(f) et on a un unique homomorphisme A : K[X7,..., X,] — C qui envoie les X;
sur les y;. On a alors A(J(f)) € v0. Puisque A(J(f)) est un idéal de type fini, C; := C/\(T(f))
est une K-algebre strictement finie. On a alors C / V0 ~ C; / V0 et on a un unique homomorphisme
¢ : B — Cy qui envoie z; sur la classe de y;. Dans Cy, (v/0)¥ = (0) si k est la dimension de C; comme
K-espace vectoriel. Finalement on obtient 1 — e comme générateur de 'idéal (Ker )*. O

En mathématiques classiques un corps des racines pour un polynome unitaire f sur un corps discret
K est obtenu en quotientant ’algebre de décomposition universelle Aduk ¢ par un idéal /(1 —e)
ou e est un idempotent indécomposable (qui existe d’apres le théoreme 3.4, ou bien simplement en
considérant un idéal non nul dont la dimension comme K-espace vectoriel est minimale).

En mathématiques constructives on obtient le théoreéme plus précis qui suit.

Théoréme 6.6 Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. 1l existe dans B = Aduk y un idempotent indécomposable e.

2. Il existe une extension L de K qui est un corps des racines de f et qui s’écrit C/\@ ot C est
une K-algébre strictement finie.

3. L’algébre de Boole B(B) est finie.

Dans ce cas tout corps des racines de f est isomorphe a B/\/<1 —e). Il est discret.

En particulier, si pour le polynome f un corps des racines existe et est de dimension finie, deux corps
des racines pour f sont isomorphes.

Preuve L’équivalence de 1 et 3 vaut dans le cadre général des algebres de Boole (théoreme 3.4).

Il est clair que 1 implique 2. Inversement si on a un corps des racines L = C/+/0 ot1 C est une K-alge-
bre strictement finie, on calcule I'idempotent correspondant e en appliquant le lemme 6.5, et celui-ci
est indécomposable d’apres le fait 6.4.

Voyons 1'unicité. Soit M un corps des racines pour f. Notez que nous ne supposons pas M discret.
Ecrivons f (T) =[] (T — &) dans M. Par la propriété universelle des algebres de décomposition
universelle (fait 1.1) il existe un unique homomorphisme de K-algebres ¢ : B — M tel que ¢(x;) = &;
pour i = 1,...,n. Soit (ej);=1,..x lorbite de e. Chaque ¢(e;) est un idempotent et leur somme est
égale a 1, puisque M est un anneau local cela implique qu’il y a un j pour lequel ¢(e;) = 1. Alors M
est un quotient de B; = B/«/(l —€j), qui est un corps discret. Comme M est supposé non trivial,
cela implique Ker ¢ = /(1 —¢;) et M =~ B;. Et les B; sont deux & deux isomorphes. O

Commentaire. Dans [10], il est montré que tout corps discret énumérable possede une cloture
algébrique. Cependant, un corps des racines pour f, qui existe donc, ne posseéde pas nécessairement
une base finie comme K-espace vectoriel, au sens des mathématiques constructives. Et on ne connait
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pas de théoreme d’unicité constructif pour un tel corps de racines. On peut mimer comme suit ce
que ferait Richman pour obtenir un corps des racines pour f : on énumere ’algebre de décomposition
universelle (2, )men, on construit un idéal de type fini a,, de B en posant ag = 0 et a,,41 = ap + (2m)
si am + (2m) # (1) et apmq1 = ap, sinon. Alors I'idéal |, a,, est un idéal maximal de B et le quotient
est un corps des racines, qui est discret. Notre point de vue est 1égerement différent. Nous ne partons
pas a priori d’un corps énumérable, et méme dans le cas d’un corps énumérable, nous ne privilégions
pas une énumération par rapport a une autre. Nous nous contentons plutot de répondre aux questions
concernant le corps des racines au fur et a mesure qu’elles se posent.

Le théoréme suivant explique comment contourner la difficulté que pose la non existence du corps
des racines en mathématiques constructives.

Théoréme 6.7 Soit (2;)icr une famille finie d’éléments de B = Aduk f. Il existe un idempotent
galoisien e1 de B tel que chaque m(z;) est nul ou inversible dans ’algébre quotient By = B/\/<1 —e1)

(r est la projection canonique B — Bq).

Preuve Pour chaque i € I on calcule un idempotent g; € B (fait 6.3 (7) et fait 6.1) : z; est inversible
modulo 1 — g; et nilpotent modulo g;. Appliqué a la famille des g; le théoréme 3.4 donne un idem-
potent galoisien e, tel que pour chaque 7, 1 — ey divise g; ou 1 — g;. Donc dans 'algebre quotient
B, = B/(1 — e1) chaque 7(z;) est nilpotent ou inversible. O

Remarque. Naturellement, dans le théoréme précédent on a intérét a saturer la famille (z;);er par
Paction de S,, de fagon a rendre manifestes dans B; tous les « cas de figure » possibles.

Le théoreme d’unicité du corps des racines admet une version constructive « opératoire » (qui
fonctionne a tout coup, méme si on ne dispose pas d’un idempotent indécomposable dans 1’algebre de
décomposition universelle) sous la forme suivante :

Théoréme 6.8 Soient deur K-algébres strictement finies A1 et Ao non nulles pour lesquelles f se
décompose en produit de facteurs linéaires dans C; = Al/\m et Cy = AQ/\/ﬁ. On suppose en
outre que C1 et Co sont engendrées par les zéros correspondants de f. Alors il existe une K-algébre

C = B/\/<1 —e) (e idempotent galoisien) avec les mémes propriétés, et deux entiers r; tels que
Ci~C" et Cy~(C"2,

Preuve Le lemme 6.5 nous fournit deux idempotents correspondant aux quotients C; et Co de B et
le théoreme 3.4 nous donne un idempotent galoisien qui les raffine tous les deux. O

Cas d’un polynome séparable

On suppose maintenant que f est séparable. 'algebre de décomposition universelle est alors réduite
d’apres le théoreme 4.6. La situation est alors un peu plus simple, conformément au lemme suivant.

Lemme 6.9 Soit C un anneau zéro-dimensionnel réduit, par exemple une K-algébre finie réduite.
1. Tout idéal de type fini de C est engendré par un idempotent.
2. Tout idéal ¢ de C est égal a son radical \/c.

Nous laissons le soin au lecteur de réécrire les résultats précédents en tenant compte du lemme 6.9
et nous terminons par la preuve constructive d’un résultat classique.

Contrairement a ce qui se passe dans les preuves classiques usuelles, le résultat fondamental suivant
est obtenu sans utiliser le corps des racines (seule une approximation convenable suffit).

Théoréme 6.10 Soit K un corps discret et f € K[X]| un polynome séparable.

1. L’algébre de décomposition universelle B = Aduxk s est séparable (i.e., tout élément annule un
polynome séparable de K[T).
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2. Si e est un idempotent l’algébre quotient B/(1 — e) est séparable.

Preuve Si K est de caractéristique nulle, un polynome est séparable si et seulement si il est sans
facteur carré. Le fait que B est réduite implique alors que le polynome minimal de tout élément de B
est séparable.

Dans le cas général, la preuve est un peu plus compliquée. Soit z € B. Appliqué a la famille des
0(z) —7(z) (0 # 7 dans S;,) le théoreme 6.7 donne un idempotent galoisien e; tel que dans ’algebre
quotient B; = B/(1 — 1) chaque 71(0(z) —7(2)) est nul ou inversible (7 est la projection canonique
B — Bj). On rappelle que d’apres les théoremes 2.3 et 4.4, le stabilisateur G de e; opere sur B; et
les points fixes pour cette action sont exactement les éléments de K (identifié a 71(K)). Soit alors
{#1,..., 2} un ensemble de S,-conjugués de z tels que {mi(z1),...,m1(2¢)} soit Porbite de m(z) pour
Paction de G. On considére le polynome Py(T) = [['_,(T — m1(2)). Ses coefficients sont fixés par
G donc P; € K[T]. Et c’est un polynome séparable par construction (comme polynome dans B; [T
son discriminant est inversible). Ainsi m(z) annule le polynome séparable Pi(T) € K[T], c’est-a-
dire encore Pi(z) € (1 —ey). Si {e1,...,ex} est lorbite de e; sous S,,, on aura pour i = 1,...,k un
polynome séparable P; € K[T] avec P;(z) € (1 — e;). Finalement le ppcm P des P; est lui-méme un
polynome séparable de K[T] et P(z) € (), (1 —e;) = (0).

Enfin le point 2 résulte du premier : si z € B, et y est son image dans B/(1 —¢e), un polynome
séparable qui annule z annule . O
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