Ecole doctorale de mathématiques, informatique, sciences et technologies de l’information Université Joseph Fourier-Grenoble UFR IMA

Problèmes d’échelle dans la segmentation par ondelettes d’images texturées

THÈSE

présentée et soutenue publiquement le 6 décembre 2001

pour l’obtention du

Doctorat de l’université Joseph Fourier – Grenoble 1

(spécialité mathématiques appliquées) par Sylvain Meignen

Composition du jury Président : Yves Meyer

Rapporteurs : Raul Gouet Jean-Louis Coatrieux

Examinateurs : Valérie Perrier Paulo Goncalves

Directeur : Jacques Demongeot

Laboratoire TIMC-IMAG — UMR 5525

Mis en page avec la classe thloria.

Remerciements

Je tiens tout d’abord à remercier Valérie Perrier, professeur INPG, pour l’intérêt constant qu’elle a témoigné pour mon travail ainsi que pour la disponibilité dont elle a toujours fait preuve.

Je souhaite adresser mes plus vifs remerciements à Yves Meyer, membre de l’Académie des sciences, pour avoir bien voulu présider ce jury.

J’exprime aussi mes remerciements à Jacques Demongeot de m’avoir poussé à faire une thèse. Je remercie Raul Gouet, professeur à l’université du Chili, d’avoir bien voulu être rapporteur de mon travail de thèse. Je tiens, par ailleurs, à le remercier une nouvelle fois de m’avoir si bien accueilli dans son pays.

J’adresse également mes remerciements à Jean-Louis Coatrieux, professeur à l’université de Rennes I, d’avoir accepté de rapporter mon travail de thèse.

Je remercie enfin Paulo Goncalves, chargé de recherche à l’INRIA, d’avoir bien voulu participer au jury.

ii

Je dédie cette thèse à Samia et Arnaud, à mes parents et à ma famille.

iv

Table des matières

Introduction générale 1

Partie I Analyse de textures et ondelettes 3

Chapitre 1 Introduction et Plan

1.1 Introduction à la segmentation de textures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 1.2 Plan de l’étude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

Chapitre 2 Décompositions en ondelettes et frames d’ondelettes

2.1 L’analyse temps-fréquence des signaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 2.2 L’analyse temps-échelle des signaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 2.3 Analyse multirésolution et base d’ondelettes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 2.4 Ondelettes et bancs de filtres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 2.5 Transformée dyadique de Mallat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 2.6 Décompositions en ondelettes discrètes orthonormées et en paquets d’ondelettes discrètes des images . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 2.6.1 Décomposition d’une image sur une base orthonormée de filtres . . . . 11 2.6.2 Décomposition sur des filtres associés à des paquets d’ondelettes . . . 12 2.7 Application à la classification supervisée de textures . . . . . . . . . . . . . . 13 2.8 Application à la segmentation non supervisée des textures . . . . . . . . . . . 15

Chapitre 3 Analyse de signaux et d’images par bancs de filtres

3.1 Filtres parfaits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 3.2 Conditions nécessaires et suffisantes d’obtention de filtres parfaits . . . . . . 18 3.3 Exemples de filtres parfaits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

Table des matières

3.3.1 Filtres miroirs en quadrature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 3.3.2 Filtres conjugués en quadrature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 3.3.3 Filtres parfaits orthogonaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 3.4 Base orthonormée de filtres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 3.5 Frame orthogonal de l_2(Z) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 3.5.1 Frame orthogonal pair de longueur finie . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 3.5.2 Frame orthogonal non symétrique de longueur finie . . . . . . . . . . 21 3.6 Frame orthogonal en 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 3.6.1 Calcul des coefficients de la décomposition et formule de reconstruction 23 3.7 Analyse par banc de filtre et transformée dyadique de Mallat . . . . . . . . . 24 3.7.1 Transformée monodimensionnelle et condition de frame orthogonal . . 24 3.7.2 Transformée bidimensionnelle et condition de frame orthogonal . . . . 25

Chapitre 4 Analyse de textures : utilisation de frames de l_2(Z^2) 4.1 Traitement des problèmes de bords dans les images filtrées par des frames de l_2(Z^2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 4.1.1 Support des images de coefficients . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 4.1.2 Traitement des problèmes de bords . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 4.1.3 Choix des filtres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 4.1.4 Validation du choix des filtres sur des images texturées . . . . . . . . 29 4.2 Notations utilisées dans les algorithmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 4.3 Approche Bayésienne pour la segmentation non supervisée des textures . . . 31 4.3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 4.3.2 Méthodes des nuées dynamiques et algorithme de segmentation . . . . 32 4.3.3 Premiers résultats de segmentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 4.3.4 Interprétation du résultat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 4.4 Approches déterministes pour la classification de textures . . . . . . . . . . . 33 4.4.1 Méthodes de classification utilisant l’hypothèse gaussienne . . . . . . 33 4.4.2 Motivation pour une approche déterministe sans hypothèse gaussienne 35 4.4.3 Justification de la non-normalité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 4.5 Analyse en composantes principales du vecteur de coefficients . . . . . . . . . 36 4.6 Algorithmes de segmentation non supervisée utilisant des ACPs . . . . . . . 38 4.6.1 Comparaison des facteurs principaux associés à différentes textures . . 38 4.6.2 Stabilité des facteurs principaux et des valeurs propres en fonction de l’échelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 4.6.3 Stabilité des facteurs principaux en fonction de l’échelle . . . . . . . . 40

4.6.4 Algorithme de segmentation non supervisée en trois étapes . . . . . . 42 4.6.5 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 4.6.6 Liens entre critère énergétique et facteurs principaux . . . . . . . . . . 51 4.6.7 Intérêt des caractéristiques retenues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 4.7 Segmentation non supervisée de textures à l’aide d’histogrammes . . . . . . . 52 4.7.1 Construction d’histogrammes à partir d’image de coefficients . . . . . 52 4.7.2 Stabilité des histogrammes en fonction de l’échelle . . . . . . . . . . . 53 4.7.3 Discussion de la pertinence de l’utilisation d’histogramme de coefficients pour la segmentation non supervisée d’images texturées . . . . 53 4.7.4 Histogrammes de niveaux de gris et découpage hiérarchique . . . . . . 54 4.7.5 Segmentation en utilisant des histogrammes de coefficients . . . . . . 56 4.8 Approche fractale pour la segmentation des textures . . . . . . . . . . . . . . 58 4.8.1 Méthodes variationnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 4.9 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

Chapitre 5 Etude de la régularité Lipschitzienne des textures et de leurs bords 5.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 5.2 Théorèmes de régularité et ondelettes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 5.2.1 Théorème de régularité en dimension 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 5.2.2 Théorème de régularité en dimension 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 5.3 Régularité Lipschitzienne d’images tests . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 5.4 Régularité Lipschitzienne des textures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 5.5 Etude des frontières des textures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 5.5.1 Principe de l’algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 5.5.2 Construction des chaînes de maxima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 5.5.3 Mise en place de l’algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 5.6 Analyse des résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

Table des matières

Partie II Analyse de singularités 75

Chapitre 1 Détection de singularités basée sur une analyse multi-échelles 1.1 La transformée de Berkner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 1.2 Algorithme de décomposition d’un signal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 1.3 Algorithme de détection des fortes variations d’un signal . . . . . . . . . . . . 79 1.3.1 Détection des fortes variations et suivi le long des échelles . . . . . . . 79 1.4 Chaînage des extrema le long des échelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 1.4.1 Algorithme de chaînage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 1.5 Algorithme 2D et application à la détection de bords . . . . . . . . . . . . . . 82 1.6 Adaptation de la méthode de Canny à la décomposition de Berkner pour la détection de bords . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 1.7 Formule de reconstruction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86 1.8 Comparaison avec les décompositions usuelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 1.9 Sous-espaces associés à la décomposition et propriétés de conservation . . . . 88 1.9.1 Décomposition sur des sous-espaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 1.9.2 Propriété de conservation de la transformation . . . . . . . . . . . . . 89

Chapitre 2 Application de la décomposition de Berkner à la détection d’évenements dans les signaux EMG

2.1 Description des signaux et intérêt de la décomposition . . . . . . . . . . . . . 91 2.1.1 Mesure de la latence réflexe de l’activité du muscle génioglosse . . . . 91 2.1.2 Spécificité des signaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 2.1.3 Présentation des différentes méthodes de détermination du temps de latence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 2.2 Algorithme de détection d’extrema et changement de phase . . . . . . . . . . 93 2.2.1 Décomposition du signal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 2.2.2 Résultats et justification de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 2.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

Partie III Synchronisation d’oscillateurs neuronaux 99 0.4 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 0.5 Models and Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 0.6 Oscillator properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

0.6.1 Discrete-time oscillator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 0.6.2 Continuous-time oscillator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 0.7 Relationship between the discrete-time and the continuous-time versions . . . 111 0.8 Coupling two oscillators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 0.8.1 One connection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 0.8.2 Several connections . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 0.9 Network of connected oscillators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 0.9.1 Dynamic of the network . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 0.9.2 Different kinds of architectures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117 0.10 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

Annexes 127

Annexe A Première annexe 127 A.1 Démonstration du théorème 3 chapitre 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 A.2 Démonstration du théorème 4 chapitre 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129 A.3 Démonstration du théorème 6 chapitre 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131 A.4 Démonstration du théorème 9 chapitre 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

Annexe B Deuxième annexe

B.1 Démonstration de la convergence des algorithmes utilisant des centres mobiles 135

Bibliographie 137

Table des matières

Table des figures

2.1 Coefficients de la décomposition sur banc de filtre avec J = 2 . . . . . . . . . . . 12 2.2 arbre binaire associé à la décomposition en ondelettes à la profondeur 2 . . . . . 13 2.3 quadarbre associé à une décomposition particulière en paquets d’ondelettes et la décomposition fréquentielle associée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 2.4 Textures issues de l’album Vitex-database [101], référencées respectivement comme Misc, Asphalt, Rock et Grass . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

4.1 En haut : signal f symétrisé multiplié par h, En bas : signal f multiplié par h et le symétrique de h par rapport aux bords du signal, on a : f_{sym}h = fh + fh_{sym}, lorsque les filtres sont pairs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 4.2 filtres de Battle et Lemarié tronqués à l’ordre n = 4 et n = 2, pour J = 3 . . . . 30 4.3 Image de droite : image initiale, Image de gauche : image obtenue par décomposition, à la profondeur J = 1, en utilisant un banc de filtres construit à partir d’un filtre de Battle et Lemarié linéaire tronqué (n = 2), puis recomposition en utilisant la formule associée au frame orthogonal . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 4.4 image de gauche : image composée des textures Asphalt et Misc, image de droite :

résultat obtenu en utilisant le critère Bayésien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 4.5 valeur du paramètre G pour les textures de référence étudiées . . . . . . . . . . . 36 4.6 valeur absolue des produits scalaires des facteurs principaux des textures Asphalt et Misc, les abscisses correspondent au indices des facteurs principaux . . . . . . 38 4.7 Image de gauche : image des textures Rock et Misc, graphe de droite : valeur absolue des produits scalaires des facteurs principaux, les abscisses correspondent ua indices des facteurs principaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 4.8 Valeur moyenne des carrés des produits scalaires des facteurs principaux, associés aux première, seconde et troisième valeurs propres, calculés sur des sous-images dont la taille est précisée en abscisse, pour les quatre textures de référence . . . . 41 4.9 Produit scalaire moyen entre le facteur principal associé aux première, seconde et troisième valeur propre donnée, calculé à partir de toute l’image et les facteurs principaux correspondant aux mêmes valeurs propres mais calculés sur des sousimages, dont la taille est précisée en entrée du tableau ; à gauche pour la texture Misc et à droite pour la texture Rock . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 4.10 A: image initiale , B: exemple de découpage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 4.11 Découpage hiérarchique de l’image en utilisant un seul facteur principal, pour α = 0.03 et α = 0.05. En première ligne, on présente le découpage en s’arrêtant à des sous-images de taille 64 pixels, et en deuxième ligne 32 pixels . . . . . . . . . 44 4.12 Première ligne : regroupement obtenu pour un seuil α = 0.05, en utilisant un seul facteur principal. Deuxième ligne : idem avec α = 0.03 . . . . . . . . . . . . . . . 45

Table des figures

4.13 Regroupement des régions à partir d’un découpage de l’image en carrés de taille 32 × 32 pixels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 4.14 Espaces retenus pour avoir respectivement 50 % , 70 % et 90 % de l’énergie conservée 46 4.15 Résultats de l’algorithme au bout de 10, 20 et 30 itérations . . . . . . . . . . . . 48 4.16 Résultats de segmentation en utilisant le premier facteur principal et en prenant un point sur 6 comme point de référence, les voisinages pour la recherche de la texture de référence sont des carrés de côté, à gauche, 64 pixels et, à droite, 32 pixels. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 4.17 Résultats de segmentation en considérant la première valeur propre normalisée et un point sur 6 comme point de référence; les voisinages pour la recherche des textures de référence sont des carrés de taille 64 pixels . . . . . . . . . . . . . . . 49 4.18 Résultats de segmentation en considérant la première valeur propre normalisée et un point sur 6 comme point de référence ; les voisinages pour la recherche des textures de référence sont des carrés de taille 32 pixels . . . . . . . . . . . . . . . 50 4.19 Segmentation en utilisant la première valeur propre sans normalisation. Les voisinages utilisés pour la recherche de la texture de référence sont des carrés de côté 64 pixels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 4.20 Segmentation en utilisant une distance incorporant le premier facteur principal et la valeur propre associée et en prenant un point sur 6 comme point de référence . 51 4.21 Distance moyenne de l’histogramme calculé sur des sous-images à l’histogramme de référence calculé sur l’image complète, en fonction de la taille de la sous-image, pour la texture Misc en colonne de gauche et Rock en colonne de droite . . . . . 54 4.22 Distance moyenne de l’histogramme calculé sur des sous-images à l’histogramme de référence calculé sur l’image complète, en fonction de la taille de la sous-image, pour la texture Misc en colonne de gauche et Rock en colonne de droite, les coefficients étant issus d’une analyse en composantes principales . . . . . . . . . . 54 4.23 Distance moyenne de l’histogramme des niveaux de gris calculé sur des sous-images à l’histogramme des niveaux de gris calculé sur l’image complète, pour la texture Misc en colonne de droite et Rock en colonne de gauche . . . . . . . . . . . . . . 55 4.24 Découpage hiérarchique en utilisant les histogrammes des niveaux de gris, en effectuant un découpage de l’intervalle des niveaux de gris de l’image en 3 sousintervalles, et en considérant un seuil de 0.2 pour l’arrêt du découpage . . . . . . 55 4.25 Résultat du regroupement pour un paramètre taille_{max} = 64 × 64 pixels . . . . . 56 4.26 segmentation de l’image en utilisant des histogrammes de niveaux de gris calculés sur des sous-images de taille 64 × 64 pixels ; le nombre de sous-intervalles pour la construction des histogrammes est 3 sur l’image de gauche ; on considère un point sur 6 dans chaque direction comme point de référence pour l’image de gauche et tous les points dans l’image de droite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 4.27 On considère les espaces propres tels que α = 0.9, et l’on divise ensuite chaque intervalle en 3 sous-intervalles, l’image de gauche présente les résultats en prenant un point sur 6 comme point de référence, et celle de droite en considérant tous les points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 4.28 segmentation en utilisant uniquement l’histogramme associé à la valeur propre la plus grande . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

5.1 Calcul de la régularité Lipschitzienne pour un Dirac (en haut) et une fonction échelon (en bas), en utilisant les ondelettes de Daubechies (D4 indique deux moments nuls, D8 indique 4 moments nuls et ainsi de suite) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

5.2 Régularité Lipschitzienne calculée sur chaque sous-image, en étudiant la décroissance des maxima en fonction des échelles, on représente la moyenne et l’écart-type empiriques des régularités Lipschitziennes trouvées pour différentes taille de sousimages (en entrée du tableau) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 5.3 image en haut à gauche : image de textures, image en haut à droite : image des coefficients Mf(k, l, 1), image du bas : image des maxima de Mf(k, l, 1) dans la direction du vecteur W f(k, l, 2^j) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 5.4 On représente la direction des axes sur l’image, le pixel (k, l) et ses voisins, la direction θ(k, l) et la direction des centres des pixels voisins de (k, l), vus depuis le centre de celui-ci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 5.5 image des bords de longueur supérieure à cinq pixels de l’image de texture étudiée 68 5.6 Visualisation des angles entre le bord et la direction de prolongation utilisée pour reconstruire le bord . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 5.7 image en haut à gauche : regroupement des bords obtenus, en supposant le coût inférieur à 0.1 et en considérant des voisinages de rayon 4 pixels, image en haut à droite : regroupement des bords obtenus, en supposant le cout inférieur à 0.1 et en considérant des voisinages de rayon inférieur à 10 pixels, image du bas : regroupement des bords obtenus, en supposant le cout inférieur à 0.1 et en considérant des voisinages de rayon inférieur à 20 pixels. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 5.8 image en haut à gauche : regroupement en utilisant la direction du gradient moyen des bords obtenus, en supposant le coût inférieur à 0.1 et en considérant des voisinages de rayon 4 pixels, image en haut à droite : regroupement en utilisant la direction du gradient moyen des bords obtenus, en supposant le coût inférieur à 0.1 et en considérant des voisinages de rayon inférieur à 10 pixels, image du bas : regroupement en utilisant la direction du gradient moyen des bords obtenus, en supposant le coût inférieur à 0.1 et en considérant des voisinages de rayon inférieur à 20 pixels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 5.9 image en haut à gauche : regroupement en utilisant la direction des bords obtenus, en supposant le coût inférieur à 0.1 et en considérant des voisinages de rayon 4 pixels, image en haut à droite : regroupement en utilisant la direction des bords obtenus, en supposant le coût inférieur à 0.1 et en considérant des voisinages de rayon inférieur à 10 pixels, image du bas : regroupement en utilisant la direction des bords obtenus, en supposant le coût inférieur à 0.1 et en considérant des voisinages de rayon inférieur à 20 pixels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

1.1 valeurs de (^{2j}√_{N +1} ,^{√N +1}_2 ρ̃^r_N (j)) pour N = 11 et N = 51 . . . . . . . . . . . . . . . 78 1.2 premier graphe : le signal, second graphe : les chaînes d’extrema locaux en fonction des échelles, troisième graphe : les chaînes d’extrema locaux qui perdurent au delà de l’échelle N = 500, en ordonnée on a √ N +1

2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 1.3 première ligne : image bruitée, transformation selon les lignes à l’echelle N = 100 et jusqu’à l’échelle N = 1000, puis sur la deuxième ligne : tranformation sur les colonnes pour N = 100 et N = 1000 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 1.4 Extrema de la décomposition selon les lignes n’appartenant pas à une chaîne de maxima ou y appartenant, en fonction de la profondeur de décomposition (premier tableau), étude identique sur les colonnes dans le second tableau. . . . . . . . . . 84 1.5 Extrema selon les lignes ou les colonnes qui perdurent jusqu’à l’échelle N = 100 et N = 1000. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

Table des figures

1.6 Convergence de la séquence √ N +1

2 ρ̃_N (j) vers la gaussienne^{1√}_{2π} e^{− 12 ( j√N+1/2 )2} pour N = 50 et N = 200 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

2.1 Exemple de signal EMG du génioglosse (en haut), soumis à un signal de pression (en bas) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 2.2 Analyse en fréquence des phases tonique et phasique du signal . . . . . . . . . . . 93 2.3 Première et troisième ligne : signaux EMG ; deuxième ligne et quatrième ligne :

chaîne d’extrema se terminant lorsque le maxima correspondant devient infèrieur à 0.05, le nombre d’échelle considérée est N = 50 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 2.4 Signaux EMG étudiés (2 premiers graphes) et le signal de pression (dernier graphe) 96 2.5 Temps de latence mesuré pour différentes valeurs du voisinage et en conservant respectivement 30 % , 50 % et 100 % des maxima . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97 2.6 Détermination du temps de latence (en ordonnée), pour un pourcentage d’extrema que l’on conserve variable (en abscisse) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

Introduction générale

L’analyse d’images a connu durant ces vingt dernières années un développement considérable. A cela deux raisons : la première est liée au développement d’outils informatiques permettant d’envisager le traitement de structures complexes et la seconde tient au fait que l’analyse d’images se trouve à la confluence de nombreux domaines, par exemple, la biologie, les mathématiques et l’informatique dont les interactions sont grandissantes.

Les questionnements des biologistes sur le fonctionnement de l’oeil humain a donné naissance à de nombreuses recherches en informatique et en mathématiques. Celles-ci portent sur la reconnaissance des formes, le suivi d’objets en mouvement, le débruitage d’images. Tous ces domaines ont le point commun de vouloir modéliser, à l’aide d’outils mathématiques, des phénomènes biologiques pour mieux comprendre leur nature. Parfois, les modèles sont si bien pensés que ceux-ci guident les biologistes dans leur recherches futures.

Citons, par exemple, les découvertes du physiologiste Gray [40] sur le cortex visuel du chat. Celles-ci portent sur la mise en évidence de comportements particuliers lorsque le chat est soumis à des stimuli lumineux. Il est apparu que nous avons, de même que le chat, une faculté plus grande à discerner les lignes verticales ou horizontales que les lignes obliques, ou encore les lignes droites que les lignes courbes.

Des modèles mathématiques permettant de rendre compte de ces phénomènes ont naturellement vu le jour. En termes scientifiques, les cellules du cortex visuel semblent opérer un filtrage sélectif des signaux lumineux que l’on peut modéliser facilement à l’aide de filtres de Gabor [8].

La compréhension du mode de réception des signaux au niveau du cortex visuel est une étape indispensable à la construction de modèles visant à comprendre comment notre cerveau analyse les images. Le domaine de l’analyse d’images est très varié, mais cette thèse s’insère dans celui particulier de la reconnaissance des formes et des structures. La question posée est comment notre cerveau reconnaît dans une image les formes ou les structures qui la composent ?

La réponse la plus souvent rencontrée est que nous procédons par analogie, c’est à dire que l’on repère des zones homogènes au sein des images et les objets sont repérés par la rupture de cette homogénéité. Celle-ci peut revêtir des natures très diverses et parfois complexes. Nous pensons que, selon la nature des objets rencontrés, les mécanismes mis en place pour caractériser leur homogénéité sont différents. Il est à ce jour impossible de caractériser l’ensemble des objets à l’aide d’un seul outil d’analyse.

Dans cette thèse, nous ne tenterons d’analyser qu’un seul type d’objets que l’on nomme textures. Nous nous limiterons à l’étude de certaines d’entre elles qui suscitent le plus grand questionnement quant à leur nature. Notre approche se fera au travers de la construction de modèles permettant de donner sens à la notion d’homogénéité texturale. Puis, nous nous intéressons au problème de segmentation non supervisée d’images texturées. On entend par là que l’on cherche à découper une image en régions homogènes, chacune correspondant à une texture, sans savoir quelle est la nature de ces régions ; c’est l’action effectuée par notre cerveau lorsque l’on cherche à déterminer les objets présents dans une image, sans rien connaître de leur na-

Introduction générale

ture. Il faudra donc construire des modèles suffisamment généraux qui permettent de retenir des paramètres discriminants entre les régions.

Dans la deuxième partie de la thèse, nous quitterons le domaine de la reconnaissance des formes pour nous intéresser à des objets particuliers que sont les singularités dans les signaux. Celles-ci peuvent n’avoir aucune signification si, par exemple, il s’agit de bruit ou d’artefacts quelconques dûs au mode d’enregistrement. En revanche, elles peuvent être synonymes de changement de régime dans les signaux ou de présence de bords, en analyse d’images. Nous rejoindrons alors le questionnement de la première partie, en ce que l’on se demandera s’il est préférable d’analyser les stuctures des objets ou leurs bords pour les segmenter. Nous pensons, comme Chan [16], que l’analyse conjointe ces deux types d’informations est profitable.

Dans les exemples que nous traiterons, nous regarderons comment l’analyse des singularités seules peut fournir des informations pertinentes. Nous considèrerons des signaux contenant des portions de nature différente, et nous verrons en quoi un modèle d’analyse de singularités permet de donner du sens à ces différences.

Une troisième et dernière partie de la thèse portera sur l’étude de petits modèles d’oscillateurs neuronaux que l’on cherchera à synchroniser ou à désynchroniser. De nombreuses études sont menées sur ces phénomènes de synchronisation dans le but de comprendre comment sont générées certaines représentations mentales [103]. Néanmoins, le modèle proposé ne prétendra pas à une quelconque plausibilité biologique.

Première partie

Analyse de textures et ondelettes

1 Introduction et Plan

1.1 Introduction à la segmentation de textures

L’analyse des textures et la segmentation d’images texturées ne sont pas des centres d’intérêt nouveaux en traitement d’images. Depuis en effet une trentaine d’années, de nombreux algorithmes ont été proposés dans la littérature afin d’analyser la structure des textures. La première phase de l’analyse consiste en la définition des textures dont l’on attribue la paternité à Julesz [54], qui a introduit la notion de textons. Ceux-ci peuvent être définis comme la juxtaposition de structures ordonnées qui nous semblent similaires [33].

L’objectif de l’analyse texturale est alors de savoir de quel ordre il s’agit, et, dans un premier temps, de déterminer si la valeur du niveau de gris des pixels ainsi que leur répartition spatiale est de nature stochastique ou déterministe, donnant ainsi naissance à deux approches pour l’analyse texturale, l’une déterministe et l’autre statistique.

Les méthodes statistiques consistent toujours à construire un modèle de texture, à calculer les caractéristiques de la texture, puis à sélectionner les plus pertinentes selon les critères choisis. De nombreux critères devant permettre de distinguer les textures ont été définis [42] [84], les plus simples étant calculés directement sur les niveaux de gris de l’image. On peut citer des critères d’entropie, de contraste, d’énergie ou ceux liés aux matrices de co-occurrence des niveaux de gris de l’image. Dans le cas des approches structurales, il s’agit de définir un ensemble de propriétés spatiales susceptibles de caractériser la texture. De nombreuses études ont porté sur la détection de vallées, de pics ou d’autres caractéristiques géométriques au sein d’une image [86]. Au fil des ans, les caractéristiques directement extraites de l’image sont apparues trop pauvres pour rendre compte de la diversité des phénomènes rencontrés. Concernant l’approche statistique du problème, de nouveaux modèles de texture ont vu le jour sous la forme de champs de Markov [15], Gaussiens ou autobinomiaux. Ces dernières années, l’approche multirésolution est venue sophistiquer les modèles par l’introduction de champs Markoviens liés à différentes échelles de résolution [57].

Parallèlement, l’extraction de caractéristiques par le biais de filtres s’est beaucoup développée, en raison de la mise en évidence du fait que l’action des cellules du cortex visuel pouvait être modélisée par des filtres de Gabor [25]. De nombreux modèles ont alors été définis à partir de ce type de filtres [8] [48] [3]. Dunn [29] a montré l’importance de l’adaptation des paramètres des filtres au problème traité, en particulier pour la segmentation d’images texturées. Le problème majeur posé par l’utilisation de ces filtres étant lié au nombre trés important de paramètres. Plus récemment, l’avènement des ondelettes et la découverte d’une méthode de calcul rapide de la transformée orthogonale associée [64] ont permis l’application naturelle de l’analyse multiré-

Chapitre 1. Introduction et Plan

solution au traitement des images et, en particulier, des textures. Chang [16] fut le premier à proposer un algorithme fondé sur la structure naturelle d’arbre découlant de la décomposition en ondelettes et en paquets d’ondelettes pour la classification des textures. En 1995, Unser [95] proposa d’utiliser les frames d’ondelettes, rejoint en cela par Laine [59]. Ce dernier proposa aussi une méthode d’extraction de caractéristiques fondée sur les paquets d’ondelettes [58]. Les approches espace-échelle proposent des décompositions pertinentes des images et fournissent des caractéristiques plus discriminantes que celles associées à une unique échelle [95]. Ce type d’approche nous servira à definir de nouvelles caractéristiques de textures.

1.2 Plan de l’étude

Dans le second chapitre, nous allons présenter les différentes transformations en ondelettes puis, faire un bref historique des méthodes de classification des textures par ondelettes et, enfin, établir le lien avec les bancs de filtres. Nous mettrons alors en évidence, dans un troisième chapitre, les propriétés que ceux-ci devront posséder pour permettre leur utilisation pour le traitement des textures.

Dans un troisième chapitre, nous présenterons les propriétés classiques des bancs de filtres que nous aurons introduits. Nous passerons alors à l’étape de filtrage des images de textures et procéderons, ensuite, à la détermination des caractéristiques de textures. Cette dernière étape nous apparaîtra comme l’étape primordiale du processus de segmentation. Le principe de l’étude sera de construire de nouvelles méthodes de sélection des caractéristiques en se basant sur une analyse critique des méthodes existantes.

Nous nous intéresserons notamment à la segmentation de macro-textures, que nous définissons comme des textures qui sont reconnaissables uniquement à une échelle relativement grande, pour l’analyse et la segmentation desquelles la plupart des algorithmes proposés dans la littérature sont inefficaces.

Ayant mis en place ces nouveaux algorithmes de segmentation, nous nous pencherons enfin sur les propriétés de régularité des textures et de leurs bords.

2 Décompositions en ondelettes et frames d’ondelettes

Dans ce chapitre, nous allons montrer comment s’appliquent les principes d’analyse multirésolution, de construction base orthonormée d’ondelettes et de frames d’ondelettes au cas des images. Nous présenterons alors des algorithmes classiques de classification texturale et de segmentation d’images texturées.

2.1 L’analyse temps-fréquence des signaux

En analyse des signaux, il est souvent nécessaire de connaître le contenu fréquentiel local d’un signal. Une des méthodes les plus classiques pour obtenir une telle information est fournie par la transformée de Fourier à fenêtre du signal f(t) en t_0 et à la fréquence ω :

W_F (t_0, ω) = ∫_{+∞} −∞ f(t)g(t − t_0)e^{−iωt}dt g(t) étant appelée fonction fenêtre. Celle-ci doit être choisie de telle sorte que le signal f(t)g(t−t_0) contienne des informations fréquentielles pertinentes. De ce fait, la fenêtre utilisée doit être adaptée au problème traité.

Cependant, ce choix effectué, demeure le problème que la taille de la fenêtre est fixée une fois pour toutes ; or, il apparaît que l’analyse de structures de taille variable au sein d’un même signal nécessite des fenêtres dont le support doit être variable. Ceci est l’objet de l’analyse temps-échelle.

2.2 L’analyse temps-échelle des signaux

L’analyse par ondelettes des signaux permet de prendre en compte des événements de taille différente par décomposition d’un signal f(t) sur une famille d’ondelettes obtenue par dilatation et translation d’une même ondelette communément appelée, "ondelette mère". Une ondelette est une fonction Ψ de L^2(R), de moyenne nulle : ∫_{+∞} −∞ Ψ(t)dt = 0

Chapitre 2. Décompositions en ondelettes et frames d’ondelettes

telle que ‖Ψ‖_L2 = 1.

Les translatées et dilatées de Ψ sont définies par :

Ψ_{a,b}(t) = 1 √ a Ψ( t − b a ) où a est un paramètre d’échelle et b une translation temporelle. Les coefficients d’ondelettes sont alors définis par : W f(b, a) =< f(t), Ψ_{a,b}(t) >= ∫_{+∞} −∞ f(t) 1 √ a Ψ( t − b a )dt Lorsque a et b varient dans R et que le signal est continu, cette transformation est appelée transformation continue en ondelettes.

Si la fonction Ψ est réelle et satisfait la condition d’admissibilité :

C_Ψ = ∫_{+∞} 0 |Ψ̂(ω)|^2 ω dω < +∞ on dispose d’une formule de reconstruction du signal à partir des coefficients d’ondelettes. f(t) = 1 C_Ψ ∫_{+∞} 0 ∫_{+∞} −∞ W f(b, a) 1 √ a Ψ( t − b a )db da a^2

2.3 Analyse multirésolution et base d’ondelettes

Un des inconvénients majeur de la transformée continue en ondelettes est son temps de calcul élevé, dû au fait que a et b sont respectivement des réels positif et quelconque. L’idée d’associer à une analyse multirésolution, une famille d’ondelettes est due à Y.Meyer [71]. Une analyse multirésolution de L^2(R) est définie par un ensemble de sous-espaces fermés (V_j)_{j∈}Ztel que : i) ∀j ∈ Z V_{j+1} ⊂ V_j ii) ∀(j, k) ∈ Z^2, f(t) ∈ V_j ⇔ f(t − 2^jk) ∈ V_j iii) f(t) ∈ V_j, f(^t_2 ) ∈ V_{j+1}

iv) lim_{j→+∞} V_j =^{j=+∞} ⋂ j=−∞ V_j = {?}

v) lim_{j→−∞} V_j = j=+∞⋃ j=−∞ V_j = L^2(R)

vi) Il existe θ tel que θ(t − n)_{n∈}Zest une base de Riesz de V_0 On peut alors définir une famille d’ondelettes, construite selon le principe d’une analyse multirésolution, qui soit une base orthonormée de L^2(R). Pour cela, on peut associer à la fonction θ une fonction échelle Φ, d’intégrale égale à 1, dont les translatées forment une base orthonormée de V_0. Il s’ensuit immédiatement que :

Φ_{j,n} = 1 √ 2^j Φ( t − 2^jn 2^j ) forment une base orthonormée de V_j. Considérons alors l’injection de V_1 dans V_0. On obtient alors l’équation de dilatation suivante : 1 √ 2 Φ( t 2 ) = +∞∑ n=−∞ h[n]Φ(t − n) (1)

2.4. Ondelettes et bancs de filtres

Dans le domaine de Fourier, cette égalité se réécrit :

Φ̂(ω) = 1√ 2 ĥ(ω 2 )Φ̂( ω 2 ) Mallat et Meyer [66] ont alors montré que la série de Fourier,ĥ, des coefficients h[n] (appelé filtre h) vérifie :

∀ω ∈ R, |ĥ(ω)|^2 + |ĥ(ω + π)|^2 = 2 ĥ(0) = √ 2 Inversement, partant d’une suite h[n] telle que ĥ(ω) vérifie les deux égalités au-dessus et telle que : inf ω∈[−^π_2 ,^π_2 ] |ĥ(ω)| > 0, la fonction : Φ̂(ω) = ∞∏ p=1 ĥ(2−pω) √ 2 est la transformée de Fourier d’une fonction échelle. Cette propriété permet de définir le filtre h à partir de la fonction échelle Φ et inversement. On considère alors les espaces {W_j}_{j∈}Zdéfinis par :

V_{j−1} = W_j ⊕^⊥ V_j

et l’on cherche une base de W_j (appelée base d’ondelettes). Pour cela, on cherche une fonction (appelée ondelette) Ψ, telle que Ψ(t − n)_{n∈}Zsoit une base orthonormée de W_0. On aura alors : 1 √ 2 Ψ( t 2 ) = ∑ n g[n]Φ(t − n) (2)

Mallat [66] a montré qu’il est possible de construire une telle ondelette Ψ et qu’il existe alors une base orthonormée d’ondelettes de W_j :

Ψ_{j,n}(t) = 1 √ 2^j Ψ( t − 2^jn 2^j ). Ainsi, on dispose d’une base orthonormée de V_0 pour tout J ≥ 0 en considérant : (Φ_{J,n}(t), Ψ_{j,n}(t))_{0<j≤J,n∈}Z Dans la suite, le terme profondeur de décomposition sera employé pour désigner J, et j sera associé au terme d’échelle de décomposition. Les liens entre h et g vont être détaillés dans la section suivante.

2.4 Ondelettes et bancs de filtres

Dans cette section, nous allons introduire la décomposition en ondelettes continue puis la décomposition en ondelettes discrètes. Considérons alors un signal f ∈ V_0. On appelle coefficients d’ondelettes, à la profondeur J, les coefficients de la décomposition de f sur la base : (Φ_{J,n}(t), Ψ_{j,n}(t))_{0<j≤J,n∈}Z.

Chapitre 2. Décompositions en ondelettes et frames d’ondelettes

où Φ et Ψ correspondent respectivement à la fonction échelle et à l’ondelette introduite à la section précédente. Les coefficients associés à la décomposition de f sur Φ_{J,n} sont notés c_{J,n}, et sont appelés coefficients d’approximation à la profondeur J ; d_{j,n} sont les coefficients associés à décomposition sur Ψ_{j,n}, et sont appelés coefficients des détails à l’échelle j. Ces coefficients vérifient les relations de récurrence selon les échelles (en utilisant (1)) : c_{J,n} =< f(t), Φ_{J,n}(t) >=< f(t), 1 √ 2^J Φ( t 2^J − n) >

= ∑ k h[k] < f(t), 1 √ 2^{J−1} Φ( t − 2^J n 2^{J−1} −k) >= ∑ k h[k−2n] < f(t), Φ_{J−1,k}(t) >= ∑ k h[k−2n]c_{J−1,k} où h est le filtre introduit dans l’équation de dilatation de la section précédente. De la même manière (en utilisant (2)) : d_{j,n} =< f(t), Ψ_{j,n}(t) >= ∑ k g[k − 2n]c_{j−1,k} Lorsque les filtres h et g sont des filtres parfaits orthogonaux dont nous donnerons une définition au chapitre suivant, on dispose de la formule de reconstruction : c_{j,k} = ∑ n c_{j+1,n}h[k − 2n] + ∑ n d_{j+1,n}g[k − 2n] L’hypothèse d’appartenance de f à V_0 induit des erreurs d’approximation lorsque le signal analysé n’appartient pas à cet espace. Trouver d’autres espaces de projection mieux adaptés a suscité beaucoup d’intérêt ([1],[108],[109], [90],[106],[17]). Une façon différente, plus cohérente avec l’étude de signaux discrets est de considérer la suite f[n] et non la fonction f(t). On peut alors, à partir des fonctions échelles des filtres h et g construire des bases orthonormées de l_2(Z), sous la forme [85] : { h_J [k − 2^J n], g_j[k − 2^J n] } n∈Z, 0<j≤J est une base orthonormée de l_2(Z), le mode de géneration de tels filtres ainsi que la signification de j et J seront détaillés au chapitre suivant.

On peut alors associer à chacun de ces filtres les sous-espaces de l_2(Z) suivant : V_J = vect{h_J [k − 2^J n]_{n∈}Z} et W_j = vect{g_j[k − 2^jn])_{n∈}Z}. Comme précédemment, on parlera de l’espace de détails W_j à l’échelle j et de la décomposition à la profondeur J. Nous avons alors la décomposition de l_2(Z), à la profondeur J :

l_2(Z) = V_J j=J⨁ j=1 W_j

Il est alors possible de construire une base orthonormée de l_2(Z^2) de la forme : B = (h_J [n−2^J l]h_J [m−2^J k], h_j[n−2^jl]g_j[m−2^jk], g_j[n−2^jl]h_j[m−2^jk], g_j[n−2^jl]g_j[m−2^jk])_{(l,k)∈}Z2

2.5. Transformée dyadique de Mallat

Les détails de construction d’une telle base seront précisés au chapitre suivant ; la décomposition sur de telles bases sera appelée décomposition en ondelettes discrètes orthonormées. On dispose donc d’une décomposition de tout signal de l_2(Z^2), en écrivant, cette fois :

l_2(Z^2) = V_0 = V_J j=J⨁ j=1 W^1_j ⊕ W^2_j ⊕ W^3_j

où V_J est engendré par h_J [n − 2^J l]h_J [m − 2^J k], W^1_j est engendré par h_j[n − 2^jl]g_j[m − 2^jk] , W^2_j par g_j[n − 2^jl]h_j[m − 2^jk] et W^3_j par g_j[n − 2^jl]g_j[m − 2^jk].

2.5 Transformée dyadique de Mallat

Nous introduisons ici la transformée dyadique de Mallat, en une dimension. Soit f ∈ L^2(R), on définit la transformée dyadique en ondelettes de f en u à l’échelle 2^j par :

W f(u, 2^j) = ∫_{+∞} −∞ f(t) 1 √ 2^j Ψ( t − u 2^j )dt =< f(t), 1 √ 2^j Ψ( t − u 2^j ) > où Ψ est une ondelette.

2.6 Décompositions en ondelettes discrètes orthonormées et en paquets d’ondelettes discrètes des images

Dans cette partie, nous allons voir comment effectuer des décompositions en ondelettes discrètes orthonormées et en paquets d’ondelettes discrètes d’images. L’approche par ondelettes discrètes nous semble plus pertinente pour le traitement d’images car, il n’y a pas le problème d’initialisation de l’algorithme par projection sur un espace d’approximation.

2.6.1 Décomposition d’une image sur une base orthonormée de filtres

Considérons une image de taille N × N, avec N = 2^J . Soit f[n, m] la valeur du niveau de gris de l’image au pixel [n, m]. Un prolongement périodique de l’image permet d’obtenir facilement la périodicité des coefficients issus de la décomposition de f dans la base B. En effet, d’après la périodicité de f, on a : c_J [l, k] =< f[n, m], h_J[n − 2^J l]h_J [m − 2^J k] >=< f[n + N, m], h_J[n − 2^J l]h_J [m − 2^J k] > =< f[n, m], h_J[n − 2^J (l + 1)]h_J[m − 2^J k] >= c_J [l + 1, k] Le coefficient associé à la plus grande échelle est 1 périodique, dans les deux directions. De façon générale, les coefficients de détails associés à l’espace W^1_j vérifient : d_{1,j}[l, k] =< f[n, m], h_j[n − 2^jl]g_j[m − 2^jk] >=< f[n + N, m], h_j[n − 2^jl]g_j[m − 2^jk] > =< f[n, m], h_j[n − 2^j(l + 2^{J−j} )]g_j[m − 2^J k] >= d_{1,j}[l + 2^{J−j} , k] donc, le coefficient considéré est 2^{J−j} périodique dans les deux directions. Une telle étude peut être menée pour chacun des autres coefficients de détails ce qui nous autorise à écrire la décomposition sous la forme d’une image de taille N × N du type de celle présentée en Figure 2.1. La décroissance du nombre de coefficients en fonction de l’échelle permet la conservation du volume des données [64]. Le principal désavantage de ce type de décomposition étant la création d’artefacts aux bords de l’image qu’entraine la périodisation de f.

Chapitre 2. Décompositions en ondelettes et frames d’ondelettes

Fig. 2.1 – Coefficients de la décomposition sur banc de filtre avec J = 2

2.6.2 Décomposition sur des filtres associés à des paquets d’ondelettes

Les paquets d’ondelettes sont définis à partir des équations de dilatation suivante :

W_{2n}(x) = √ 2 ∑ k h[k]W_n(2x − k) et W_{2n+1}(x) = √ 2 ∑ k g[k]W_n(2x − k) où les filtres h et g sont ceux introduits précédemment, et où {W_0(−n)}_{n∈}Zest une base orthonormée d’un espace d’approximation V_0. Si : 1 √ 2^p

W_n( x 2^p − k) est une base orthonormée de W^pn , en considérant les fonctions : 1 √ 2^{p+1}

W_{2n}( x 2^{p+1} − k) et 1 √ 2^{p+1}

W_{2n+1}( x 2^{p+1} − k) qui engendrent respectivement les espaces W^{p+1}_{2n} et W^{p+1}_{2n+1}, on a alors :

W^p_n = W^{p+1}_{2n} ⊕^⊥ W^{p+1}_{2n+1}

On peut donc associer aux paquets d’ondelettes un arbre binaire, dont la racine est l’espace d’approximation V_0 = W^0_0 . Pour construire des bases orthonormées à partir de cette structure d’arbre, on introduit la notion d’arbre admissible. On appelle arbre admissible, un arbre issu de l’arbre binaire de la décomposition en ondelettes, dans lequel chaque feuille a 0 ou 2 fils dans l’arbre binaire. Les espaces correspondants à chaque feuille d’un arbre admissible sont orthonormés et leur somme vaut V_0. On donne un exemple d’arbre binaire en Figure 2.2. Les espaces pointés représentent un choix possible pour de base orthonormée de V_0.

En dimension 2, la construction est analogue , de la forme : W_{2n,2p}(x, y) = 2 ∑ k,l h[k]h[l]W_{n,p}(2x − k, 2y − l)

2.7. Application à la classification supervisée de textures

Fig. 2.2 – arbre binaire associé à la décomposition en ondelettes à la profondeur 2

W_{2n+1,2p}(x, y) = 2 ∑ k,l g[k]h[l]W_{n,p}(2x − k, 2y − l)

W_{2n,2p+1}(x, y) = 2 ∑ k,l h[k]g[l]W_{n,p}(2x − k, 2y − l)

W_{2n+1,2p+1}(x, y) = 2 ∑ k,l g[k]g[l]W_{n,p}(2x − k, 2y − l) Si l’on suppose maintenant que : 1 2^j W_{n,p}( x 2^j − k, y 2^j − l) est une base orthonormée de W^j_{n,p}, on obtient :

W^{j+1}_{2n,2p} ⊕^⊥ W^{j+1}_{2n,2p+1} ⊕^⊥ W^{j+1}_{2n+1,2p} ⊕^⊥ W^{j+1}_{2n+1,2p+1} = W^j_{n,p}

Cette décomposition donne naturellement naissance à un quadarbre ("quad tree"), dans lequel chaque noeud à 0 ou 4 fils. On donne en Figure 2.3, un exemple d’arbre associé à une décomposition en paquets d’ondelettes 2D ainsi que la représentation fréquentielle de la décomposition retenue.

Cette approche présente l’inconvénient majeur de créer des artefacts aux bords des images du fait qu’implicitement l’image est considérée périodique.

2.7 Application à la classification supervisée de textures

Dans cette partie, nous présentons différentes approches utilisant les ondelettes et les paquets d’ondelettes pour la classification supervisée des textures. Ces méthodes utilisent des décompositions en ondelettes et paquets d’ondelettes du type de celles présentées plus haut malgré les artefacts qu’elles introduisent aux bords des images. On envisage que les images à traiter sont des images de textures du type de celles présentées en Figure 2.4. Pour des tâches de classification texturale, les paquets d’ondelettes ont été utilisés par Chang [16] et Laine [58]. Dans [58], la stratégie adoptée est de décomposer des images d’une bibliothèque de textures en sous-images

Chapitre 2. Décompositions en ondelettes et frames d’ondelettes

Fig. 2.3 – quadarbre associé à une décomposition particulière en paquets d’ondelettes et la décomposition fréquentielle associée

puis de décomposer complètement chacune d’entre elles en paquets d’ondelettes, jusqu’à une profondeur donnée, et de calculer en chacun des noeuds du quadarbre ainsi obtenu les énergies et les entropies associées aux espaces correspondants, selon :

Energie : ∑ n,m W [n, m]^2,

Entropie : − ∑ n,m W [n, m]^2 ln(W [n, m]^2)

où W [n, m] est un coefficient de la décomposition, et les sommes portent sur le sous-espace correspondant. Dans [58], les énergies et les entropies calculées au niveau des noeuds du quadarbre sont les caractéristiques de textures. Etant donné leur nombre, une sélection doit s’opérer ; dans [58], celle-ci se fait par le biais de simulations numériques. Le nombre de caractéristiques à retenir n’est pas discuté ; cependant, il ressort de cette étude que la précision des résultats n’est pas liée au nombre des caractéristiques. Une comparaison est faite avec les énergies et les entropies calculées sur des espaces associés à une décomposition en ondelettes orthonormées. Par ailleurs, la distance euclidienne est utilisée pour tester de quelle texture de référence chaque sous-image de texture est la plus proche, ce qui ne prend pas en compte les ordres de grandeur des énergies et des entropies dans les différents sous-espaces. En effet, les coefficients ont tendance à être plus importants aux grandes échelles qu’aux petites et ce problème n’est pas discuté.

Dans [16], l’approche est un peu différente, dans la mesure où la décomposition en paquets d’ondelettes n’est pas considérée dans son intégralité. Partant de l’espace W^0_0 , la décomposition à l’échelle supérieure ne s’effectue que si on a la propriété suivante : 1 NM ∑ n,m |W (n, m)| < Ce_{max} où la somme porte sur un des noeuds du quadarbre, correspondant à un sous-espace particulier, et e_{max} est la valeur maximale, à l’échelle considérée, de la déviation moyenne des coefficients. Grâce à cette technique, un choix d’espaces pertinents peut-être déterminé, et l’on dispose d’une structure d’arbre associée à ce choix. La structure finale de l’arbre obtenu dépend beaucoup du paramètre C. Les caractéristiques sont alors déterminées en considérant les regroupements d’espaces pour lesquels la déviation moyenne est la plus forte. Les regroupements réalisés ne peuvent contenir deux espaces associés à une même échelle. Il apparaît que les regroupements qui apparaissent le plus souvent en effectuant les calculs sur des sous-images d’une même texture

2.8. Application à la segmentation non supervisée des textures

sont bien caractéristiques de la texture. Par ailleurs, les champs correspondant à des espaces proches de la racine de l’arbre sont plus stables en termes de caractéristiques. La stabilité énergétique des sous-espaces n’est pas uniquement liée à la texture elle-même mais aussi au fait que les estimations se font sur des sous-images de plus en plus petites au fur et à mesure que l’on décompose l’image. Il est intéressant de remarquer que les champs les plus discriminants (ce qui sont retenus comme caractéristiques de la texture) sont associés aux déviations moyennes les plus fortes , ce qui n’est pas toujours judicieux. Dans le cas ou l’on doit caractériser des textures dont les énergies sont faibles, d’autres techniques ont été mises en place [78]. Cependant, pour les problèmes complexes d’identification texturale , les critères énergétiques prouvent leur efficacité.

Une fois que l’on a choisi les caractéristiques de la texture, se pose le problème du choix de la distance pour la comparaison des caractéristiques estimées sur des sous-images de texture avec celles estimées sur les textures de référence. Ensuite, dans [16], l’affectation s’effectue en considèrant d’abord l’espace correspondant aux énergies les plus fortes, pour la texture que l’on cherche à affecter, et regarde parmi les textures de référence celles pour lesquelles l’espace correspondant aux énergies les plus fortes est le même, les autres textures de référence étant éliminées. On réitère ensuite le procédé sur les espaces de plus faible énergie. Après un certain nombre d’itérations, la sous-image de texture est affectée à la texture de référence la plus proche au sens de la distance choisie. L’approche par ondelettes orthogonales et paquets d’ondelettes présentent deux inconvénients, l’un est lié au problème de bords dont nous avons déjà parlé et l’autre est dû à la préservation du volume des données, qui empêche une estimation correcte des caractéristiques aux grandes échelles.

2.8 Application à la segmentation non supervisée des textures

Dans cette partie nous présentons brièvement les méthodes de segmentation non supervisée utilisant des approches par ondelettes. Ces approches sont telles que les deux principaux inconvénients des approches par projection sur des bases orthonormées sont éliminés. Nous insistons alors sur l’objectif de notre travail et sur ses aboutissements.

La segmentation d’images texturées nécessite la construction de modèles plus précis que ceux utilisés en classification texturale, du fait des problèmes de détection de frontières entre textures.

Le choix d’utiliser une décomposition redondante associée à des frames d’ondelettes permet d’avoir une représentation spatiale plus précise des fréquences lorsque l’échelle de décomposition augmente. Par ailleurs, nous privilégions la parité des frames d’ondelettes utilisés en raison du traitement très rapide des problèmes de bords des images (par extension miroir). Ainsi, n’apparaissent pas aux bords des images des artefacts comme c’est le cas avec les décompositions orthogonales, ce point sera traité en détail au chapitre suivant.

Nous rejoignons, par les choix faits sur les filtres, l’étude faite par [58], mais nous nous distinguons du choix fait par Unser [95]. Le choix des frames d’ondelettes ainsi que leur définition sont abordés au chapitre suivant, dans lequel nous rappelons des théorèmes classiques sur les filtres associés au frame. Après avoir choisi un frame bien adapté à notre problème, nous nous attaquerons au traitement des coefficients issus de la décomposition pour effectuer une segmentation d’image texturée. Nous utiliserons toujours l’aspect énergétique pour effectuer une segmentation, ainsi que des analyses en composantes principales. Nous nous distinguerons des choix faits dans [95], et les conclusions concernant les espaces les plus discriminants seront différentes de celles de [16]. Dans un dernier chapitre, nous nous intéresserons à la segmentation des textures par l’étude de leurs bords et de leur régularité Lipschitzienne, que nous définirons alors.

Chapitre 2. Décompositions en ondelettes et frames d’ondelettes

Fig. 2.4 – Textures issues de l’album Vitex-database [101], référencées respectivement comme Misc, Asphalt, Rock et Grass

3 Analyse de signaux et d’images par bancs de filtres

Dans ce chapitre, nous allons considérer la décomposition de signaux et d’images sur des bancs de filtres associés à des bases orthonormées d’ondelettes ou des frames d’ondelettes. L’approche concernant les bases orthonormées de filtres est un rappel de théorèmes existants. Nous nous plaçons directement dans le cadre de la décomposition d’un signal f discret appartenant à l_2(Z) sur une base de filtres du type de ceux présentés au chapitre 2, i.e. composée de filtres g et h correspondants à la décomposition du signal f sur des espaces de détails W_j et d’approximation V_J . Ce schéma nous permettra d’introduire facilement les frames de l_2(Z).

3.1 Filtres parfaits

Considérons les formules de décomposition d’un signal f obtenues par convolution avec les filtres h et g puis décimation :

c_1[n] = ∑ k f[k]h[k − 2n] = f ∗ h̄[2n]

d_1[n] = ∑ k f[k]g[k − 2n] = f ∗ ḡ[2n]

où h̄[n] = h[−n]. On cherche ensuite à reconstruire le signal f à l’aide de c_1 et d_1. Il a été montré, que sous certaines conditions sur h et g et, en utilisant des vecteurs du type :

x̌[n] = { x[p] si n = 2p 0 sinon

il existe des filtres h̃ et g̃ tels que :

f[n] = č_1 ∗ h̃[n] + ď_1 ∗ g̃[n]

Dans ce cas, on dit que l’on a une reconstruction exacte et que les couples de filtres (h, g) et (h̃, g̃) sont parfaits.

Chapitre 3. Analyse de signaux et d’images par bancs de filtres

3.2 Conditions nécessaires et suffisantes d’obtention de filtres parfaits

La série de Fourier d’une séquence x[n] est : x̂(ω) = ∑ n x[n]e^{−inω}

Considérons le signal sous-échantillonné y[n] = x[2n], alors : ŷ(2ω) = ∑ n x[2n]e^{−in2ω} = 1 2 (x̂(ω) + x̂(ω + π))

Si on considère un signal sur-échantillonné du type x̌, alors : ŷ(ω) = ∑ n x[n]e^{−i2nω} = x̂(2ω) On a alors le théorème suivant :

Théorème 1 (Vetterli [100]) Les filtres h,g,h̃,g̃ réalisent une reconstruction exacte, si et seulement si :

ĥ^∗(ω + π)^̃h(ω) + ĝ^∗(ω + π)^̃g(ω) = 0 ĥ^∗(ω)^̃h(ω) + ĝ^∗(ω)^̃g(ω) = 2 Avec ĝ^∗(ω) = ĝ(−ω) Donnons alors quelques exemples classiques de filtres parfaits.

3.3 Exemples de filtres parfaits

3.3.1 Filtres miroirs en quadrature

h et g sont des filtres miroirs en quadrature si, par définition : ĝ(ω) = ĥ(ω + π) Ainsi, par exemple, (h̃, g̃) définis par : ^̃h(ω) = ĥ(ω) ^̃g(ω) = −ĝ(ω) permettent une reconstruction exacte. Dans le cas où ĥ est pair, le filtre ĝ est le symétrique de ĥ par rapport à^π_2 . L’un des principaux intérêts de ces filtres est que la parité de ĥ entraine celle de ĝ. En revanche, il n’est pas possible d’obtenir des filtres miroirs en quadrature de longueur finie [24].

Dans ce cas, la seconde condition du théorème de Vetterli se réécrit : |ĥ(ω)|^2 − |ĥ(ω + π)|^2 = 2

3.3. Exemples de filtres parfaits

3.3.2 Filtres conjugués en quadrature

La différence majeure avec les filtres miroir en quadrature est que le filtre g est obtenu par conjugaison puis décalage, de la façon suivante : ĝ(ω) = e^{−iω}ĥ(−ω + π). Ainsi, par exemple, (h̃, g̃) définis par : ^̃h(ω) = ĥ(−ω) ^̃g(ω) = ĝ(−ω) permettent une reconstruction exacte. Dans ce cas, la seconde condition du théorème de Vetterli devient :

|ĥ(ω)|^2 + |ĥ(ω + π)|^2 = 2

3.3.3 Filtres parfaits orthogonaux

Au lieu d’introduire les filtres grâce à une relation entre h et g, on cherche les filtres parfaits vérifiant h̃ = h et g̃ = g. Nous verrons, ensuite, comment ce type de filtres peut-être utilisé pour construire des bases orthonormées. Les conditions pour avoir une reconstruction parfaite sont ici :

ĥ^∗(ω + π)ĥ(ω) + ĝ^∗(ω + π)ĝ(ω) = 0

ĥ^∗(ω)ĥ(ω) + ĝ^∗(ω)ĝ(ω) = 2

On peut réécrire cela sous forme matricielle : (^ h(ω) ĝ(ω) ĥ(ω + π) ĝ(ω + π) ) × (^ h^∗(ω) ĝ^∗(ω) ) = ( 2 0 )

d’où l’on déduit, lorsque Δ(ω) = ĥ(ω)ĝ(ω + π) − ĥ(ω + π)ĝ(ω) ne s’annule pas sur [−π; π], que : (^ h^∗(ω) ĝ^∗(ω) ) =^2_{Δ(ω)} ( ĝ(ω + π) −ĥ(ω + π) )

comme Δ(ω + π) = −Δ(ω), dans le cas de filtres parfaits orthogonaux, les conditions de reconstruction parfaite s’écrivent : |ĥ(ω)|^2 + |ĥ(ω + π)|^2 = 2

et, il existe a ∈ R et l ∈ Ztels que :

ĝ(ω) = ae^{−i(2l+1)ω}ĥ^∗(ω + π)

Une démonstration plus complète est fournie dans [66], la détermination de la forme de ĝ est fondée sur l’étude de Δ(ω). On voit alors que les filtres conjugués introduits dans la section précédente sont des cas particuliers avec a = 1 et l = 0, conduisant au filtre g :

g[n] = (−1)^{1−n}h[1 − n]

Chapitre 3. Analyse de signaux et d’images par bancs de filtres

3.4 Base orthonormée de filtres

Nous allons étudier ici la construction de bases orthonormées de filtres, ce qui nous permettra de présenter les frames dans la section suivante. On considère un couple (h, g) de filtres parfaits orthogonaux. Pour plus de simplicité prenons a = 1 et l = 0, mais les calculs peuvent être conduits dans le cadre le plus général. On a alors les théorèmes suivants : Théorème 2 (Rioul [85]) Si les filtres h et g sont parfaits et orthogonaux, alors : { h[n − 2l], g[n − 2l] } l∈Z forme une base orthonormée de l_2(Z).

On peut alors générer des bases orthonormées de filtres par le théorème suivant : Théorème 3 (Rioul [85]) Si les filtres h et g sont parfaits et orthogonaux, alors : { h_J [n − 2^J l], g_j[n − 2^jl]_{1≤j≤J} } l∈Z est une base orthonormée de l_2(Z), en posant h_0 = 1 et : ∀i ≥ 0 { h_{i+1}[k] = h_{↑2}i ∗ h_i[k] = ∑ n h[n]h_i[k − 2^in] g_{i+1}[k] = g_{↑2}i ∗ h_i[k] = ∑ n g[n]h_i[k − 2^in] Où y = x_{↑2}i désigne : y[n] = { x[k] si n = 2^ik

0 sinon Pour la démonstration, voir annexe A.1

3.5 Frame orthogonal de l_2(Z)

On appelle frame de l_2(Z), toute famille de suites c_n[p] ∈ l_2(Z), telle que : ∀f ∈ l_2(Z), A‖f‖^2 ≤ ∑ n ( ∑ p f[p]c_n[p])^2 ≤ B‖f‖^2 Si A = B, le frame est dit étroit ; si A = B = 1, il est appelé frame orthogonal. Dans le cas où c_n[p] est de norme 1 pour tout n, et si le frame est orthogonal alors c’est une base orthonormée. Les frames orthogonaux sont donc caractérisés par la propriété de conservation de carré de norme suivante : ∑ n < f, c_n >^2= ‖f‖^2 La construction de frames orthogonaux de l_2(Z) à partir de filtres parfaits est due à Rioul [85]. Nous montrons, alors, l’équivalence suivante, qui autorise la construction de frames orthogonaux à partir de filtres qui ne sont pas parfaits : Théorème 4 La famille : { ( 1 a )^{J2} h_J [n − l], ( 1 a )^{j2} g_j[n − l]_{1≤j≤J} } l∈Z est un frame orthogonal de l_2(Z) si et seulement si

|ĥ(ω)|^2 + |ĝ(ω)|^2 = a

Ces propriétés sont connus sous le nom de théorie de Littlewood-Paley. Pour plus de détails voir [47]. Nous proposons une démonstration en annexe A.2.

3.5. Frame orthogonal de l_2(Z)

3.5.1 Frame orthogonal pair de longueur finie

La construction d’un frame orthogonal pair nécessite l’utilisation de filtre h et g pairs. La parité de h et g, que l’on suppose à coefficients réels, entraine que les filtres ĥ et ĝ sont réels pairs, ce qui impose sur les filtres la condition :

ĥ(ω)^2 + ĝ(ω)^2 = a,

Si maintenant on suppose que h et g sont de longueur finie, alors ĥ et ĝ sont des polynômes trigonométriques P et Q de degré respectif N et M, qui satisfont :

P^2(X) + Q^2(X) = a

Or, il n’existe pas deux polynômes de degré strictement positif vérifiant l’égalité souhaitée. Donc, il n’est pas possible d’obtenir un frame orthogonal et pair de longueur finie. En revanche, si l’on considère des filtres de longueur infinie, cette condition peut être remplie par des filtres pairs. Exemple : les filtres associés aux ondelettes polynomiales splines, introduites par Battle et Lemarié, sont définis de la manière suivante : ĥ(ω) = exp(−iϵω 2 ) √ S_{2m+2}(ω) 2^{2m+1}S_{2m+2}(2ω) , avec :

S_n(ω) = ∞∑ −∞ 1 (ω + 2kπ)^n et ϵ = 0, si m impair, et 1, sinon. Pour m impair, le filtre h[n] obtenu est pair. De plus :

|ĥ(ω)|^2 + |ĥ(ω + π)|^2 = 2

En considérant alors ĝ(ω) = ĥ(ω + π), on obtient, si m est impair, la parité de ĝ.

3.5.2 Frame orthogonal non symétrique de longueur finie

D’après le théorème 4, nous nous intéressons à la construction de filtres vérifiant |ĥ(ω)|^2 + |ĝ(ω)|^2 = 1, sans perte de généralités. La construction de tels filtres a été effectuée par I. Daubechies [24]. Elle se place ici dans le cas où les filtres sont des filtres parfaits orthogonaux. Le filtre ĥ vérifie :

ĥ(ω)^2 = (cos^2(ω 2 ))^N P (sin^2( ω 2 )) ĥ devant, par ailleurs, vérifier ĥ(ω)2 + ĥ(ω + π)2 = 1, le polynôme P vérifie alors :

y^N P (1 − y) + (1 − y)^N P (y) = 1

D’après le théorème de Bezout, il existe deux uniques polynômes q_1 et q_2 de degré inférieur ou égal à N − 1, tels que : (1 − y)^N q_1(y) + y^N q_2(y) = 1 En remplaçant y par 1 − y, on obtient que q_1(y) = q_2(1 − y) et donc que P (y) = q_1(y), dont on peut avoir une expression exacte. En effet, faisons un développement de Taylor à l’ordre N de q_1, il vient :

q_1(y) = (1 − y)^{−N} (1 − y^N q_1(1 − y))

Chapitre 3. Analyse de signaux et d’images par bancs de filtres

= N −1∑ k=0 C^k_{N +k−1}y^k + O(y^N )

Comme q_1 est de degré inférieur ou égal à N − 1, il vient :

q_1(y) = N −1∑

k=0 C^k_{N +k−1}y^k Ainsi :

|ĥ(ω)|^2 = cos^{2N} ( ω 2 ) N −1∑

k=0 C^k_{N +k−1} sin^{2k}( ω 2 ) On dispose alors du théorème suivant qui permet de trouver un filtre h convenable : Théorème 5 (Fejer) Soit A un polynôme trigonométrique positif invariant par passage de ω à −ω, A est de la forme : A(ω) = M∑ m=0 a[m] cos(mω) avec a[m] ∈ R

Alors, il existe un polynôme trigonométrique d’ordre M : B(ω) = M∑ m=0 b[m]e^{imω} avec b[m] ∈ R tel que |B(ω)|^2 = A(ω) Un exemple simple de filtre h pour N = 1 est donné par : ĥ(ω) = e^{i ω}_2 cos(ω 2 ) et on peut alors choisir, pour le filtre g : ĝ(ω) = −ie^{i ω}2 sin( ω 2 ) on obtient donc, comme coefficients pour les filtres h et g : h_0 = 0.5, h_1 = 0.5 et g_0 = 0.5, g_1 = −0.5.

Bien évidemment, ces filtres ne sont pas pairs.

3.6 Frame orthogonal en 2D

A partir du frame orthogonal obtenu en 1D, il est facile de construire un frame orthogonal de l_2(Z^2). Nous montrons alors l’équivalence suivante permettant de le définir à partir de filtres h et g :

Théorème 6 La famille : { ( 1 a )^J h_J [n − l]h_J [m − k], {( 1 a )^jg_j[n − l]h_j[m − k], ( 1 a )^jh_j[n − l]g_j[m − k], ( 1 a )^jg_j[n − l]g_j[m − k]}_{1≤j≤J} } (l,k)∈Z2 est un frame orthogonal de l_2(Z^2), si et seulement si |ĥ(ω)|^2 + |ĝ(ω)|^2 = a. Pour une démonstation voir l’annexe A.3

3.6. Frame orthogonal en 2D 3.6.1 Calcul des coefficients de la décomposition et formule de reconstruction Nous allons voir que, dans le cas où les filtres h et g sont pairs, la formule de décomposition est une convolution simple. Nous nous plaçons dans le cas a = 1, pour plus de simplicité, tous les calculs pouvant être repris pour tout a positif. On a donc : s_J [l, m] =< x[k, p], h_J[k − l]h_J [p − m] > = ∑ n h_{↑2}J−1 [n] ∑ q h_{↑2}J−1 [q] ∑ k,p x[k, p]h_{J−1}[k − l − n]h_{J−1}[p − m − q] Dans le cas où le filtre h est pair, on obtient : s_J [l, m] =< x[k, p], h_J[k − l]h_J [p − m] > = ∑ n h_{↑2}J−1 [−n] ∑ q h_{↑2}J−1 [−q] ∑ k,p x[k, p]h_{J−1}[k − l − n]h_{J−1}[p − m − q] = ∑ n h_{↑2}J−1 [n] ∑ q h_{↑2}J−1 [q] ∑ k,p x[k, p]h_{J−1}[k − l + n]h_{J−1}[p − m + q] = h_{↑2}J−1 [l] ∗ h_{↑2}J−1 [m] ∗ s_{J−1}[l, m], où les variables l (respectivement m) dans les filtres indiquent que la convolution porte sur la première (respectivement la seconde) variable. De la même manière, on obtient, en supposant g pair que les autres coefficients vérifient : d_{1,j}[l, m] =< x[k, p], h_j[k − l]g_j[p − m] >= h_{↑2}j−1 [l] ∗ g_{↑2}j−1 [m] ∗ s_{j−1}[l, m] d_{2,j}[l, m] =< x[k, p], g_j[k − l]h_j[p − m] >= g_{↑2}j−1[l] ∗ h_{↑2}j−1 [m] ∗ s_{j−1}[l, m] d_{3,j}[l, m] =< x[k, p], g_j[k − l]g_j[p − m] >= g_{↑2}j−1[l] ∗ g_{↑2}j−1[m] ∗ s_{j−1}[l, m] En pratique, les calculs des produits scalaires nécessitent de faire des troncatures sur les filtres, car ceux-ci sont nécessairement de longueur infinie comme nous l’avons vu précédemment.

Dans le cas général, on a la formule suivante : s_J [l, m] =< x[k, p], h_J[k − l]h_J [p − m] > = ∑ n h_{↑2}J−1 [n] ∑ q h_{↑2}J−1 [q]s_{J−1}(l + n, m + q) et, de la même façon : d_{1,j}[l, m] =< x[k, p], h_j[k − l]g_j[p − m] > = ∑ n h_{↑2}j−1 [n] ∑ q g_{↑2}j−1[q]s_{j−1}[l + n, m + q] d_{2,j}[l, m] =< x[k, p], g_j[k − l]h_j[p − m] > = ∑ n g_{↑2}j−1[n] ∑ q h_{↑2}j−1 [q]s_{j−1}[l + n, m + q] d_{3,j}[l, m] =< x[k, p], g_j[k − l]g_j[p − m] > = ∑ n g_{↑2}j−1[n] ∑ q g_{↑2}j−1[q]s_{j−1}[l + n, m + q]

Chapitre 3. Analyse de signaux et d’images par bancs de filtres

Une propriété intéressante d’un frame orthogonal est la simplicité de reconstruction des signaux à l’aide des coefficients du frame. Pour tout frame orthogonal {h_j}_{j∈J} d’un espace de Hilbert H, on a la propriété suivante : ∀x ∈ H x = ∑ j∈J < x, h_j >_H h_j Dans notre cas en 2D, on a donc : x[k, p] = ∑ l ∑ m < x[k, p], h_J[k − l]h_J [p − m] > h_J [k − l]h_J [p − m]+ J∑ j=1 ∑ l ∑ m < x[k, p], h_j[k − l]g_j[p − m] > h_j[k − l]g_j[p − m]+ ∑ l ∑ m < x[k, p], g_j[k − l]h_j[p − m] > g_j[k − l]h_j[p − m]+ ∑ l ∑ m < x[k, p], g_j[k − l]g_j[p − m] > g_j[k − l]g_j[p − m] De plus, nous avons vu qu’il y a conservation du carré de la norme associée à l_2(Z).

3.7 Analyse par banc de filtre et transformée dyadique de Mallat

Cette section sert à faire le lien entre l’approche continue et l’approche discrète en ce qui concerne les frames orthogonaux. Nous allons, dans un premier temps, montrer les différences entre la transformée dyadique en ondelettes en dimension un, et les frames orthogonaux de l_2(Z). Nous étudierons ensuite les frames engendrés par la transformée dyadique en dimension deux. 3.7.1 Transformée monodimensionnelle et condition de frame orthogonal Soit W f(u, 2^j) la transformée dyadique en ondelettes introduite au chapitre précédent. Soit Ψ l’ondelette servant au calcul de la transformée. Nous avons le théorème suivant [66], qui donne des conditions pour que la famille de fonctions associée à la transformée soit un frame de L^2(R). Théorème 7 S’il existe deux constantes A et B telles que ∀ω ∈ R− {0} A ≤ j=+∞∑

j=−∞ |Ψ̂(2^jω)|^2 ≤ B

alors A‖f‖^2 ≤ +∞∑ j=−∞ 1 2^j ‖W f(u, 2^j)‖^2 ≤ B‖f‖^2. Si, de plus, il existe une ondelette Ψ̃ vérifiant : ∀ω ∈ R− {0}, j=+∞∑

j=−∞ Ψ̂^∗(2^jω) ^̃Ψ(2^jω) = 1

alors f(t) = +∞∑ j=−∞ 1 2^j

W f(., 2^j) ∗ Ψ̃_2j (t)

3.7. Analyse par banc de filtre et transformée dyadique de Mallat

Pour la démonstration voir [64]. Considérons alors une fonction échelle et une ondelette vérifiant les relations introduites au chapitre précédent, à savoir :

Φ(x) = √ 2 ∑ k h[k]Φ(2x − k) Ψ(x) = √ 2 ∑ k g[k]Φ(2x − k). En supposant que Ψ̃ est une ondelette et Φ̃ une fonction échelle et sont définies par les mêmes relations que Φ et Ψ et, en remplaçant respectivement h par h̃ et g par g̃, on a, alors, le théorème suivant :

Théorème 8 ∀ω ∈ [−π, π], ^̃h(ω)ĥ^∗(ω) + ^̃g(ω)ĝ^∗(ω) = 2 Alors, on a: ∀ω ∈ R− {0}, j=∞∑ j=−∞ Ψ̂^∗(2^jω) ^̃Ψ(2^jω) = 1

Pour la démonstration voir [64]. Il résulte de ceci que, si les filtres sont tels que h̃ = h et g̃ = g, alors :_{j=+∞} ∑ j=−∞ 1 2^j ‖W f(u, 2^j)‖^2 = ‖f‖^2 et que : f(t) = j=+∞∑

j=−∞ 1 2^j

W f(., 2^j) ∗ Ψ_2j (t)

Donc, le frame associé à la décomposition est orthogonal, si les filtres h et g vérifient : |ĥ(ω)|^2 + |ĝ(ω)|^2 = 2, En revanche, la réciproque n’est pas vraie, i.e si le frame associé à la transformée dyadique est orthogonal, nous n’avons pas obligatoirement l’égalité au-dessus sur les filtres. L’équivalence est obtenue si l’on cherche à construire un frame orthogonal de V_0 à partir de la transformée dyadique, où V_0 est l’espace engendré par les translatées de Φ, introduite plus haut.

3.7.2 Transformée bidimensionnelle et condition de frame orthogonal Dans cette partie, on regarde s’il est possible de construire un frame orthogonal en dimension deux de V_0, où cette fois V_0 est engendré par {Φ(x − l)Φ(y − k)}_{(k,l)∈}Z2, Φ étant une fonction échelle vérifiant une équation de dilatation du même type que celle introduite précédemment. En définissant alors Ψ par une relation de dilatation du même type que celle introduite précedemment, nous regardons à quelles conditions sur h et g la famille : F = { 1 a^{2J} Φ( x 2^J )Φ( y 2^J ), 1 a^{2j} Ψ( x 2^j )Φ( y 2^j ), 1 a^{2j} Φ( x 2^j )Ψ( y 2^j )}_{0<j≤J} avec a > 0 est un frame orthogonal de V_0.

Théorème 9 La famille F est un frame orthogonal de V_0, si et seulement si : ∀(ω_1, ω_2), |ĥ(ω_1)ĥ(ω_2)|^2 + |ĥ(ω_1)ĝ(ω_2)|^2 + |ĝ(ω_1)ĥ(ω_2)|^2 = a a > 0 Pour la démonstration, voir annexe A.4. Il est facile de voir que, dans ce cas, il n’est pas non plus possible d’avoir ĥ et ĝ pairs et F frame orthogonal.

Chapitre 3. Analyse de signaux et d’images par bancs de filtres

4 Analyse de textures : utilisation de frames de l2(Z2)

Dans ce chapitre, nous allons regarder comment décomposer des images sur les frames de l_2(Z^2), introduits au chapitre précédent. Nous insisterons, particulièrement, sur les problèmes de bords que l’utilisation de telles décompositions induisent et nous proposerons un moyen simple de les résoudre en choisissant des frames appropriés.

La seconde partie du chapitre sera consacrée à la définition de nouvelles caractéristiques de textures construites à partir des coefficients de la décomposition sur le frame. Pour la construction de ces nouvelles caractéristiques nous ferons appel à des méthodes d’analyse en composantes principales (ACP). Après avoir fait une étude de stabilité des caractéristiques en fonction de la taille du voisinage d’estimation, sur différentes textures, nous construirons deux algorithmes de segmentation non supervisée d’images texturées.

La dernière partie du chapitre comparera les algorithmes proposés à des méthodes utilisant des histogrammes. Nous mettrons alors en évidence les ressemblances entre ces méthodes et celles que nous avons développées.

4.1 Traitement des problèmes de bords dans les images filtrées par des frames de l_2(Z^2)

Dans cette section, on considère une image de taille N × M décomposée sur un frame à la profondeur J. Les coefficients de la décomposition correspondent à la projection dans 3J + 1 sous-espaces et sont notés comme au chapitre précédent : (s_J [l, m], d_{1,j}[l, m], d_{2,j}[l, m], d_{3,j}[l, m])_{0<j≤J, (l,m)∈}Z2 Nous allons déterminer à chaque échelle j, les supports des images de coefficients. Nous nous plaçons dans le cadre restrictif de filtres h et g pairs et ayant le même support. On justifie ensuite l’utilisation de tels filtres et on en exhibe un que l’on utilisera par la suite.

4.1.1 Support des images de coefficients

Considérons des filtres h et g, pairs, de même support [−r, r], où r est un entier correspondant à l’indice n maximal pour lesquels h[n] et g[n] sont non nuls. Rappelons, ensuite, que dans le cas de l’utilisation de filtres h et g pairs, les formules de décomposition vérifient les relations entre

Chapitre 4. Analyse de textures : utilisation de frames de l_2(Z^2)

échelles : s_j[l, m] =< x[k, p], h_j[k − l]h_j[p − m] >= h_{↑2}j−1 [l] ∗ h_{↑2}j−1 [m] ∗ s_{j−1}[l, m] d_{1,j}[l, m] =< x[k, p], h_j[k − l]g_j[p − m] >= h_{↑2}j−1 [l] ∗ g_{↑2}j−1[m] ∗ s_{j−1}[l, m] d_{2,j}[l, m] =< x[k, p], g_j[k − l]h_j[p − m] >= g_{↑2}j−1 [l] ∗ h_{↑2}j−1 [m] ∗ s_{j−1}[l, m] d_{3,j}[l, m] =< x[k, p], g_j[k − l]g_j[p − m] >= g_{↑2}j−1 [l] ∗ g_{↑2}j−1 [m] ∗ s_{j−1}[l, m] où s_0 est le signal initial. La définition de h_{↑2}j et de g_{↑2}j nous indique que leur support est [−2^jr, 2^jr]. On peut alors calculer la taille de chacune des images filtrées, connaissant la taille de l’image de départ. En effet :

soit s_{j−1} définie sur [0, N_{j−1} − 1] × [0, M_{j−1} − 1]. Utilisant la relation vérifiée par s_{j−1} et s_j , on déduit que s_j (l, m) est non nul pour :

(l, m) ∈ [−2^{j−1}r, N_{j−1} − 1 + 2^{j−1}r] × [−2^{j−1}r, M_{j−1} − 1 + 2^{j−1}r]

Donc, par récurrence, si l’on suppose que s_0 est non nul sur [0, N − 1] × [0, M − 1], on obtient que s_J est non nul pour :

(l, m) ∈ [ J−1∑ j=0 −2^jr, N − 1 + J−1∑ j=0 2^jr] × [ J−1∑ j=0 −2^jr, M − 1 + J−1∑ j=0 2^jr]

Il en est alors de même pour : d_{1,j} d_{2,j} d_{3,j}, qui ont le même support que s_j.

4.1.2 Traitement des problèmes de bords

On remarque, donc, que la taille des images de coefficients augmente avec la profondeur J de décomposition. Nous souhaiterions associer à chaque pixel de l’image initiale un pixel dans chaque image de coefficients. L’utilisation de filtres h et g pairs permet de ramener la taille de chaque image de coefficients à la taille de l’image initiale, par extension miroir.

Ceci revient à remplacer la valeur de chaque pixel des images de coefficients à l’échelle j, et se trouvant dans le support de l’image initiale, par la somme de la valeur du pixel considéré et du(des) pixel(s) symétrique(s) du premier point par rapport au(x) bord(s) initiaux de l’image. L’idée est alors d’associer à chaque pixel de l’image initiale les valeurs des pixels correspondants des images de coefficients, modifiées selon ce procédé.

Cette technique n’a de sens que du fait que les filtres utilisés sont pairs, et revient en fait à considérer que l’image initiale a été prolongée par symétrie par rapport aux bords puis filtrée. Le croquis de la Figure 4.1 aide à comprendre, en une dimension, en quoi la technique utilisée est équivalente à la prolongation de l’image par symétrie.

4.1. Traitement des problèmes de bords dans les images filtrées par des frames de l_2(Z^2)

Fig. 4.1 – En haut : signal f symétrisé multiplié par h, En bas : signal f multiplié par h et le symétrique de h par rapport aux bords du signal, on a : f_{sym}h = fh + fh_{sym}, lorsque les filtres sont pairs

4.1.3 Choix des filtres

Comme il n’est pas possible en utilisant des filtres h et g à la fois pairs et de longueur finie de construire un frame orthogonal de l_2(Z^2) (cf section 3.5.1), si nous choisissons des filtres h et g vérifiant ces deux propriétés pour la construction des familles de filtres selon le procédé introduit par Rioul [85] et rappelé en section 3.6, le banc de filtres obtenu n’est en aucun cas un frame orthogonal.

Cependant, nous avons considéré des filtres h et g pairs dont le support est infini et qui génèrent des frames orthogonaux ; les filtres associés aux ondelettes de Battle et Lemarié dans les cas adéquats (cf section 3.5.1). En tronquant ces filtres, les familles de filtres que l’on génère en appliquant le procédé de la section 3.5.1 sont composées d’élements pairs mais ne forment plus un frame orthogonal ( par troncature, on entend ĥ(ω) ≈ ∑_P −P h[n]e^{−inω}). Bien que les familles de filtres ne forment plus un frame orthogonal, on constate que la spécifité fréquentielle des filtres est tout à fait acceptable, comme en témoigne la représentation de ces filtres à différentes échelles en Figure 4.2.

4.1.4 Validation du choix des filtres sur des images texturées

L’utilisation de filtres tronqués associés à un frame orthogonal fait que les formules de reconstruction associées ne sont que des approximations. Cependant, en pratique, les images re-

Chapitre 4. Analyse de textures : utilisation de frames de l_2(Z^2)

Fig. 4.2 – filtres de Battle et Lemarié tronqués à l’ordre n = 4 et n = 2, pour J = 3

construites, en utilisant ces formules sur des images de coefficients obtenues par décomposition sur un banc de filtres dérivé des filtres de Battle et Lemarié linéaires tronqués, sont tout à fait satisfaisantes, comme le montre la Figure 4.3. Le banc de filtres sera donc généré à partir d’un

Fig. 4.3 – Image de droite : image initiale, Image de gauche : image obtenue par décomposition, à la profondeur J = 1, en utilisant un banc de filtres construit à partir d’un filtre de Battle et Lemarié linéaire tronqué (n = 2), puis recomposition en utilisant la formule associée au frame orthogonal

filtre de Battle et Lemarié linéaire tronqué et nous traiterons les problèmes de bords par extension miroir. Nous allons maintenant voir comment utiliser les coefficients de la décomposition sur les bancs de filtres associés pour la segmentation d’images texturées.

4.2 Notations utilisées dans les algorithmes

Dans les sections suivantes, on suppose que les coefficients aux différentes échelles issus d’une décomposition d’une image I sur le banc de filtres à la profondeur J, au point [k, l], sont écris

4.3. Approche Bayésienne pour la segmentation non supervisée des textures

sous forme d’un vecteur :

v[k, l] = s_J [k, l] d_{1,J}[k, l] d_{2,J}[k, l] d_{3,J}[k, l] . . d_{1,1}[k, l] d_{2,1}[k, l] d_{3,1}[k, l] On note P = 3J + 1, le nombre de composantes de v.

4.3 Approche Bayésienne pour la segmentation non supervisée des textures

Dans cette partie, on suppose que l’image I est composée de plusieurs textures différentes dont on connaît le nombre k. Nous allons chercher à déterminer la localisation de chacune d’entre elles dans l’image.

4.3.1 Introduction

On considère une répartition initiale des pixels de l’image en k groupes. Les proportions de pixels appartenant aux différents groupes sont notées p_1, p_2, · · ·, p_k et sont comprises entre 0 et 1. Chaque groupe est muni d’une densité de probabilité f_j(v). On définit alors la probabilité d’appartenance au groupe G_j lorsque v est observé par (formule de Bayes) : P (G_j/v) = p_jf_j (v) k∑ j=1 p_j f_j(v)

La règle consiste alors à affecter l’observation v au groupe qui a la probabilité maximale, c’està-dire, comme les dénominateurs sont toujours les mêmes, à calculer :

max_j p_jf_j (v)

Lorsque v est supposé être un vecteur gaussien qui suit une loi N(μ_j, ∑ j), où μ_j étant la moyenne empirique de chaque composante (centre de gravité), et ∑ j l’estimation de la matrice de covariance, la densité associée est :

f_j(v) = 1 (2π)^k2 |det ∑ j |^12 exp(− 1 2 (v − μ_j )^T ∑_{−1} j (v − μ_j ))

La règle Bayésienne consiste alors à minimiser :

(v − μ_j )^T ∑_{−1} j (v − μ_j) − 2 ln(p_j) + ln(|det ∑ j|) Supposons que l’on considère des variables centrées, alors la formule se réécrit :

v^{′T} D^{−1}v^′ − 2 ln(p_j) + 2 N∑ i=1 ln(σ^j_i )

Chapitre 4. Analyse de textures : utilisation de frames de l_2(Z^2)

Ces méthodes cherchent à caractériser les textures par la variance des composantes de v. Nous verrons que lorsque les variances et moyennes des composantes associées aux plus grandes échelles (les premières composantes de v) sont voisines, l’approche Bayésienne ne marche pas. Par ailleurs, il est à noter que le critère Bayésien pénalise les regroupements de petites tailles (− ln(p_j)), ainsi que les grandes variances (ln(σ_i)). Nous proposons dans la section suivante un algorithme simple de segmentation non supervisée dont l’analyse critique nous permettra de construire des algorithmes plus performants de segmentation non supervisée.

4.3.2 Méthodes des nuées dynamiques et algorithme de segmentation

Ces méthodes sont connues sous le nom d’algorithme "K means", en traitement d’images [22]. Elles supposent que l’on connaisse le nombre de textures présentes dans l’image. La démarche se fait en plusieurs étapes :

– choix de k germes aléatoires dans l’image (k nombre de textures) – première affectation en utilisant la distance euclidienne – affectations successives en utilisant le critère bayésien, jusqu’à "convergence" de la méthode. – éventuellement choix de k nouveaux germes pour vérifier la validité du résultat.

En théorie, la convergence de la méthode n’est pas assurée, car le critère bayésien n’est pas une distance. En effet, considérons un découpage de l’image en sous images E_1, ..., E_k, pour avoir la convergence non devrions pouvoir écrire que : k∑ j=1 ( ∑ v∈E_j v^T D^{−1}_j v − 2 ln(p_j) + 2 k∑ i=1 ln(σ^j_i ))^2 ≥ k∑ j=1 ( ∑ v∈E_j v^T D^{′−1}_j v − 2 ln(p^′_j) + 2 k∑ i=1 ln(σ^{′j}_i ))^2

≥ k∑ j=1 ( ∑ v∈B_j v^T D^{′−1}_j v − 2 ln(p^′_j) + 2 k∑ i=1 ln(σ^{′j}_i ))^2

où D^′_j, σ^{′j} et p^′_j sont calculés à partir de l’ensemble E_j, et B_j est le meilleur regroupement des points de l’image en fonction de ces paramètres. Le premier membre considère une répartition particulière ; on calcule alors les caractéristiques associées à ces répartitions (D^′,p^′,σ^′) sans changer l’affectation des points, dans le second membre, et enfin on affecte les points en fonction de leurs caractéristiques les plus proches (troisième membre). L’inégalité de droite est toujours vraie à condition que les termes de la somme soient positifs (i.e : x^T D^{−1}_j x−2 ln(p^′_j)+2 ∑_N i=1 ln(σ^{′j}_i ) > 0), puisque l’affectation dans le deuxième membre n’est pas optimale par rapport aux caractéristiques. Le principal problème est que la première inégalité n’est pas toujours vérifiée. Cependant, dans les cas que nous avons traités, la convergence se produit toujours, et semble indépendante des germes initiaux choisis.

4.3.3 Premiers résultats de segmentation

Dans cette partie, nous présentons un premier résultat de segmentation basé sur l’algorithme décrit plus haut (voir Figure 4.4). Nous nous sommes limités à une profondeur de décomposition J = 3, le filtre utilisé pour la détermination du banc de filtres est un filtre de Battle et Lemarié linéaire tronqué pair à cinq coefficients. Nous avons alors appliqué l’algorithme précédent à une image de deux textures en considérant un choix aléatoire de deux germes initiaux.

4.4. Approches déterministes pour la classification de textures

Fig. 4.4 – image de gauche : image composée des textures Asphalt et Misc, image de droite : résultat obtenu en utilisant le critère Bayésien

4.3.4 Interprétation du résultat

Une étude plus poussée montre que, si les résultats de segmentation sont relativement bons, cela est essentiellement dû au fait que les textures étudiées ont des natures fréquentielles très différentes (l’une haute fréquence, la texture Asphalt, et l’autre plutôt basse fréquence, la texture Misc) que le banc de filtres permet de bien caractériser. En utilisant toujours le même algorithme, mais avec des textures ayant des comportements voisins aux grandes échelles pour le banc de filtres utilisé (exemple : une image de textures comme celle de la Figure 4.7), la segmentation deviendra nettement moins fiable.

En étudiant les points frontières des textures, on constate par ailleurs que ceux-ci sont préférentiellement affectés à la texture contenant des énergies plus importantes aux grandes échelles (dans le cas de l’exemple de la Figure 4.4, un point frontière sera préférentiellement affecté à la texture Misc plutôt qu’à la texture Asphalt). De plus, de nombreux points sont mal affectés en raison de l’absence de relations spatiales entre coefficients. Nous allons développer, dans la section suivante, des algorithmes utilisant de manières diverses des ACPs, qui permettront de segmenter correctement des images texturées alors que l’analyse Bayésienne ne les traite pas correctement.

4.4 Approches déterministes pour la classification de textures

4.4.1 Méthodes de classification utilisant l’hypothèse gaussienne

Dans cette section, nous allons présenter plusieurs distances qui permettent la classification des textures. Toutes ces approches font l’hypothèse gaussienne sur le vecteur v, même si celle-ci apparaît clairement uniquement pour la première distance présentée. Matrice de covariance et distance de Mahalanobis [16] On suppose que l’image de texture I est caractérisée par le vecteur μ des moyennes de chaque composante de v et par la matrice de covariance M de v. Soit w un vecteur de caractéristiques obtenu par décomposition sur le même banc de filtre, alors on peut définir la distance, dite de Mahalanobis, de w à I par :

d^2(w, I) = (w − μ)^T M^{−1}(w − μ)

Chapitre 4. Analyse de textures : utilisation de frames de l_2(Z^2)

L’avantage d’une telle distance par rapport à la distance euclidienne est double. En mélangeant les échelles, cette distance, par le biais de la matrice de covariance, permet de prendre en compte les relations existantes entre les coefficients aux différentes échelles (redondance), dues à l’utilisation d’un frame. Ensuite, la matrice de covariance joue un rôle de normalisation des composantes. Si l’on suppose de plus que chaque composante de v est de moyenne nulle (μ = 0), nous pouvons faire le lien avec l’analyse en composantes principales, que nous détaillerons dans la section suivante. En effet, si on diagonalise, dans ce cas, la matrice de covariance M, en la supposant de rang P , on obtient : d^2(w, I) = w^T BD^{−1}B^T w

puis, le changement de variables w^′ = B^T w donne :

d^2(w, I) = w^′D^{−1}w^′

où D est une matrice diagonale telle que D[i, i] = σ^2_i . Donc, la distance peut se réécrire :

d^2(w, I) = P∑ i=1 w^′[i]^2 σ_i^2

Calculer la distance de Mahalanobis revient donc à calculer les coefficients de la décomposition, puis si ceux-ci sont de moyenne nulle, à calculer la matrice de covariance associée, pour ensuite calculer les facteurs principaux et, les composantes principales associées aux vecteurs de coefficients.

Un algorithme de classification supervisée consiste à déterminer sur un ensemble de textures de référence les paramètres μ et M et à affecter tout vecteur w à la texture de référence la plus proche au sens de la distance de Mahalanobis.

Variables centrées réduites et distance euclidienne [63] L’image de texture I est cette fois caractérisée par la moyenne des composantes de v, μ_i i ∈ [1, · · ·, P ], ainsi que par leur variance σ^2_i i ∈ [1, · · ·, P ]. La distance qu’on lui associe le plus souvent est la distance euclidienne sur les composantes centrées réduites. Cela peut être compris en remarquant que si les filtres sont suffisamment sélectifs, la corrélation entre les différentes échelles sera faible. Cette approximation sera d’autant mieux vérifiée que l’on tronque peu les filtres.

Considérons :

d^2(w, I) = P∑ i=1 (w_i − μ_i)^2

σ^2_i

Une technique de classification supervisée consiste alors à déterminer μ et σ pour un ensemble de textures de référence et à affecter tout vecteur w à la texture la plus proche. Distance associée à la médiane et à l’écart absolu moyen [98] L’image de texture I est cette fois caractérisée par la médiane des composantes de v et leur écart absolu moyen. les distances précédemment introduites présentent le désavantage que le calcul des moyennes et variances peut être soumis à des erreurs, du fait d’éléments qui s’écartent trop de la moyenne μ_i [98]. L’utilisation de la médiane et de l’écart absolu moyen est moins sensible aux valeurs aberrantes.

On note la médiane m(v) = (m(v[1]), · · ·, m(v[P ])) et l’écart absolu moyen em(v) est donné par : em(v[i]) = 1 |I| ∑ v∈I |v[i] − m(v[i])|,

4.4. Approches déterministes pour la classification de textures

Alors, la distance à I d’un vecteur w défini comme précédemment s’écrit : d(w, I) = P∑ i=1 |v[i] − m(v[i])| em(v[i]) On peut déduire alors un algorithme de classification non supervisée en utilisant le même principe qu’aux deux paragraphes précédents.

4.4.2 Motivation pour une approche déterministe sans hypothèse gaussienne

Comme il a été remarqué dans [68], la plupart des textures que l’on désire étudier ne sont, ni des échantillons gaussiens, ni des processus stationnaires. Par ailleurs, les caractéristiques extraites ne vérifient pas, non plus, ces propriétés. Lorsqu’une approche Bayésienne est utilisée ([3],[61]), l’hypothèse Gaussienne est pourtant souvent faite.

De même, l’hypothèse de stationnarité que l’on utilise lorsque l’on cherche à reconnaître localement un processus n’est pas toujours valable et celle-ci dépend, en tout cas, étroitement du voisinage de l’image sur lequel on se place.

En analyse de textures par utilisation de bancs de filtres, plusieurs points de vue contradictoires s’affrontent, quant à savoir si l’étape primordiale est la détermination du filtre sur lequel on décompose l’image [82] ou le traitement des coefficients ainsi obtenus [32]. Bien que les filtres doivent bien adaptés à l’image traitée, nous pensons que l’étape de traitement est primordiale. En effet, dans la plupart des algorithmes proposés, les coefficients obtenus par décomposition sur les filtres sont d’abord moyennés en utilisant des fenêtres carrés ([89],[95], [20]) ou des fenêtres gaussiennes, puis, ces nouveaux coefficients sont traités comme des variables Gaussiennes, ce qui est source d’erreurs. Il a été montré numériquement, dans [21], que l’hypothèse Gausienne est pratiquement toujours fausse, en étudiant la répartition des niveaux de gris de nombreuses textures.

4.4.3 Justification de la non-normalité

Pour vérifier l’invalidité de l’hypothèse gaussienne, on peut calculer le curtosis de l’ensemble des niveaux de gris de l’image, ainsi que leur asymétrie ("skewness"). On suppose que les niveaux de gris de l’image sont rangés dans un vecteur de taille N, noté (x_1, · · ·, x_N ), que l’on appelle échantillon. Si cet échantillon est Gaussien, on doit avoir chacune des deux quantités adimensionnelles suivantes égales à zéro : curt(x_1, · · ·, x_N) = 1 N N∑ j=1 ( x_j − x̄ σ )^4 − 3

asym(x_1, · · ·, x_N ) = 1 N N∑ j=1 ( x_j − x̄ σ )^3,

où x̄ représente la moyenne du vecteur x. L’asymétrie indique que les niveaux de gris ne sont pas symétriquement répartis par rapport à leur moyenne, tandis que le curtosis étudie la décroissance des niveaux de gris par rapport à leur moyenne. On peut donc définir une mesure simple permettant de savoir si l’échantillon est gaussien en considérant : G(x_1, · · ·, x_N ) = √ curt(x_1, · · ·, x_N)^2 + asym(x_1, · · ·, x_N)^2

Chapitre 4. Analyse de textures : utilisation de frames de l_2(Z^2)

Nous calculons pour les images de textures considérées la valeur de G (cf 4.5), pour vérifier l’hypothèse précédente. Etant donné la taille des échantillons, 512×512, le curtosis et l’asymètrie est très faible, et, pour toutes les textures étudiées le curtosis et l’asymétrie correspondent à une probabilité très faible (inférieure à 1 %) que les textures soient gaussiennes. G Roc 0.81 Misc 1.19 Asphalt 0.68 Grass 0.64

Fig. 4.5 – valeur du paramètre G pour les textures de référence étudiées

Nous allons développer dans les sections suivantes des algorithmes de segmentation n’utilisant pas l’hypothèse gaussienne sur v. Ceux-ci utiliseront largement les décompositions en composantes principales (ACP) que nous présentons maintenant.

4.5 Analyse en composantes principales du vecteur de coefficients

On suppose que chacune des composantes de v est de moyenne nulle et l’on construit la matrice de covariance associée : M = 1 |I| ∑ [k,l]∈I v[k, l]v[k, l]^T

qui est symétrique définie positive (si elle est de rang P), de taille P ×P et admet donc P valeurs propres positives que l’on range par ordre décroissant.

λ_1 ≥ λ_2 ≥ · · · ≥ λ_P ≥ 0

On note alors (u_1, u_2, · · ·, u_P ) une base de vecteurs propres orthonormés associés, puis H_m la matrice formée par les m premiers vecteurs propres :

H_m = u^T_1 u^T_2 . . u^T_m Les éléments u_i s’appellent les facteurs principaux. On définit ensuite la projection orthogonale, sur le sous-espace engendré par les u_i, des vecteurs v(k, l) par : c[k, l] = H_mv[k, l] , ∀[k, l] ∈ I Les éléments ainsi définis s’appellent les composantes principales. Ces composantes ont la propriété d’être décorrélées et leur variance correspond aux valeurs propres de la matrice de covariance. En effet, la variance de la ième composante de c[k, l] est : V (c_i[k, l]) = 1 |I| ∑ (k,l)∈I c_i[k, l]^2

4.5. Analyse en composantes principales du vecteur de coefficients

= u^T_i Mu_i = λ_iu^T_i u_i = λ_i.

Si on calcule maintenant la covariance de deux composantes distinctes, nous obtenons : 1 |I| ∑ (k,l)∈I c_i[k, l]c_j[k, l]

= u^T_i Mu_j = λ_ju^T_i u_j = 0

Regardons ensuite les choses du point de vue de l’approximation. Projetons v sur une famille de m vecteurs (g_j)_{j∈[1,m]} orthonormés de R^P . La décomposition s’écrit :

v̄ = m∑ j=1 < v, g_j > g_j

où <, > est le produit scalaire de l’espace R^P. Regardons alors l’erreur quadratique commise au point [k, l] : ϵ[m](v) = P∑ m+1 < v, g_j >^2 Par ailleurs, comme : E{< v, g_j >^2} =< Mg_j, g_j >, on peut alors écrire : E{ϵ[m](v)} = P∑ m+1 < Mg_j, g_j >, où E désigne la moyenne empirique. On montre alors facilement que la base qui minimise cette erreur est celle des vecteurs propres de M (facteurs principaux) associés aux P − m valeurs propres les plus petites. La projection sur les sous-espaces associés aux valeurs propres les plus grandes permet donc de trouver la meilleure approximation, au sens de : E{ϵ[m](v)} = min_{Mm} E{‖v − v_m‖^2}, où M_m est l’ensemble des familles orthonormées de taille m. Donc, la décomposition en composantes principales permet de trouver des caractéristiques, les composantes principales, réalisant l’écart minimal en moyenne quadratique avec le vecteur initial de coefficients.

Les composantes du vecteur v n’ont pas toutes le même ordre de grandeur et l’analyse en composantes principales va privilégier celles dont le module est le plus fort. Exemple :

Supposons que la structure à analyser soit uniformément Lipschitzienne α, alors nous avons la majoration suivante pour les coefficients ( voir chapitre 5) : ∀(l, m) ∈ Z^2 √ d^2_{1,j} + d^2_{,j} ≤ A2^{jα}

Donc, de l’échelle j à l’échelle j + 1, l’ordre de grandeur des coefficients est multiplié par un facteur 2^α. Autrement dit, les espaces correspondants aux basses fréquences (associés aux grandes échelles) sont favorisés par rapport à ceux correspondants aux hautes fréquences (petites échelles) pour des textures régulières. Le contraire se produisant pour des textures très irrégulières (α < 0).

Chapitre 4. Analyse de textures : utilisation de frames de l_2(Z^2)

4.6 Algorithmes de segmentation non supervisée utilisant des ACPs

Dans cette section, nous allons calculer pour différentes images de texture les facteurs principaux et les valeurs propres associés à la matrice de covariance M. Nous mettrons en évidence, le fait qu’il est facile de distinguer des textures dont les directions des facteurs principaux associés aux plus fortes énergies sont relativement différentes, et, qu’en revanche les cas difficiles se posent lorsque les facteurs principaux associés aux grandes échelles sont très similaires. Puis, nous étudierons la stabilité des facteurs principaux en fonction de la taille des voisinages servant à leur calcul ; nous parlerons d’échelles pour désigner la taille des voisinages. Cette étude nous permettra ensuite de construire des algorithmes de segmentation non supervisée utilisant les facteurs principaux.

4.6.1 Comparaison des facteurs principaux associés à différentes textures

Si nous souhaitons segmenter des images de texture en utilisant les facteurs principaux, il est nécessaire que ceux-ci soient discriminants pour les textures étudiées. Par ailleurs, les facteurs principaux ne jouent pas un rôle identique. Ceux associés aux énergies les plus fortes sont les plus représentatifs de la texture, mais aussi les plus stables en fonction de l’échelle (taille de l’échantillon servant au calcul), ce que nous allons étudier.

Sur l’exemple de la Figure 4.6, les facteurs principaux sont relativement dissimilaires aux grandes énergies. Ceci nous indique que, dans ce cas, les facteurs principaux peuvent être intéressants à utiliser. On remarque, par ailleurs, que les facteurs principaux associés aux plus faibles énergies sont relativement similaires, indépendamment des textures étudiées, ils ne sont donc pas discriminants. Un cas plus délicat où les facteurs principaux associés à la plus grande

Fig. 4.6 – valeur absolue des produits scalaires des facteurs principaux des textures Asphalt et Misc, les abscisses correspondent au indices des facteurs principaux

énergie sont très proches est présenté en Figure 4.7. L’idée la plus naturelle pour segmenter de telles textures serait alors de considérer les espaces qui sont tels que les produits scalaires entre textures différentes sont les plus faibles en valeur absolue. Nous allons faire une étude détaillée de la stabilité des facteurs principaux en fonction de la taille du voisinage qui montrera que l’idée précédente n’est pas applicable.

4.6. Algorithmes de segmentation non supervisée utilisant des ACPs

Fig. 4.7 – Image de gauche : image des textures Rock et Misc, graphe de droite : valeur absolue des produits scalaires des facteurs principaux, les abscisses correspondent ua indices des facteurs principaux

4.6.2 Stabilité des facteurs principaux et des valeurs propres en fonction de l’échelle

Dans cette section, nous considérons à nouveau une image I composée d’une seule texture et l’on suppose disposer en tout point de l’image du vecteur v, à 3J +1 composantes, des coefficients de la décomposition sur le banc de filtres. Nous procédons alors à une étude plus approfondie des valeurs propres de la matrice de covariance du vecteur v que l’on note M, comme précédemment.

On envisage un découpage de l’image I en q sous images disjointes de taille égale. On note M_k la matrice de covariance associée à la sous-image k. La matrice de covariance M des coefficients de la décomposition sur le frame vérifie : |I|M = |I_{k0} | ∑ k M_k, |I_{k0} | représentant la taille de n’importe laquelle des q sous-images. Alors, pour tout vecteur v, on a la relation : |I| < Mw, w >= |I_{k0} | ∑ k < M_kw, w > De ceci, on tire immédiatement que : |I|λ_1 ≤ |I_{k0} | q∑ k=1 λ^{(k)}_1 (1)

et : ∀i 1 ≤ i ≤ q |I|λ_1 ≥ |I_{k0} |(λ^{(i)}_1 + ∑ k≠i λ^{(k)}_P ) (2)

où λ_1 ≥ · · · ≥ λ_P sont les valeurs propres de M. Par ailleurs, par linéarité de la trace, on obtient :

|I| ∑ i λ_i = |I_{k0} | k=q∑ k=1 i=P∑ i=1 λ^{(k)}_i (3)

Chapitre 4. Analyse de textures : utilisation de frames de l_2(Z^2)

De (2), on déduit que si |I|λ_1 = |I_{k0} |λ^{(i)}_1 , alors les matrices S_k pour k ≠ i sont de rang au plus P − 1, la plus petite valeur propre étant 0. En pratique, cela ne se produit jamais et l’on a toujours : ∀i 1 ≤ i ≤ q |I|λ_1 > |I_{k0} |λ^{(i)}_1 (4) Supposons maintenant que l’on ait le même facteur principal associé à la ième valeur propre sur l’image et sur chacune des sous-images, alors on obtient : |I|λ_i = |I_{k0} | q∑ k=1 λ^{(k)}_i (5)

Supposons alors que λ^{(k)}_i = λ^{(j)}_i pour k ≠ j, alors il vient que λ_i = λ^{(j)}_i . Par ailleurs, si ∑ p λ^{(k)}p = ∑ p λ^{(j)}_p alors, on a la normalisation suivante :

λ_i p=P∑ p=1 λ_p = |I_{k0} | |I| k=q∑ k=1 λ^{(k)}_i p=P∑ p=1 λ_p = 1 q k=q∑ k=1 λ^{(k)}_i j=P∑ j=1 λ^{(k)}_j = λ^{(k)}_i j=P∑ j=1 λ^{(k)}_j .

Inversement, supposons que l’on ait : λ_i T r(S) = λ^{(1)}_i T r(S_1) = λ^{(2)}_i T r(S_2) = · · · = λ^{(q)}_i T r(S_q) alors, il vient :_{j=q} ∑ j=1 λ^{(j)}_i = ∑ j=1 T r(S_j) T r(S) λ_i = |I| |I_{k0} | λ_i. L’égalité des valeurs propres n’implique pas forcément l’existence d’un facteur principal commun.

Nous allons déterminer pour quelle valeur propre la propriété (5) est une bonne approximation. Pour cela, il faut vérifier plusieurs choses. La première est la stabilité du facteur principal associé à une valeur propre sur différentes sous-images d’une même texture prises à la même échelle et la seconde est la stabilité du facteur principal pour une même texture mais calculé à des échelles différentes.

4.6.3 Stabilité des facteurs principaux en fonction de l’échelle Dans cette partie, nous allons étudier la stabilité des facteurs principaux à une même échelle.

Comme les facteurs principaux sont orthonormés, on peut mesurer leur stabilité relative en comparant les moyennes des carrés des produits scalaires mesurées sur des sous-images de I de même taille. Nous introduisons, donc, une définition de la stabilité des facteurs principaux à une échelle donnée :

Définition 1 On dira que, pour une image de texture I, la stabilité du ième facteur principal est plus grande que celle du jème facteur principal, à l’échelle K, si, en considérant l’image découpée en sous-images de taille K × K, on a : ∑ k≠p < u^{(k)}_i , u^{(p)}_i >^2≥ ∑ k≠p < u^{(k)}_j , u^{(p)}_j >^2

où k et p désignent des sous-images de I, de taille K × K

4.6. Algorithmes de segmentation non supervisée utilisant des ACPs

On peut ensuite définir la stabilité inconditionnelle, du ième facteur principal par rapport au jème, de la manière suivante.

Définition 2 On dira que, pour une image de texture I, le ième facteur principal est inconditionnellement stable par rapport au jème, si quelque soit l’échelle K et, en considérant l’image découpée en sous-images de taille K × K, on a : ∑ k≠p < u^{(k)}_i , u^{(p)}_i >^2≥ ∑ k≠p < u^{(k)}_j , u^{(p)}_j >^2

où k et p désignent des sous-images, de taille K × K, de I

Pour les textures étudiées, nous avons une propriété de stabilité inconditionnelle du premier facteur principal par rapport aux deuxième et troisième(voir Figure 4.8).

Pour mesurer cette stabilité nous divisons chaque image de texture que l’on souhaite tester en carrés disjoints de taille égale, puis l’on effectue une analyse en composantes principales du vecteur v sur chacune des sous-images. On calcule alors tous les carrés des produits scalaires entre facteurs principaux associés aux sous-images et correspondants aux mêmes indices de valeurs propres, et l’on considère leur valeur moyenne.

Fig. 4.8 – Valeur moyenne des carrés des produits scalaires des facteurs principaux, associés aux première, seconde et troisième valeurs propres, calculés sur des sous-images dont la taille est précisée en abscisse, pour les quatre textures de référence

Chapitre 4. Analyse de textures : utilisation de frames de l_2(Z^2)

Par ailleurs, Pour avoir la propriété (5), il faut vérifier que les facteurs principaux sont stables le long des échelles. Pour cela, on calcule les moyennes des valeurs absolues des produits scalaires entre les facteurs principaux calculés à l’échelle K, sur des sous-images disjointes, avec le facteur principal calculé sur l’image complète de texture. La propriété de stabilité des facteurs princi-

32 64 128 256 fp1 0.95 0.98 0.99 1 fp2 0.75 0.92 0.98 1 fp3 0.45 0.65 0.86 1

32 64 128 256 fp1 0.96 0.99 1 1 fp2 0.77 0.88 0.96 1 fp3 0.47 0.62 0.75 1

Fig. 4.9 – Produit scalaire moyen entre le facteur principal associé aux première, seconde et troisième valeur propre donnée, calculé à partir de toute l’image et les facteurs principaux correspondant aux mêmes valeurs propres mais calculés sur des sous-images, dont la taille est précisée en entrée du tableau ; à gauche pour la texture Misc et à droite pour la texture Rock

paux n’est à peu près vérifiée, pour les textures étudiées, que par le premier facteur principal et pour des échelles K suprérieures à 50 pixels. Dans nos simulations, nous ne considérerons donc qu’un seul facteur principal, étant donné la petitesse des voisinages sur lesquels nous devrons travailler, ce qui veut dire qu’à une texture correspondra une caractéristique. Chang [16] suggère de retenir 5 ou 6 caractéristiques des textures, ce qui montre que le nombre de caractéristiques à retenir est lié à leur nature.

De nombreuses études ont été menées sur le nombre de caractéristiques à conserver pour la segmentation des textures. Les deux conclusions indubitables sont que la précision de la segmentation n’est pas une fonction croissante du nombre des caractéristiques retenues [49], et que la détermination des caractéristiques pertinentes et leur nombre dépendent du modèle utilisé ([50],[80]). Nous proposons, dans la section suivante, des algorithmes de segmentation non supervisée fondés sur un découpage hiérarchique de l’image texturée, un regroupement en régions de l’image puis une segmentation finale

4.6.4 Algorithme de segmentation non supervisée en trois étapes

Dans cette partie, on construit des algorithmes de segmentation non supervisée d’images texturées que l’on testera sur l’image de la Figure 4.11.

Détection des textures par découpage hiérarchique (étape 1) Nous pensons que le problème de la segmentation des textures est avant tout un problème d’échelle, et qu’un découpage hiérarchique de l’image (de type "coarse to fine") peut permettre une première reconnaissance des textures présentes dans l’image, puis qu’un second traitement permettra d’obtenir une segmentation correcte des images.

Les découpages hiérarchiques des images pour la segmentation des textures sont d’usage courant ([81],[92]). Les variations portent sur les critères retenus pour le découpage ; dans [92], celui-ci porte sur un paramètre de contraste et, dans [81], sur des caractéristiques locales d’histogrammes. Les approches hiérarchiques (qualifiées parfois d’approches multirésolution) permettent d’augmenter la précision des résultats, quelque soit les caractéristiques retenues pour la caractérisation des textures ([57],[69]). Expliquons alors le principe du découpage :

– On découpe initialement l’image en 2 × 2 sous-images.

– Puis, à nouveau, chaque sous-image en quatre sous-images, (I_1, I_2, I_3, I_4), et l’on estime les facteurs principaux sur chacune de ces sous-images. Notons u^{Ip}_j le jème facteur principal de l’image I_p.

4.6. Algorithmes de segmentation non supervisée utilisant des ACPs

– On calcule les distances (pour (p, p^′) ∈ {1, · · ·, 4}, p ≠ p^′) :

d̃(u^Ip , u^Ip′ ) = 1 − 1 M j=M∑ j=1 | < u^{Ip}_j , u^{Ip′}_j > |

– alors, si : max Ip,I_p′ d̃(u^Ip , u^Ip′ ) < α, on est dans une même texture, sinon il faut à nouveau découper.

– Le découpage est arrêté, lorsque la taille des sous-images n’est plus fiable pour l’estimation des facteurs principaux.

L’avantage d’un tel découpage est qu’il compare des facteurs principaux calculés aux mêmes échelles. Le nombre M de facteurs principaux à conserver est fonction de leur stabilité le long des échelles. Un exemple de décomposition est présenté sur la Figure 4.10. On présente, en Fi-

Fig. 4.10 – A: image initiale , B: exemple de découpage

gure 4.11, un exemple de découpage sur une image de textures. On constate que l’algorithme de découpage enregistre une différence angulaire plus importante du premier facteur principal à l’intérieur d’une même texture, que sur des régions contenant des frontières de textures. La texture Rock est plus instable vis-à-vis du critère retenu. L’intérêt d’un découpage plus important serait d’obtenir, après regroupement des régions, une meilleure approximation des bords. Cependant, c’est aussi un facteur d’instabilité car les facteurs principaux ne sont pas forcément stables pour des échelles petites (Figure 4.8). Nous regroupons, ensuite, les régions ainsi définies pour obtenir une première approximation des textures. Regroupement des régions (étape 2) Pour la procédure de regroupement, il est important de rappeler (cf Figure 4.9) que deux régions de taille différente peuvent avoir des facteurs principaux relativement différents, même si elles appartiennent à une même texture.

De ce fait, nous allons regrouper les régions adjacentes les plus proches, en commençant par les plus petites ; ce procédé a déjà été employé dans [81]. On définit donc le critère de regroupement suivant : min(d̃(u^I , u^{I′}) ∗ min(|I|, |I^′|)) L’avantage de la multiplication par min(|I|, |I^′|) est que l’on traite prioritairement les petites régions ; en même temps, on peut affecter une petite région à une plus grande, si les produits scalaires de leurs facteurs principaux sont suffisamment forts.

Le processus s’arrête lorsque le nombre de régions est égal au nombre de textures. Les régions ainsi obtenues sont des approximations des textures présentes dans l’image. On présente les résultats obtenus en Figure 4.12. L’intérêt de la méthode réside dans ce que l’approximation finale des textures est relativement stable en fonction du seuil. Cependant, un découpage trop important

Chapitre 4. Analyse de textures : utilisation de frames de l_2(Z^2)

Fig. 4.11 – Découpage hiérarchique de l’image en utilisant un seul facteur principal, pour α = 0.03 et α = 0.05. En première ligne, on présente le découpage en s’arrêtant à des sous-images de taille 64 pixels, et en deuxième ligne 32 pixels

de l’image peut entraîner une mauvaise estimation des caractéristiques de textures. Nous sommes donc en désaccord sur ce point avec [81], qui explique que l’on a intérêt à décomposer davantage l’image de départ que pas assez. Ceci n’est vrai que pour des textures dont les caractéristiques sont stables aux échelles considérées. En effet, pour un découpage de l’image en carrés de taille 32 pixels, on obtient le regroupement de la Figure 4.13. Il apparaît donc qu’à des échelles trop petites, les caractéristiques ne suffisent plus pour regrouper convenablement les régions. Segmentation finale (étape 3) Segmentation en utilisant uniquement les facteurs principaux Nous allons présenter des algorithmes utilisant uniquement les facteurs principaux pour la segmentation. Comme l’algorithme de regroupement assure la formation de textures connexes (d’un seul morceau), nous en tenons compte lors de cette dernière étape.

Les bords des textures peuvent être définis comme les pixels connectés à deux textures différentes, dans le sens qu’il existe, parmi les quatre pixels voisins les plus proches, deux pixels appartenant à des textures différentes.

On définit, ainsi, sur l’image obtenue après le regroupement en régions, une (ou des) frontière(s) sur l’image, que l’on va déplacer. Une des difficultés est de préserver le caractère continu de cette frontière.

4.6. Algorithmes de segmentation non supervisée utilisant des ACPs

Fig. 4.12 – Première ligne : regroupement obtenu pour un seuil α = 0.05, en utilisant un seul facteur principal. Deuxième ligne : idem avec α = 0.03

Chapitre 4. Analyse de textures : utilisation de frames de l_2(Z^2)

Fig. 4.13 – Regroupement des régions à partir d’un découpage de l’image en carrés de taille 32 × 32 pixels

Pour le regroupement des régions, l’algorithme n’utilisait qu’un seul facteur principal ; maintenant que l’on dispose d’une estimation plus précise, on peut se demander si on ne devrait pas utiliser plus de caractéristiques.

Par exemple, une technique simple consiste à calculer la somme des valeurs propres associées aux m premiers facteurs principaux et à diviser ensuite par la somme de toutes les valeurs propres (les valeurs propres sont ici toutes positives) [88]. Cette technique permet de retenir les facteurs principaux associées aux espaces de plus fortes énergies.

On présente les caractéristiques retenues pour différentes valeurs du seuil, qui correspond au pourcentage de l’énergie totale associée aux composantes principales contenue dans les sousespaces que l’on conserve, pour les textures Rock et Misc, en Figure 4.14.

seuil Misc Rock 0.5 1 1 0.7 1,2 1,2 0.9 1,2,3 1,2,3,4

Fig. 4.14 – Espaces retenus pour avoir respectivement 50 % , 70 % et 90 % de l’énergie conservée

Pour la segmentation, nous considérons des voisinages de petites tailles (exemple 64 × 64 pixels), pour le calcul des facteurs principaux, pour lesquels les deuxième et troisième facteurs principaux ne sont pas suffisamment stables (cf Figure 4.9).

Il ne faut donc pas séléctionner les facteurs principaux à retenir pour la segmentation uniquement sur un critère énergétique. Nous présenterons des résultats utilisant uniquement le premier facteur principal. Cela est relativement gênant dans la mesure où, si les axes principaux sont très proches en direction, il y aura une grande incertitude sur la segmentation finale, si on n’utilise que ce paramètre. Notre souhait serait donc de mettre en évidence une caractéristique discriminante, lorsque l’angle ne suffit plus. L’idée qui vient alors à l’esprit est de comparer les énergies dans les sous-espaces propres, en étudiant les valeurs propres. Segmentation en utilisant uniquement l’aspect énergétique des textures L’utilisation des valeurs propres comme caractéristiques n’a de sens que si les facteurs principaux associés aux différentes textures sont colinéaires. Rappelons que l’égalité des valeurs propres

4.6. Algorithmes de segmentation non supervisée utilisant des ACPs

n’entraine pas l’existence d’un facteur principal commun. Nous allons vérifier plusieurs choses dans nos simulations :

– Utiliser les valeurs propres associées à des facteurs principaux instables en fonction de l’échelle n’est pas intéressant pour la segmentation.

– La normalisation de chaque valeur propre retenue par la somme des valeurs propres est source d’erreur car cette somme est instable en fonction des échelles.

Cette étude permettra de conclure qu’il n’est pas nécessaire de conserver beaucoup d’information énergétique sur chacune des textures pour effectuer une segmentation.

Nous insisterons par ailleurs sur le fait qu’un paramètre peut s’avèrer discriminant à une échelle et source d’erreurs à une autre.

Dans de nombreux articles sur les textures, il n’est pas fait mention du problème d’échelle, qui est pourtant central pour leur segmentation, par exemple, dans [81], la segmentation finale se fait par comparaison de caractéristiques locales avec des caractéristiques globales ; or, les caractéristiques ne sont valables qu’à une échelle donnée, pour laquelle il est toujours indispensable de vérifier la stabilité de la caractéristique retenue.

Si on s’intéresse au problème difficile de la segmentation des macro-textures, pour lesquelles l’échelle du calcul des caractéristiques est primordiale, les algorithmes de segmentation du type de celui proposé dans [81] seront inefficaces.

Dans notre étude, il nous apparaît que les valeurs propres associées aux facteurs principaux sont caractéristiques intéressantes, lorsqu’elles sont liées à des facteurs principaux stables et que ceux-ci sont proches des facteurs principaux associés aux autres textures présentes dans l’image. La stabilité est liée à l’énergie contenue dans le sous-espace considéré et l’on rejoint ici l’analyse faite par [16], qui proposait de ne conserver, de leur décomposition en ondelettes que les composantes associées aux plus fortes énergies à une échelle.

La différence majeure entre notre approche et celle proposée dans [16] réside dans la détermination des espaces que l’on considère stables.

En effet, dans [16], les espaces les plus stables pour caractériser des textures correspondent aux espaces situés à la racine de l’arbre associé à la décomposition en paquets d’ondelettes et les plus instables se situent vers les feuilles. Si l’on décompose une image sur un banc de filtres, tel que celui que l’on utilise, les espaces les plus stables ne correspondent pas aux espaces proches de la racine qui contiennent peu d’énergie comparativement aux feuilles.

4.6.5 Résultats

Segmentation en utilisant uniquement des facteurs principaux Nous présentons, dans cette section, deux types d’algorithmes, la caractéristique retenue étant le facteur principal associé à la plus grande valeur propre. Nous considérons un premier algorithme qui, partant de la répartition texturale obtenue à la fin de l’étape 2, modifie les frontières des textures. On définit les frontières des textures comme l’ensemble des points qui ont, parmi leur quatre plus proches voisins, deux voisins appartenant à des textures différentes [81]. On calcule alors les facteurs principaux en chaque point des frontières ; ces points sont, ensuite, affectés à la texture de référence, dont les caractéristiques ont été calculées lors de l’étape 2 et en utilisant la distance décrite à l’étape 1, sous réserve que l’on ne crée pas de point isolé, i.e, que dans la nouvelle image segmentée, un point ne puisse avoir tous ses plus proches voisins appartenant à des textures différentes de celle à laquelle il est affecté. On recalcule alors les caractéristiques des textures de référence et on itère le procédé jusqu’à stabilisation de l’image segmentée.

Au cours de cette phase, peuvent apparaître des "trous" dans la segmentation obtenue, qui sont

Chapitre 4. Analyse de textures : utilisation de frames de l_2(Z^2)

dûs à une mauvaise estimation des facteurs principaux. Le fait de considérer des voisinages relativement grands permet de rémédier à ce problème.

On présente les résultats de segmentation à différentes étape du processus en Figure 4.15. Pour

Fig. 4.15 – Résultats de l’algorithme au bout de 10, 20 et 30 itérations

limiter le coût en temps de calcul, il est possible de considérer un processus de segmentation un peu différent. On choisit un ensemble de points de référence disposés sur une grille cartésienne, en lesquels on calcule les facteurs principaux en se basant sur des voisinages de taille variable. Un point quelconque est ensuite affecté à la texture de référence la plus souvent reconnue au voisinage du point. Les résultats sont présentés en Figure 4.16. Utilisation de critères énergétiques pour la segmentation On entend par là que l’on va chercher à utiliser les valeurs propres dans le processus de segmentation.

– soit on considère une seule valeur propre (la première, associée à l’énergie la plus forte) – soit plusieurs valeurs propres que l’on normalise par la somme des valeurs propres Lorsque l’on utilise plusieurs valeurs propres, on peut déterminer le nombre de valeurs propres intéressantes à retenir en disant que l’on souhaite conserver un certain pourcentage α de l’énergie, i.e. on détermine la plus petite valeur de p telle que : ∑_p i=1 λ_i ∑_{3∗J+1} k=1 λ_k > α. Dans le premier cas, on note p_{ref} = 1 et p_{ref} = p, dans le second. On considère alors N points répartis sur une grille cartésienne, en lesquels on calcule les caractéristiques, puis on affecte

4.6. Algorithmes de segmentation non supervisée utilisant des ACPs

Fig. 4.16 – Résultats de segmentation en utilisant le premier facteur principal et en prenant un point sur 6 comme point de référence, les voisinages pour la recherche de la texture de référence sont des carrés de côté, à gauche, 64 pixels et, à droite, 32 pixels.

chacun des N points à la texture la plus proche. La distance utilisée lors de l’affectation est la suivante : d(β, β_{ref}) = k=p_{ref}∑

k=1 |β_k − β^{ref}_k | β_k + β^{ref}_k où β_k sont les caractéristiques retenues.

On affecte alors un point quelconque à la texture à laquelle les points de référence voisins ont été le plus souvent affectés.

On présente les résultats pour le second type de caractéristiques (les valeurs propres normalisées), en considérant une ou plusieurs caractéristiques, en utilisant des carrés de côté 64 pixels pour l’affectation des points de référence en Figure 4.17 et des carrés de taille 32 pixels en Figure 4.18.

Fig. 4.17 – Résultats de segmentation en considérant la première valeur propre normalisée et un point sur 6 comme point de référence; les voisinages pour la recherche des textures de référence sont des carrés de taille 64 pixels

On constate que l’augmentation du nombre de caractéristiques n’améliore pas la précision de la segmentation ; ceci est dû au fait que, dans notre cas, la première valeur propre est bien

Chapitre 4. Analyse de textures : utilisation de frames de l_2(Z^2)

Fig. 4.18 – Résultats de segmentation en considérant la première valeur propre normalisée et un point sur 6 comme point de référence ; les voisinages pour la recherche des textures de référence sont des carrés de taille 32 pixels

discriminante pour chacune des deux textures, et que, par ailleurs, l’hypothèse de colinéarité des facteurs principaux n’est à peu près vérifiée que pour ceux associés à la plus grande valeur propre.

Par ailleurs, la segmentation n’empêche pas la formation de textures non connexes. L’étude de la segmentation d’images en utilisant le premier type de caractéristiques (valeur propre seule), va nous permettre de donner un sens, en terme de valeurs propres, aux régions mal affectées lors de la segmentation utilisant les valeurs propres normalisées. En effet, si l’on utilise comme critère la première valeur propre sans aucune normalisation on obtient le résultat de segmentation de la Figure 4.19.

Fig. 4.19 – Segmentation en utilisant la première valeur propre sans normalisation. Les voisinages utilisés pour la recherche de la texture de référence sont des carrés de côté 64 pixels

Cette segmentation permet de mettre en évidence que les régions mal affectées, en utilisant la normalisation par la somme des valeurs propres, sont des régions qui ne vérifient pas la propriété que la somme des valeurs propres est constante à une même échelle. En fait, comme les résultats de segmentation sont corrects en utilisant uniquement la première valeur propre, on en déduit que la somme des N − 1 dernières valeurs propres n’est pas constante.

4.6. Algorithmes de segmentation non supervisée utilisant des ACPs

4.6.6 Liens entre critère énergétique et facteurs principaux

Dans notre étude, nous avons remarqué que si l’on a un facteur principal commun à S et aux S_k associé à la première valeur propre, on a : |I|λ_1 = |I_{k0} | ∑ k λ^{(k)}_1

et si λ^{(k)}_1 est stable par rapport à k, alors les valeurs propres sont égales. Donc, l’étude des valeurs propres n’est intéressante que dans la mesure où il existe un facteur principal commun ; même si l’on a une valeur propre commune le facteur principal dépend des autres valeurs propres. On peut envisager de regrouper les informations concernant valeurs propres et facteurs principaux au sein d’une même distance que l’on définit par : d((u, λ), (u^{ref}, λ_{ref} )) = (1 − | < u^{ref}_1 , u_1 > |) × ( |λ_1 − λ_{1ref} | λ_1 + λ_{1ref} )

Ainsi, on affecte un point à une texture, uniquement si le premier facteur principal et la première valeur propre coïncident. On visualise les résultats de segmentation en utilisant ce critère en Figure 4.20. Sur les exemples traités, les résultats obtenus ne sont pas meilleurs en utilisant le

Fig. 4.20 – Segmentation en utilisant une distance incorporant le premier facteur principal et la valeur propre associée et en prenant un point sur 6 comme point de référence

premier facteur principal et la valeur propre associée. Bien que très proches pour les deux textures étudiées, les facteurs principaux associés à la première valeur propre suffisent pour effectuer une segmentation. Dans le cas où les facteurs principaux associés aux plus grandes valeurs propres sont rigoureusement colinéaires, l’étude des valeurs propres est nécessaire.

4.6.7 Intérêt des caractéristiques retenues

Le principal avantage de ces deux méthodes de segmentation est qu’elles ne font aucune hypothèse sur la nature statistique des données considérées.

Dans toutes les approches qui utilisent directement les coefficients, se pose le choix de la distance pour l’affectation des points , alors que, dans les méthodes proposées, on dispose d’une distance naturellement liée aux caractéristiques et ne faisant pas intervenir leurs ordres de grandeur. Dans [95], une méthode fondée sur une décomposition en composantes principales a été utilisée,

Chapitre 4. Analyse de textures : utilisation de frames de l_2(Z^2)

mais la décomposition est dans ce cas globale, ce qui a plusieurs conséquences : si les textures testées contiennent des énergies importantes, il est possible que la première composante principale ne puisse pas bien discriminer les deux textures. En effet, c’est aussi celle de plus grande variance ; donc, si les moyennes sont proches la discrimination est difficile. Ensuite, l’analyse en composantes principales réalisée est liée à l’image de textures étudiée mais non spécifiquement à chacune des textures présentes dans l’image, contrairement à l’analyse locale qui permet d’extraire des caractéristiques intrinsèques à chaque texture.

Nous avons déjà développé deux méthodes de segmentation, sans que soit faite l’hypothèse gaussienne. Nous allons regarder une autre méthode classique utilisant les histogrammes et comparer les résultats avec les méthodes précédentes.

4.7 Segmentation non supervisée de textures à l’aide d’histogrammes

Dans cette section, on suppose que l’on dispose toujours, en tout point, du vecteur v à 3J + 1 composantes associé à la décomposition sur le banc de filtres de l’image I. Dans un premier temps, nous insistons sur la façon de construire les histogrammes. Puis nous étudions leur stabilité en fonction de la taille du voisinage servant à leur calcul. Après avoir fait une analyse critique des résultats obtenus, nous proposons un algorithme de segmentation non supervisée selon le même schéma que précédemment : découpage hiérarchique de l’image, regroupement en région et segmentation finale.

Une approche fondée sur l’utilisation d’histogrammes de coefficients issus de décomposition sur un banc de filtres a été utilisée par [43], mais en choisissant a priori les filtres à utiliser, dans ce cas des filtres de Gabor, et en ne précisant pas la construction pratique des histogrammes. L’approche par histogrammes présente l’avantage de préserver beaucoup plus d’information que les statistiques couramment utilisées (comme, par exemple, la variance des coefficients), son inconvénient principal étant que son estimation correcte nécessite beaucoup de points et un temps de calcul relativement long.

Nous présentons dans la section suivante une méthode de construction d’histogrammes.

4.7.1 Construction d’histogrammes à partir d’image de coefficients

On peut considèrer que chaque composante de v est représentée par une image de coefficients. Soit y[k, l] un coefficient d’une image associée à une composante et un voisinage V centré en [k, l]. Soit h un paramètre ; les points y[k^′, l^′] de V vérifiant : |y[k, l] − y[k^′, l^′]| < h 2 ont pour cardinal n_y, à partir duquel on définit une densité par : f(y[k, l]) = n_y nh , Où n est le nombre de points de V .

En pratique, cette construction est beaucoup trop coûteuse et nous choisissons a priori des points y[k, l] sur l’image autour desquels on estime la densité.

Un moyen simple de déterminer des points convenables est de considérer l’écart-type empirique

4.7. Segmentation non supervisée de textures à l’aide d’histogrammes

de y sur l’image , σ(I), puis de se restreindre à l’intervalle [m − ασ(I), m + ασ(I)], où m est la moyenne de la composante, même si l’on sait que y n’est pas gaussienne. Les paramètres pour la construction des histogrammes sont donc h,α, le nombre de points y[k, l] et leur position. Plus h sera petit, meilleure sera la précision du calcul ; nous verrons, cependant, que considérer un paramètre h trop petit est pénalisant si le voisinage V est trop petit.

Une fois que l’on a déterminé un choix de paramètres pertinents pour le calcul de l’histogramme sur toute l’image, on peut en utilisant les mêmes paramètres définir des histogrammes locaux de coefficients.

4.7.2 Stabilité des histogrammes en fonction de l’échelle

Dans cette section, on considère que l’on a décomposé sur le banc de filtres une image de texture, qui donne naissance à un ensemble d’image de coefficients. On s’intéresse alors à une image, I, de coefficients de la décomposition, pour laquelle on calcule l’histogramme en utilisant k points, en fixant leur position et en donnant à m, α et h des valeurs particulières. On dispose donc d’un histogramme f caractéristique de l’image. En utilisant les mêmes paramètres on peut définir des histogrammes f̃ sur n’importe quelle sous-image de I. Nous menons une étude des paramètres de définition de l’histogramme en étudiant leurs effets sur la distance :

d(f, f̃) = 1 P i=P∑ i=1 |f(i) − f̃(i)| f(i) + f̃(i) Influence des paramètres sur la stabilité Les images de coefficients à partir desquelles on calcule les histogrammes peuvent être les coefficients issus de la décomposition sur le banc de filtres ou ces derniers que l’on a décomposé en composantes principales.

Les autres degrés de liberté retenus sont le nombre de points de référence dans chaque intervalle [m − ασ(I), m + ασ(I)], ainsi que leur position, ainsi que le choix de h.

Dans nos simulations, nous avons décidé de considèrer uniquement des découpages de [m − ασ(I), m + ασ(I)] en intervalles de taille égale, et d’estimer la densité de points sur chacun de ces intervalles, ce qui impose h et les points y[k, l]. Les résultats de l’analyse sont présentés en Figure 4.21 (pour l’analyse sans ACP), et en Figure 4.22 (pour l’analyse avec ACP)i Pour les deux textures de référence étudiées plus haut, nous regardons comment évoluent les histogrammes des trois premières composantes, en calculant la distance moyenne d’un histogramme calculé sur une sous-image à l’histogramme de référence calculé sur l’image complète.

De cette étude, il ressort plusieurs choses. La première est que l’instabilité des histogrammes augmente avec la diminution de la taille des intervalles de calcul (augmentation du nombre des intervalles). Ensuite, les axes associés aux plus grandes énergies ne sont pas les plus stables, ce qui altère leur pouvoir discriminant.

4.7.3 Discussion de la pertinence de l’utilisation d’histogramme de coefficients pour la segmentation non supervisée d’images texturées

Nous avons essayé d’appliquer une procédure de segmentation non supervisée identique à celle présentée en début de chapitre, i.e, découpage hiérarchique en utilisant les histogrammes de coefficients, regroupement en régions en utilisant la distance entre histogrammes introduite à la

Chapitre 4. Analyse de textures : utilisation de frames de l_2(Z^2)

composante 1 256 128 64 32 2 intervalles 0.02 0.06 0.11 0.17 5 intervalles 0.05 0.12 0.24 0.39 composante 1 256 128 64 32 2 intervalles 0.05 0.07 0.08 0.11 5 intervalles 0.09 0.14 0.20 0.31

composante 2 256 128 64 32 2 intervalles 0.005 0.01 0.02 0.039 5 intervalles 0.02 0.06 0.11 0.20 composante 2 256 128 64 32 2 intervalles 0.0065 0.01 0.017 0.02 5 intervalles 0.02 0.05 0.08 0.17

composante 3 256 128 64 32 2 intervalles 0.006 0.017 0.02 0.04 5 intervalles 0.02 0.05 0.11 0.20 composante 3 256 128 64 32 2 intervalles 0.007 0.013 0.016 0.03 5 intervalles 0.03 0.06 0.09 0.17

Fig. 4.21 – Distance moyenne de l’histogramme calculé sur des sous-images à l’histogramme de référence calculé sur l’image complète, en fonction de la taille de la sous-image, pour la texture Misc en colonne de gauche et Rock en colonne de droite

composante 1 256 128 64 32 2 intervalles 0.02 0.06 0.10 0.16 5 intervalles 0.05 0.12 0.24 0.38 composante 1 256 128 64 32 2 intervalles 0.04 0.05 0.06 0.08 5 intervalles 0.08 0.12 0.18 0.28

composante 2 256 128 64 32 2 intervalles 0.001 0.03 0.06 0.08 5 intervalles 0.03 0.07 0.13 0.2 composante 2 256 128 64 32 2 intervalles 0.03 0.04 0.05 0.07 5 intervalles 0.05 0.09 0.1 0.17

composante 3 256 128 64 32 2 intervalles 0.005 0.013 0.023 0.04 5 intervalles 0.02 0.04 0.09 0.15 composante 3 256 128 64 32 2 intervalles 0.01 0.02 0.029 0.044 5 intervalles 0.02 0.004 0.069 0.13

Fig. 4.22 – Distance moyenne de l’histogramme calculé sur des sous-images à l’histogramme de référence calculé sur l’image complète, en fonction de la taille de la sous-image, pour la texture Misc en colonne de gauche et Rock en colonne de droite, les coefficients étant issus d’une analyse en composantes principales

section précédente, puis segmentation finale, mais les résultats de l’étape de regroupement sont toujours très médiocres.

La raison essentielle des mauvais résultats obtenus est le nombre très important de caractéristiques de texture générées, par cette approche par histogrammes.

Depuis le début de notre étude, nous avons délibéremment choisi d’analyser les textures par décomposition sur un banc de filtres, la construction d’histogrammes à partir des coefficients est trop instable pour être utiliser directement.

Nous allons proposer un nouvel algorithme qui n’utilise pas les mêmes caractéristiques pour les étapes de découpage hiérarchique de l’image et de regroupement en régions d’une part, et pour la segmentation finale d’autre part.

4.7.4 Histogrammes de niveaux de gris et découpage hiérarchique

En étudiant les textures précédentes, on remarque que les histogrammes de niveaux de gris sont relativement stables (Figure 4.23).

Ces histogrammes présentent l’avantage d’être faciles à calculer, et de fournir un faible nombre de

4.7. Segmentation non supervisée de textures à l’aide d’histogrammes

256 128 64 32 2 intervalles 0.025 0.05 0.1 0.15 5 intervalles 0.028 0.06 0.12 0.2

256 128 64 32 2 intervalles 0.04 0.06 0.07 0.1 5 intervalles 0.07 0.16 0.25 0.31

Fig. 4.23 – Distance moyenne de l’histogramme des niveaux de gris calculé sur des sous-images à l’histogramme des niveaux de gris calculé sur l’image complète, pour la texture Misc en colonne de droite et Rock en colonne de gauche

caractéristiques . Par ailleurs, on constate toujours que la multiplication du nombre d’intervalles est un facteur d’instabilité (cf Figure 4.23).

On considère maintenant l’image de deux textures que nous avons déjà étudié au début du chapitre. Nous allons voir comment procèder à un découpage hiérarchique puis à un regroupement en régions en utilisant comme caractéristiques de textures l’histogramme des niveaux de gris. Pour le découpage hiérarchique on applique rigoureusement la méthode de la section 4.4.4 et on obtient le regroupement de la Figure 4.24.

Fig. 4.24 – Découpage hiérarchique en utilisant les histogrammes des niveaux de gris, en effectuant un découpage de l’intervalle des niveaux de gris de l’image en 3 sous-intervalles, et en considérant un seuil de 0.2 pour l’arrêt du découpage

Si nous utilisons une procédure de regroupement analogue à celle utilisée dans le cas de la décomposition en utilisant les facteurs principaux, étant donné que les fluctuations des niveaux de gris sont trop importants sur des petits voisinages, le regroupement est inefficace. Si l’on veut pouvoir estimer correctement les régions, il faut définir un nouveau processus de regroupement, en tenant compte des phénomènes d’échelle.

Quand une region est "petite" elle est regroupée à sa voisine la plus proche dont la taille est la plus proche de la sienne. Lorsque les régions ainsi regroupées atteignent une taille critique, pour laquelle les histogrammes de niveaux de gris sont jugés fiables, les regroupements se font en fonction des histogrammes et non de la taille des régions considérées. On peut alors construire la distance suivante, qui tient compte de ces phénomènes d’échelle. Soit D une région, et soit V (D) l’ensemble des régions voisines de D et , taille_{max}, la taille critique du voisinage au delà de laquelle on estime que les histogrammes de niveaux de gris sont des caractéristiques fiables. On peut alors formuler le problème de la manière suivante ( T signifiant le taille) :

Chapitre 4. Analyse de textures : utilisation de frames de l_2(Z^2) Si pour tout D^′ ∈ V (D), T (D^′) ≥ taille_{max} et T (D) ≥ taille_{max} d(f, f^′) = taille_{max}^2 1 P i=P∑ i=1 |f(i) − f^′(i)| f(i) + f^′(i)

Sinon, si par exemple T (D) ≥ taille_{max} et T (D^′) < taille_{max} ou inversement, si, par exemple, T (D) < taille_{max} et T (D^′) ≥ taille_{max}, nous avons : d(f, f^′) = min(T (D), T (D^′))taille_{max} 1 P i=P∑ i=1 |f(i) − f^′(i)| f(i) + f^′(i) et, si T (D) ≤ taille_{max} et T (D^′) ≤ taille_{max} : d(f, f^′) = min(T (D), T (D^′))^2 1 P i=P∑ i=1 |f(i) − f^′(i)| f(i) + f^′(i)

Avec un tel algorithme, nous regroupons les zones de taille inférieure à taille_{max} entre elles, puis les zones de taille inférieure à taille_{max} restantes avec les zones de taille supérieure à taille_{max} les plus proches, et, enfin, les zones de taille supérieure à taille_{max}. Les résultats du regroupement apparaissent en Figure 4.25.

Fig. 4.25 – Résultat du regroupement pour un paramètre taille_{max} = 64 × 64 pixels

On constate donc que la procédure de regoupement des régions doit être adaptée au type de caractéristiques retenues. La distance proposée est particulièrement bien adaptée au regroupement des régions, contenant des macro-textures dont les caractéristiques fluctuent beaucoup à petite échelle. Une fois que l’on a une estimation à peu près correcte des régions, il est alors possible de procéder à la segmentation finale.

4.7.5 Segmentation en utilisant des histogrammes de coefficients Nous allons voir que les histogrammes de niveaux de gris, ne peuvent permettre une segmentation correcte des textures ; nous montrerons que l’on peut utiliser alors les histogrammes des coefficients de la décomposition sur le banc de filtres pour effectuer l’étape de segmentation.

Nous partons donc du regroupement en textures obtenu à la section précédente, et calculons les histogrammes de niveaux de gris de référence associés à chaque région ainsi définie et les

4.7. Segmentation non supervisée de textures à l’aide d’histogrammes

histogrammes de niveaux de gris en des points situés sur une grille régulière de l’image. On affecte à ces derniers un label en fonction de l’histogramme de référence le plus proche. Les autres points de l’image sont ensuite affectés du label le plus souvent apparu dans le voisinage du point considéré. La Figure 4.26 montre les résultats de la segmentation en utilisant une densité de points variables.

Fig. 4.26 – segmentation de l’image en utilisant des histogrammes de niveaux de gris calculés sur des sous-images de taille 64 × 64 pixels ; le nombre de sous-intervalles pour la construction des histogrammes est 3 sur l’image de gauche ; on considère un point sur 6 dans chaque direction comme point de référence pour l’image de gauche et tous les points dans l’image de droite

On remarque que, même si l’on considère tous les points, il demeure toujours principalement des régions mal affectées. L’utilisation d’histogrammes de niveaux de gris pour segmenter les macro-textures n’apparaît pas pertinent.

Nous allons montrer que l’utilisation des histogrammes issus des coefficients de la décomposition sur le banc de filtres permet la segmentation correcte des textures.

Etant donné que le nombre de caractéristiques issues des histogrammes des coefficients de la décomposition est nettement plus élevé que dans le cas des histogrammes de niveaux de gris précédents, nous allons réduire leur nombre. Pour cela, sur les régions obtenues après la phase de regroupement, nous effectuons une analyse en composantes principales, et nous décidons de ne conserver que les espaces contenant le plus d’énergie, en appliquant le critère utilisant les valeurs propres pour déterminer les espaces à conserver. Ayant calculé les histogrammes de référence sur les espaces contenant le plus d’énergie, pour chaque région, nous définissons la procédure d’affectation d’un point à une texture.

Pour savoir si un point appartient à une texture, le principe de l’algorithme est alors de projeter les vecteurs de coefficients en chaque point d’un voisinage du point considéré sur les bases des facteurs principaux associées à chaque région, puis de calculer les histogrammes des projections sur le voisinage. On compare, alors, les histogrammes obtenus à ceux des régions de référence, et l’on affecte le point à la région la plus proche.

Pour diminuer le temps de calcul, on utilise la même technique que précédemment en considérant un certain nombre de points de référence, on donne un label aux autres points en fonction du comportement des points de référence situés dans leur voisinage 4.27.

Dans cette étude, nous avons constaté un phénomène intéressant, à savoir qu’il n’est pas forcément judicieux d’utiliser les mêmes caractéristiques pour le découpage initial de l’image et pour la reconstruction. En effet, pour le découpage de l’image, qui permet d’avoir un aperçu

Chapitre 4. Analyse de textures : utilisation de frames de l_2(Z^2)

Fig. 4.27 – On considère les espaces propres tels que α = 0.9, et l’on divise ensuite chaque intervalle en 3 sous-intervalles, l’image de gauche présente les résultats en prenant un point sur 6 comme point de référence, et celle de droite en considérant tous les points

grossier du contenu textural, nous avons vu que l’utilisation des coefficients de la décomposition sur le banc de filtres est peu fiable.

En revanche, lorsque l’on dispose d’une estimation des textures de l’image, la sélection des espaces contenant le plus d’énergie par le biais d’une analyse en composantes principales puis construction d’histogrammes associés permet d’obtenir une segmentation fiable.

Comme lors de l’étude que nous avions faite des facteurs principaux et des valeurs propres, nous constatons que sélectionner les espaces à conserver sur le critère des valeurs propres (cf section 4.4.5) n’est pas adapté.

En effet, on remarque toujours qu’une région de petite taille est mal affectée. Quelque soit la précision utilisée lors de l’affectation (i.e, le nombre de points de référence dans chacune des directions), cette zone demeure mal affectée.

Cette région correspond sensiblement à la région mal reconnue en considérant la normalisation par la somme des valeurs propres. Cela laisse supposer que cette mauvaise affectation est due au fait que les composantes sur certains espaces propres associés aux valeurs propres différentes de λ_1 fluctuent beaucoup. C’est ce que nous vérifions en Figure 4.28. Certaines composantes qui ont une signification en terme énergétique pour la texture peuvent ne pas être discriminantes pour la segmentation.

Nous allons juste brièvement présenter deux méthodes alternatives de segmentation avant de conclure.

4.8 Approche fractale pour la segmentation des textures

Soit S un ensemble borné de R^n, soit N(s) le nombre minimal de boules de rayon s nécessaire pour recouvrir S. Si S est un objet fractal, objet que l’on définit mathématiquement sous la forme d’ensemble auto-similaire, et si D est sa dimension, on a alors la relation : N(s) ∼ s^{−D}, ce que l’on réecrit sous la forme :

D = − lim_{s→0} log(N(s)) log(s)

4.8. Approche fractale pour la segmentation des textures

Fig. 4.28 – segmentation en utilisant uniquement l’histogramme associé à la valeur propre la plus grande

Dans [18], les caractéristiques de textures extraites sont les dimensions fractales de la texture, de l’image des niveaux de gris les plus hauts et les plus bas, et des images lissées dans le sens des colonnes et des lignes respectivement. La multiplication des caractéristiques est nécessaire dans la mesure où deux ensembles auto-similaires peuvent avoir la même dimension fractale. Un phénomène plus important est que les textures ne sont pas forcément des ensembles autosimilaires, et l’on peut améliorer les résultats en considérant les dimensions multi-fractales des ensembles [18] [77].

Une autre méthode consiste à estimer le spectre de singularités. Soit I une image ; pour chaque valeur de régularité Lipschitzienne α (voir chapitre suivant pour la définition de la régularité Lipschitzienne), on détermine la dimension fractale des ensembles sur lesquels l’image a une régularité α. On obtient, ainsi, une fonction D(α) qui caractérise les singularités présentes dans l’image, le principal obstacle à son utilisation pour la segmentation des textures étant un coût de calcul très élevé.

Une autre approche liée aux fractales consiste à considérer les textures comme des réalisations de processus auto-similaires. Pour plus de détails, voir [55].

4.8.1 Méthodes variationnelles

Les méthodes variationnelles sont des méthodes qui envisagent le problème de segmentation sous la forme d’une minimisation d’énergie dont la forme peut s’écrire :

E(u, K) = ∫ Ω/ K (u − g)^2dx + λl(K),

où K est une frontière et, l(K) la longueur de cette frontière. Il est à noter que, si l’on se donne une frontière fermée K, alors Ω est composé d’éléments connectés O_i et la minimisation globale revient à effectuer une minimisation sur chacun des éléments O_i, i.e, u =^1_{Oi} ∫ O_i g(x)dx. Donc,

la minimisation équivaut à la recherche d’une frontière minimisant une énergie (pour plus de détails et des résultats de segmentation, voir [72]).

Chapitre 4. Analyse de textures : utilisation de frames de l_2(Z^2)

4.9 Conclusion

Nous avons étudié les textures du point de vue de leur structure et nous avons écrit de nouveaux algorithmes de segmentation non supervisée d’images texturées. Nous avons mis en évidence le rôle des valeurs propres et des facteurs principaux obtenus grâce à une analyse en composantes principales.

Cette étude nous a permis de montrer que la stabilité des caractéristiques en fonction des échelles est primordiale pour la segmentation. L’étude par histogrammes que nous avons faite ensuite est intéressante, dans la mesure où elle offre une autre caractérisation des textures, et que les résultats obtenus sont relativement similaires. Par ailleurs, cela permet de constater que les sous-espaces discriminants en utilisant les facteurs principaux et les valeurs propres le sont aussi lorsque l’on considère les histogrammes.

L’intérêt de l’étude porte aussi sur la constatation que l’on n’a pas besoin de connaître complétement le contenu énergétique des textures pour effectuer une segmentation, et sélectionner les paramètres en fonction de critères énergétiques n’est pas judicieux. Pour la segmentation à l’aide de facteurs principaux, sélectionner les caractéristiques sur un critère de stabilité le long des échelles nous est apparu pertinent. En revanche lorsque l’on utilise des histogrammmes, un critère de sélection pertinent reste à définir.

Dans la partie suivante, nous allons nous intéresser à l’étude de la régularité Lipschitzienne des textures, puis nous essaierons de comprendre la nature des bords des textures.

5 Etude de la régularité Lipschitzienne des textures et de leurs bords

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier la régularité des textures, en faisant l’hypothèse que celles-ci sont des fonctions Lipschitziennes α, dont nous donnerons au préalable une définition. Nous verrons que cette hypothèse n’est pas valide pour caractériser les textures gaussiennes (i.e, les textures qui sont la réalisation d’un processus gaussien), mais peut en revanche être plus facilement utilisée pour la caractérisation de macro-textures contenant des bords significatifs ; nous verrons, néanmoins, que ce critère est plus instable que ceux précédemment utilisés. Par ailleurs, nous construirons un algorithme de détermination des bords des textures, qui bien que partiel, donnera toutefois des informations intéressantes sur leur nature.

5.1 Définitions

Dans cette section, nous allons rappeler quelques définitions dont on se servira par la suite :

Définition 1 Une fonction f est Lipschitzienne α ≥ 0 en ν, s’il existe K > 0, et un polynôme de degré m = E(α), où E désigne la partie entière, tel que : ∀t ∈ R |f(t) − P_ν (t)| ≤ K|t − ν|^α (1) Une fonction f est uniformément Lipschitzienne α sur [a, b], si elle satisfait (1) pour tout ν ∈ [a, b], avec K indépendant de ν.

La régularité Lipschitzienne de f en ν ou sur [a, b] est le sup des α tel que f est lipschitzienne α.

Remarques :

– Dans le cas où la fonction f est Lipschitzienne en ν avec 0 ≤ α < 1, alors la condition (1) se simplifie en : ∀t ∈ R, |f(t) − f(ν)| ≤ K|t − ν|^α – Dans le cas ou f est uniformément Lipschitzienne α > m alors f est de classe C^m.

On peut par ailleurs, définir la régularité Lipschitzienne des distributions de la manière suivante :

Définition 2 Une distribution admet comme régularité Lipschitzienne α sur [a, b] si sa primitive admet comme régularité Lipschitzienne α + 1 sur [a, b]

Enfin on définit la régularité Lipschitzienne d’une fonction f en dimension 2 par :

Chapitre 5. Etude de la régularité Lipschitzienne des textures et de leurs bords

Définition 3 Une fonction f est uniformément Lipschitzienne d’ordre 0 < α < 1 sur [a, b]×[c, d] si :

∀(x_1, y_1)(ν_1, ν_2) ∈ [a, b] × [c, d]

|f(x_1, x_2) − f(ν_1, ν_2)| ‖(x_1 − ν_1, x_2 − ν_2)‖^α < C 5.2 Théorèmes de régularité et ondelettes

5.2.1 Théorème de régularité en dimension 1

Nous donnons ici un théorème caractérisant les fonctions uniformément Lipschitziennes en dimension 1.

Théorème 1 Soit Ψ une ondelette de classe C^n, si f ∈ L^2(R) est uniformément Lipschitzienne d’ordre α ≤ n sur [a, b] et, si l’on définit : W f(u, s) = ∫ R^{f(t) 1√sΨ(t − us )dt,} alors, il existe A > 0 tel que : ∀(u, s) ∈ [a, b] × R^+, |W f(u, s)| ≤ As^{α+ 1}2 Réciproquement, supposons que f soit bornée et que W f(u, s) satisfasse l’inégalité précédente pour une valeur α < n, qui n’est pas entière, alors f est uniformément Lipschitzienne sur [a + ϵ, b − ϵ], pour tout ϵ

5.2.2 Théorème de régularité en dimension 2

Nous allons voir comment s’étendent en dimension 2 les propriétés précédentes. Nous nous plaçons directement dans le cadre des échelles dyadiques s = 2^j utilisées en traitement d’images.

Nous proposons ici deux approches de calcul de régularité Lipschitzienne. La première a été développée par Mallat [65], en utilisant des ondelettes splines et la seconde se place dans le cadre plus général d’ondelettes quelconques obtenus par analyse multirésolution.

– Algorithme de Mallat :

L’étude de Mallat étant destinée à la caractérisation des bords des images, l’approche est voisine de celle de Canny [10].

Le principe est que les bords d’une image f, définie comme une fonction de R^2 dans R, sont obtenus comme maxima de la norme du gradient de f, dans la direction de celui-ci. Mallat considère, dans un premier temps, la convolution de f avec θ appartenant à l’ensemble des fonctions lisses définies comme l’ensemble des fonctions d’intégrale égale à 1 sur R^2 et qui tendent vers 0 à l’infini. On obtient alors une nouvelle fonction f̃ = f ∗ θ. On cherche ensuite les bords de cette nouvelle image f̃. Utilisant l’algorithme de Canny, il détecte les bords en calculant les maxima de ‖∇f̃‖, dans la direction de ∇f̃, définis par : ∇f̃ = (_{∂f ∗θ} ∂x ∂f ∗θ ∂y ) = ( f ∗^{∂θ}_{∂x} f ∗^{∂θ}_{∂y} )

où θ est une fonction lisse, donc Ψ_1(x, y) =^{∂θ(x,y)}_{∂x} et Ψ_2(x, y) =^{∂θ(x,y)}_{∂y} sont des ondelettes. Ainsi, les bords de l’image sont caractérisés par les maxima de Mf(x, y, s) =

5.3. Régularité Lipschitzienne d’images tests √ W^1f(x, y, s)^2 + W^2f(x, y, s)^2 dans la direction du vecteur (W^1f(x, y, s), W^2f(x, y, s)) où : W^if(x, y, s) = ∫ ∫ f(u, v) 1 s Ψ_i( x − u s , y − v s )dudv Soit 0 < α < 1, considérons des ondelettes Ψ_1 et Ψ_2 telles que celles-ci soient Lipschitziennes d’ordre supérieur strictement à α et telles que : ∫ ∫ ‖(x, y)‖^αΨ_i(x, y) < ∞ pour i ∈ {1, 2} alors on a l’équivalence : f est Lipschitzienne d’ordre α si et seulement si

Mf(x, y, 2^j) ≤ A2^{j(α+1)} pour tout j ∈ Z

Mallat [64] a montré que ces résultats s’étendent au cas où f est une distribution. Nous allons vérifier numériquement cette propriété dans la section suivante. Considérons une base d’ondelettes 2D obtenue par analyse multirésolution 1D, puis par produit tensoriel et l’on suppose, de plus, que l’ondelette Ψ et la fonction échelle Φ sont à support compact. Considérons les produits scalaires de f, à l’échelle j, avec les fonctions suivantes :

(2^{−j} Ψ(2^{−j}(x−k))Φ(2^{−j}(y−p)), 2^{−j}Φ(2^{−j}(x−k))Ψ(2^{−j}(y−p)), 2^{−j}Ψ(2^{−j}(x−k))Ψ(2^{−j}(y−p)))_{(p,k)∈}Z2,

Si f est uniformément Lipschitzienne 0 < α < 1 sur [a, b] × [c, d], en posant : Nf(k, p, 2^j) = 1 2^j √ < f(x, y), Ψ(2^{−j}(x − k))Φ(2^{−j}(y − p)) >^2 + < f(x, y), Φ(2^{−j}(x − k))Ψ(2^{−j}(y − p)) >^2

nous avons la propriété suivante : Nf(k, p, 2^j) ≤ C2^{j(1+α)} Cette majoration permet de caractériser la régularité Lipschitzienne de f si ΦΨ est suffisamment régulière (Lipschitzienne d’ordre strictement supérieur à α).

5.3 Régularité Lipschitzienne d’images tests

Nous allons étudier la régularité Lipschitzienne de deux types de singularités, un échelon, que l’on représente par une image à moitié blanche et à moitié noire et un Dirac, que l’on représente comme un point noir au milieu d’une image blanche. Ces singularités correspondent à une reégularité Lipschitzienne égale à −1 pour le Dirac et 0 pour la fonction échelon.

Pour cela, nous étudions le comportement des coefficients Nf(x, y, 2^j), en fonction de j, puis de Mf(x, y, 2^j). – Les ondelettes de Daubechies sur-échantillonnées :

Pour le calcul de Nf(x, y, 2^j), on utilise des ondelettes de Daubechies ainsi que les fonctions échelles associées. Le calcul de la régularité Lipschitzienne s’effectue en étudiant la décroissance du maximum des coefficients Nf(x, y, 2^j) en fonction des échelles, par une méthode de régression linéaire.

Nf(x, y, 2^j) ≤ A2^{j(1+α)} ⇒ log_2(Nf(x, y, 2^j)) ≤ j(1 + α)

Chapitre 5. Etude de la régularité Lipschitzienne des textures et de leurs bords

Si l’on considère une échelle logarithmique, la décroissance du maximum des coefficients doit s’effectuer selon une droite de pente 1+α. Nous faisons l’hypothèse que que log_2(Nf(x, y, 2^j)) suit une trajectoire rectiligne aux trois premières échelles échelles dyadiques et nous considérons pour le calcul de α la droite de régression associée. La valeur trouvée n’est pas conforme à la théorie. En effet, une ondelette continue devrait suffire à l’estimation correcte des régularité dans les deux cas étudiés, i.e. D4 devrait donner de bons résultats (voir Figure 5.1). La raison d’un tel écart est liée au fait que log_2(Nf(x, y, 2^j)) ne suit pas une trajectoire rectiligne aux échelles considérées.

D4 D8 D12 D20 régularité Lipschitzienne -0.78 -0.79 -0.95 -0.97

D4 D8 D12 D20 régularité Lipschitzienne -0.03 -0.11 -0.02 -0.09

Fig. 5.1 – Calcul de la régularité Lipschitzienne pour un Dirac (en haut) et une fonction échelon (en bas), en utilisant les ondelettes de Daubechies (D4 indique deux moments nuls, D8 indique 4 moments nuls et ainsi de suite)

– Les ondelettes splines :

On étudie ici le comportement des ondelettes utilisées dans [65], qui sont des ondelettes splines quadratiques à support compact, en appliquant rigoureusement l’algorithme proposé, notamment concernant les constantes de normalisation. Pour un Dirac, on obtient une régularité Lipschitzienne de −0.999124 et, pour un échelon, 0.000875. L’avantage de telles ondelettes est qu’elles permettent l’estimation correcte de la régularité Lipschitzienne des distributions, tout en ayant un support limité.

5.4 Régularité Lipschitzienne des textures

Dans cette section, nous allons étudier la régularité Lipschitzienne de différentes textures en utilisant les ondelettes splines quadratiques introduites par Mallat dans [65]. Nous voulons estimer la régularité Lipschitzienne uniforme des textures ainsi que la stabilité de cette régularité en fonction de la taille du voisinage de calcul considéré.

Pour effectuer une telle mesure, nous calculons les coefficients Mf(k, p, 2^j) en tout point de l’image de texture dont on souhaite calculer la régularité, pour plusieurs valeurs de j, puis, on découpe l’image de texture en sous-images disjointes carrées de taille égale. Sur chacune de ces sous-images, nous calculons la régularité Lipschitzienne uniforme en utilisant les coefficients Mf(k, p, 2^j). On calcule alors la moyenne des régularités trouvées ainsi que leur écart-type, pour une taille de sous-images donnée, et l’on compare les résultats avec la régularité obtenue sur toute l’image.

Ce type d’approche n’est intéressant que s’il permet de caractériser convenablement les textures, i.e, de voir si la régularité est à la fois un facteur stable en fonction de la taille de la sous-image considérée et discriminant par rapport à d’autres textures. Le tableau de la Figure 5.2 présente les résultats obtenus. Cette étude permet de constater que les textures qui se rapprochent le plus des textures gaussiennes (Asphalt et Grass) ne peuvent être caractérisées par leur régularité Lipschitzienne. Des outils statistiques simples permettent de mieux les caractériser.

Ce qui nous intéresse surtout est l’étude des macro-textures et, en particulier, les textures Rock

5.5. Etude des frontières des textures

512 128 64 32 16 8 Misc 0.29 (0.32,0.03) (0.31,0.07) (0.29,0.1) (0.28,0.13) (0.29,0.22) Rock 0.28 (0.23,0.05) (0.22,0.06) (0.20,0.09) (0.17,0.15) (0.20,0.25) Asphalt 0.07 (0.02,0.12) (0.004,0.11) (-0.015,0.14) (-0.03,0.16) (-0.02,0.22) Grass 0.09 (0.06,0.06) (0.06,0.07) (0.06,0.10) (0.03,0.13) (0.01,0.19)

Fig. 5.2 – Régularité Lipschitzienne calculée sur chaque sous-image, en étudiant la décroissance des maxima en fonction des échelles, on représente la moyenne et l’écart-type empiriques des régularités Lipschitziennes trouvées pour différentes taille de sous-images (en entrée du tableau)

et Misc pour lesquelles nous avons des éléments de comparaison. On remarque que, pour ces textures, la régularité Lipschitzienne est très instable pour des tailles de sous-images inférieures à 64 × 64 pixels, la comparaison est, dans ces cas, difficile entre les textures Rock et Misc. Nous pensons que l’étude du spectre des singularités doit permettre, au prix d’un temps de calcul beaucoup plus long, une caractérisation plus fine des textures : c’est l’objet de l’analyse multifractale.

5.5 Etude des frontières des textures

Mis à part des cas très particuliers, les frontières de textures n’ont pas de régularité Lipschitzienne bien définie ; c’est pourquoi nous n’allons pas utiliser ce paramètre et privilégier des considérations géométriques. Le point de vue qui consiste à considèrer la segmentation des textures par l’étude de leurs frontières à été adopté dans [107].

Le principe de l’algorithme développé dans cet article est de déterminer une localisation approximative des frontières des textures. A partir de ces frontières approximatives, on peut alors définir une zone frontière, dans laquelle on va chercher la vraie frontière, de la manière suivante : B = {x/d(x, p) < D , p ∈ L x ∈ I}, où L est la frontière à l’échelle considérée et I l’image. La valeur 2 ∗ D correspond au diamètre du voisinage utilisé pour le calcul.

L’étude servant à la localisation exacte du bord est fondée sur la détection de bords, que l’on classe en deux catégories : la première, les frontières des textures et la seconde, les bords intérieurs aux textures. Ces catégories sont déterminées en utilisant des propriétés du niveau de gris de l’image.

Nous allons voir comment les ondelettes permettent d’obtenir une approximation des bords, nous ne ferons pas la distinction entre bord et frontière. Pour cela, nous allons déterminer les maxima locaux du module de la transformée en ondelettes dans la direction du gradient de l’image filtrée, selon l’algorithme introduit par Mallat, et former les chaînes de maxima qui sont significatives, selon un critère que nous allons préciser.

5.5.1 Principe de l’algorithme

Nous allons donner une nouvelle définition des bords des images, mais avant cela précisons que les bords vont être cherchés parmi les maxima locaux de Mf(x, y, 2^j) dans la direction du vecteur W f(x, y, 2^j) = (W^1f(x, y, 2^j), W^2f(x, y, 2^j)).

En Figure 5.3, on représente une image de quatre textures [9], l’image des coefficients Mf(k, l, 2) et enfin l’image des maxima dans la direction de W f(k, l, 2) ; les détails de construction seront

Chapitre 5. Etude de la régularité Lipschitzienne des textures et de leurs bords

présisés dans la section "mise en place de l’algorithme".

Nous voyons déjà que la valeur des maxima ne peut pas caractériser seule les frontières d’une texture, ce qui importe le plus est l’organisation spatiale de ces maxima. La seconde étape de l’algorithme consiste à isoler les maxima appartenant à des chaînes de maxima, et, la dernière, à construire un algorithme de regroupement des chaînes.

Fig. 5.3 – image en haut à gauche : image de textures, image en haut à droite : image des coefficients Mf(k, l, 1), image du bas : image des maxima de Mf(k, l, 1) dans la direction du vecteur W f(k, l, 2^j)

5.5.2 Construction des chaînes de maxima

Dans notre étude, nous nous limiterons à l’utilisation de la première échelle (j = 1) pour l’étude des bords des textures. En effet, les frontières de textures, sauf dans des cas triviaux, correspondent à des singularités difficilement détectable lorsque l’échelle augmente. Nous allons comparer deux façons de construire des chaînes de maxima, l’une naturelle et implémentée dans [66] et, l’autre, nouvelle, mieux adaptée au traitement des bords des textures. Première méthode (Classique [66])

– On construit une chaîne de maxima en partant d’un maximum local (k, l) et l’on regarde si, dans la direction orthogonale au vecteur W f(k, l, 2), se trouve un maximum local. Supposons qu’il en existe un.

– Soit (k^′, l^′) ce maximum local. Si, partant de ce point, il existe un unique maximum local dans la direction orthogonale à W f(k^′, l^′, 2), différent de (k, l) alors on prolonge la chaîne

5.5. Etude des frontières des textures

par ce maximum. S’il n’existe pas d’autre maximum local dans la direction orthogonale au vecteur W f(k^′, l^′, 2), (k, l) mis à part, (k^′, l^′) est un bout de chaîne. Enfin, si l’on a deux maxima locaux distincts de (k, l), dans la direction du gradient, on prolonge la chaîne dans la direction induisant le plus grand rayon de courbure, de façon à induire le bord le plus régulier possible.

Cette méthode, efficace lorsque l’on a des bords disjoints, est difficile à appliquer lorsque les bords ne sont pas réguliers, i.e, lorsque le vecteur W f(k, l, 2) varie. Par ailleurs, le principal inconvénient est que l’on ne peut pas forcément parcourir les chaînes de maxima d’une extrémité à l’autre. Etant donnée une image, le regroupement des maxima locaux en chaînes de maxima n’est pas unique. Cela est dû à l’éventuelle irrégularité du bord ou à la jonction de bords, ce dernier cas se produisant très couramment au niveau des frontières des textures. Seconde méthode (Méthode par symétrie) Nous introduisons une relation de voisinage sur les maxima locaux voisins. Soient (k, l) et (k^′, l^′) deux maxima locaux voisins, on définit : (k, l) ∼ (k^′, l^′) ⇔ { (k^′ − k, l^′ − l) ∈ vect(W f(k, l, 2))^⊥ (k − k^′, l − l^′) ∈ vect(W f(k^′, l^′, 2))^⊥ On définit ensuite les chaînes de maxima, que l’on assimile aux bords des textures, en considérant l’ensemble des couples de maxima locaux liés par la relation précédente. Si un point appartient à deux couples, c’est un point intérieur à une chaîne, sinon s’il appartient à un seul couple, c’est un bout de chaîne.

L’avantage d’une telle construction est que, partant d’un bout de chaîne de maxima, si l’on souhaite remonter cette chaîne, on retombe sur l’extrémité de départ. Un maximum local ne peut appartenir qu’à au plus une chaîne.

Les bords ayant été déterminés, nous écrivons un algorithme dont le but est de retrouver les portions manquantes des bords. La section suivante récapitule les différentes étapes et détaille le procédé de regroupement des bords.

5.5.3 Mise en place de l’algorithme

La première étape est de déterminer les maxima des coefficients Mf(k, l, 2) dans la direction du vecteur W f = (W^1f, W^2f). Appelons θ(k, l) l’angle entre W f(k, l, 2) et le vecteur horizontal orienté vers la droite (voir Figure 5.4), cet angle appartenant à [0, 2π]. Alors, la recherche du maximum dans la direction de W f(k, l, 2) se fait de la manière suivante :

– si θ(k, l) ∈ [0, arctan( √ 2 − 1)] ∪ [π − arctan( √ 2 − 1), π] ∪ [π, π + arctan( √ 2 − 1)] ∪ [2π − arctan( √ 2 − 1), 2π], alors comparaison avec la valeur aux points (k, l − 1) et (k, l + 1) – si θ(k, l) ∈ [arctan( √ 2 − 1), arctan( √ 2 + 1)] ∪ [π + arctan( √ 2 − 1), π + arctan( √ 2 + 1)], alors comparaison avec la valeur aux points (k − 1, l + 1) et (k + 1, l − 1) – si θ(k, l) ∈ [π−arctan( √ 2+1), π−arctan( √ 2−1)]∪[2π−arctan( √ 2+1), 2π−arctan( √ 2− 1)], alors comparaison avec la valeur aux points (k + 1, l + 1) et (k − 1, l − 1) – si θ(k, l) ∈ [arctan( √ 2+1), π−arctan( √ 2+1)]∪[π+arctan( √ 2+1), 2π−arctan( √ 2+1)], alors comparaison avec la valeur aux points (k − 1, l) et (k + 1, l).

Les bornes des intervalles sont trouvées en comparant les produits scalaires entre le vecteur (cos(θ(k, l)), sin(θ(k, l))), et les vecteurs directeurs associés aux directions du centre du pixel considéré aux pixels voisins. Sur la Figure 5.4, on trouve dans chacun des pixels voisins de (k, l) les vecteurs directeurs correspondant aux directions du centre du pixel (k, l) au centre du pixel considéré.

Chapitre 5. Etude de la régularité Lipschitzienne des textures et de leurs bords

Fig. 5.4 – On représente la direction des axes sur l’image, le pixel (k, l) et ses voisins, la direction

θ(k, l) et la direction des centres des pixels voisins de (k, l), vus depuis le centre de celui-ci

Pour la recherche des bords, on effectue juste une rotation de^π_2 , des directions de recherche

précédente, i.e :

– si θ(k, l) ∈ [0, arctan( √ 2 − 1)] ∪ [π − arctan( √ 2 − 1), π] ∪ [π, π + arctan( √ 2 − 1)] ∪ [2π −

arctan( √ 2 − 1), 2π], alors comparaison avec la valeur aux points (k + 1, l) et (k − 1, l)

– si θ(k, l) ∈ [arctan( √ 2 − 1), arctan( √ 2 + 1)] ∪ [π + arctan( √ 2 − 1), π + arctan( √ 2 + 1)],

alors comparaison avec la valeur aux points (k + 1, l + 1) et (k − 1, l − 1)

– si θ(k, l) ∈ [π−arctan( √ 2+1), π−arctan( √ 2−1)]∪[2π−arctan( √ 2+1), 2π−arctan( √ 2− 1)], alors comparaison avec la valeur aux points (k − 1, l + 1) et (k + 1, l − 1)

– si θ(k, l) ∈ [arctan( √ 2+1), π−arctan( √ 2+1)]∪[π+arctan( √ 2+1), 2π−arctan( √ 2+1)],

alors comparaison avec la valeur aux points (k, l − 1) et (k, l + 1).

On détermine ensuite les bords en utilisant la méthode par symétrie, présentée dans la section

précédente. En Figure 5.5, on représente les bords de longueur supérieure à 5 pixels.

Fig. 5.5 – image des bords de longueur supérieure à cinq pixels de l’image de texture étudiée

5.5. Etude des frontières des textures

Comme les bords générés sont discontinus, il est nécessaire de les regrouper pour essayer de reconstruire les frontières des textures, ainsi que les bords intérieurs aux textures. Comme nous n’avons pas construit de modèles permettant de distinguer un bord intérieur à une texture d’une frontière, les résultats obtenus sur le regroupement seront peu lisibles, cependant nous pourrons en déduire une comparaison des différents algorithmes de reconstruction, que nous allons présenter maintenant, en nous limitant aux résultats de reconstruction sur les frontières des textures.

Nous présentons successivement trois méthodes différentes de calcul de la direction de prolongation des bords. La première cherche à prolonger chaque bord dans la direction orthogonale au vecteur W f(k, l, 2), où (k, l) est une extrémité d’un bord. La seconde cherche à prolonger chaque bord dans la direction du gradient moyen, dont on précisera la définition , et enfin la troisième propose une méthode de prolongation dans la direction du bord, calculée sans l’utilisation d’ondelettes. Nous comparerons les résultats des trois méthodes en termes de reconstruction des frontières des textures.

Les trois méthodes ne diffèrent que par la définition des directions de prolongation. Le principe de l’algorithme, dans chacun des trois cas, est de regarder à l’extrémité de chaque bord i quel est le bord j dont l’extrémité est la plus proche, dans un voisinage de taille donnée de l’extrémité que l’on considère, en utilisant la fonction coût :

W_{ij} = 2 − cos(θ_{ji}) − cos(θ_{ij})

dont on cherche le minimum. La signification des angles θ_{ij} et θ_{ji} se trouve en Figure 5.6. Pour donner un sens à cette fonction coût, il faut préciser que les bords que l’on cherche à reconstruire sont de classe C^1. Les différentes méthodes portent donc sur la façon d’évaluer θ_{ij} et θ_{ji}. Première méthode (direction orthogonale au gradient) :

Fig. 5.6 – Visualisation des angles entre le bord et la direction de prolongation utilisée pour reconstruire le bord

La procédure consiste à considérer l’orthogonal au vecteur W f calculé à l’extrémité du bord B_i, puis, de rechercher dans un voisinage de cet extrémité le minimum de W_{ij}. On détermine ainsi le bord B_j et l’on calcule les angles θ_{ij} et θ_{ji}. Seconde méthode (direction du gradient moyen) :

Au lieu de prolonger dans la direction orthogonale au gradient aux extrémités, nous allons prolonger dans la direction orthogonale au gradient moyen. Ce gradient moyen est calculé sur le bord B_i à l’aide de : D1 = 1 |B_i| ∑ (k,l)∈Bi |W^1f(k, l, 2)|

D2 = 1 |B_i| ∑ (k,l)∈Bi |W^2f(k, l, 2)|

Chapitre 5. Etude de la régularité Lipschitzienne des textures et de leurs bords

Si, sur le bord B_i, les coefficients W^1f et W^2f sont majoritairement de même signe, alors la direction du gradient moyen est donnée par :

∇B_i = arctan( D2 D1 ) Si, sur le bord B_i, les coefficients W^1f et W^2f sont majoritairement de signe opposé, alors la direction du gradient moyen est donnée par :

∇B_i = − arctan( D2 D1 ) Donc, dans le premier cas, la direction orthogonale au gradient est donnée par : ∇B_i^⊥ = π 2 + arctan( D2 D1 ) et, sinon, par : ∇B_i^⊥ = π 2 − arctan( D2 D1 ) On recherche alors le minimum de W_{ij} en utilisant la direction de prolongation ainsi définie, et l’on calcule, alors, θ_{ij} et θ_{ji}.

Troisième méthode(direction du bord) :

Dans ce paragraphe, on détermine la direction de prolongation en utilisant directement les directions moyennes des bords déterminés par la méthode par symétrie. La direction de prolongation des bords est donc déterminée par :

∇B_i^⊥ = arctan ( ordo(E(B_i)_1) − ordo(E(B_i)_2) absc(E(B_i)_1) − absc(E(B_i)_2) ) , où E(B_i)_1 et E(B_i)_2 représentent les extrémités du bord B_i, absc et ordo signifiant abscisse et ordonnée.

Pour chacune des trois méthodes, on vient de déterminer quel était le plus proche voisin de chaque extrémité. On regroupe alors les bords en considérant d’abord les bords les plus longs identifiés par la méthode par symétrie puis en imposant que le coût de la reconstruction soit inférieur à un certain seuil. Par ailleurs, la recherche des bords voisins s’effectue sur plusieurs tailles de voisinage en commençant par reconstruire les bords en considèrant une échelle minimale puis, lorsque l’algorithme s’arrête, en regardant les reconstructions possibles pour une taille de voisinage plus importante. Les résultats de la reconstruction sur l’image des quatre textures présentée au début du chapitre sont visibles pour les trois méthodes respectivement en Figure 5.7, en Figure 5.8 et en Figure 5.9. Pour chacune des trois méthodes seuls les bords de longueur supérieure à 5 pixels ont été considérés.

5.6 Analyse des résultats

Cette étude a permis de mettre en évidence les problèmes de définition des bords des images à partir des coefficients d’ondelettes, et nous avons introduit une définition non ambigüe.

Ensuite, nous avons comparé plusieurs méthodes de regroupement des bords et, il apparaît au niveau des frontières de textures que prolonger dans la direction orthogonale au vecteur W f(k, l, 2) est beaucoup trop instable. Cela montre aussi clairement que des résultats, qui sont vrais si l’on considère les bords d’une image supposée être une fonction continue, se trouve

5.6. Analyse des résultats

démentis lorsque l’on considère l’image d’un point de vue discret.

La méthode de prolongation dans la direction du bord donne les meilleurs résultats au niveau des frontières des textures.

Un développement futur consistera à voir comment obtenir des frontières fermées de textures et de comparer les résultats obtenus avec l’analyse des textures faite au chapitre précédent.