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. Interpolation polynomiale

1.1 PROBLEME D’'INTERPOLATION

Soit f : [a,b] — IR une fonction définie sur l'intervalle [a, b] & valeurs réelles. Considérons
des abscisses distincts zg,x1,...,2z, de [a,b]. Un polynome P, de degré < n avec des
coefficients réels est appelé polynome d’interpolation si

Pn(.’lfz) :f(l'i), izO,l,...,n.

On posera f(z;) =y;, it =0,1,...,n.
f

Interpolation polynomiale.

Les termes principaux du probleme :
[ 1.] Existence de solution : Etant donné n + 1 valeurs distincts x;, on cherche un

polynome de degré n admettant ces valeurs,
[ 2.] unicité de la solution,

[ 3.] méthode de résolution praticable,
[ 4.] qualité de la (des) solution(s) : la solution correspond a 'attente de I'utilisateur.

Le polynome P, peut s’écrire de la forme suivante :

P,(z) = Zaixi, a; € R,
i=0
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ou ag,...,a, sont des nombres réels.
Les coefficients aq, ..., a, vérifient le systeme de n + 1 équations linéaire suivant :

n
=0

Sous forme matricielles, on obtient

2 n
1 =z g ... Ty ap Yo
1 =z a3 ... ¢ a Y1
1 2 n
Tn Ty ... Ty an, Yn

Cette matrice de coefficients est connue comme matrice de Vandermonde V.

detV = H H (i — xj).

i=0 j=i+1
Le déterminant de Vandermande est non-nul si et seulement si les x; sont distincts.
Le systeme d’équations admet une solution unique.

Théoréme Il existe une solution unique pour le probléeme d’interpolation.

1.2 METHODE DE LAGRANGE (1736-1813)

Lagrange :

Joseph-Louis Compte de Lagrange (1736-1813), mathématicien franais, né en Italie. En
1755 : prof. de Géométrie a 1’école royale d’Antillerie de Turin, a fondé 'académie des
sciences (en Italie), a succédé a Euler comme directeur des mathématiques a 'académie
des sciences a Berlin. Revient en France apres la mort de Fréderic Le grand, s’est occupé
des problemes iso paramétriques, a fondé le calcul des variations, a contribué au calcul des

probabilités, a la théorie des équations et a la théorie des groupes.

La méthode consiste a déterminer les polynomes de base l; € P, tels que :

- {1 i)

sinon
I,(X)
& m
~
X X, X, Xg\

le polynome [;, pour n = 3 et j = 2
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Le polynome d’interpolation s’écrit sous la forme

@ZE:wH@

La valeur de P en x; est Z?:o yili(xz;) = yi; ¢ = 0,...,n. C’est donc le polynéme
d’interpolation cherché.

Forme explicite :
n

r—x;  (z—zo)(x—m1)...(x —xj_1)(T —zjqp1) ... (T —2y)

.Tj — X N (.Tj — ZL'())(.Tj — 33'1) . (CL']' — .Tj_l)(l'j — ZL']'_|_1) e (.Tj — .Tn)

lj(x) =
i=0,i#j

Exemple : n =2, g =0, 1'1—%, Ty = 1;
Pa(z) = 3(z — 5)(z — Dyo + (—3)z(z — Dy1 + 32(z — 5)y2.
Remarque:

- L’algorithme n’est pas tres pratique.
- Il faut completement recommencer a calculer les [;(x), si on rajoute des abscisses en
plus.

Remarque : base duale

Soit V' un espace vectoriel de dimension n + 1 et ¢g, Pp1,...,¢, n + 1 formes linéaires
indépendantes sur V. Alors il existe une unique base wqg, w1, ...,w, de V, dite base duale
des ¢; telle que :
1 sii=3
bilws) = {0 sinon.

Avec cette base, on peut explicitement résoudre le probleme suivant :
Trouver v € V' tel que ¢;(v) =y;, i =0,...,n. (Les y; sont des réels donnés).

n
v = E YW
J=0

Car ¢;i(v) = 35_oyibi(wj) = yi, i = 0,...,n.
Dans le cas de l'interpolation polynomiale, on a : V =P, et ¢;(P) = P(x;), i =0,...,n.
Pour P € P,,. ®; sont des formes linéaires sur V, elles sont des applications qui associent

La solution est

a un polynome P sa valeur en x;. On trouve alors : w; = [;.



1.3 INTERPOLATION D’'HERMITE (1822-1901)

Hermite : Chales Hermite, 1822-1901, mathématicien franais, algebriste arithmeticien, a

développé la théorie des fonctions, notamment les fonctions elliptiques. Avait des difficultés

pour passer ces examens (6 ans pour obtenir son premier diplome)

D’une maniere générale, on parle d’interpolation d’Hermite quand 'interpolation ne porte

pas seulement sur les valeurs de la fonction mais aussi sur les valeurs des dérivées. On
calcule le polynéme Ps € Ps tel que : P3(0) = yo, P5(1) = y1, P5(0) = y;,, P5(1) =y;. En
suivant le principe général de Lagrange (base duale), on a donc les quatre fonctionnelles

suivantes, définies sur P : ¢o(P3) = P5(0), ¢1(P3) = Ps5(1), ¢p2(P3) =
Pj(1), et on doit chercher la base de P5 duale des ¢;.
Par exemple wy € P5 doit vérifier :

wo(0) = 1, wp(1) = 0,wy(0) = 0,wj(1) =0,
alors que w3 € P5 vérifiera :
w3(0) = 0, w3(1) = 0,w3(0) = 0,ws(1) = 1.

Graphiquement, les polynomes w; ont 1’allure suivante

Pg(O), ¢3(P3) =

polynomes de base d’Hermite.

Un calcul élémentaire conduit & :

wo(z) = (1 —2)%(1 + 22)
wi(z) = 2%(3 — 2x)
wy(z) = (1 —z)%x

ws(z) = 2%(x — 1)
La solution du probleme est explicitement :
P(z) = yowo(z) + y1wi(x) + yowa(x) + yrws(z).
Remarque :

Pour tout polynéme P,, de degré n, on a (developpement de Taylor) :

P,(z) = P,(0) + 'P’(0)+ 'P”(0)+...+xn—7:P,§”)(0).
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La base canonique peut étre considérée comme la base duale de P, des fonctionnelles

suivantes :
B0 PJ(0 P (0
QO(PR):Pn(O% ®1(Pn): 1(' )7 ®2(Pn):#7"'7®n(Pn): n'( )
et ainsi le polynome P, € P,, vérifiant
P (0
(I)Z(Pn): ()—au 2—0, ,n

s’écrit explicitement :

1.4 METHODE DE NEWTON (1643-1727)

Newton Sir Isaac Newton, 1643-1727, environ un siecle avant Lagrange, phisicien, as-
tronome, mathématicien anglais. Est souvent considéré comme le plus influent scientifique
de tout le temps ... Calcul différentiel, algebre, géométrie analytique, loi de la gravité et
loi du mouvement des planetes ... Profésseur & Combridg, représentant de I'université au
parlement et président de la “Royal Society”.

La méthode de Newton est basée sur la notion de différence divisée d’une variable réelle.
On définie la différence divisée d’ordre 1 de f relativement a deux abscisses « et 3 distincts
par :
f(B) — flo)

B—a

On voit que 5&7 s représente la pente de la corde correspondant aux deux abscisses « et

Sapf =

B. C’est la dérivée premiere du polynéome d’interpolation de degré 1 de f en a et [3.
On voit aussi que si f admet une dérivée premiere continue, il existe £ € [a, ] tel que

Oa5f = f'(€)-

a B
diffirence divisée d’ordre 1



Si I'on a des abscisses z;, i = 0,...,n, toutes distinctes, on pourra donc former les
différences divisées d’ordre 1 suivantes :

1Lf _ f@)—f(=o)
To,T1 r1—xo

1 f _ f(z2)—f(z1)
z—1,72 - To—T1

51 = i)

Tn—1,Tn Ty —Tn—1

On forme ensuite les différences divisées d’ordre 2 (basées sur trois abscisses) de la faon

suivante :
1 1
52 _ 5I1I2f B 6$0$1f
$0€E1$2f_
T2 — Xo
1 1
52 _ 5$2$3f B 6061062f
$1€E2$3f_
r3 —T1

1 1
6Inflmnf - 6In72xn71f

Tpn —Tp-2

2 _
6$n—2$n—1$nf -
Si on remplace les différences divisées d’ordre 1 par leurs expressions, on obtient

fx2)—f(z1) _ f(z1)—f(=o0)
52 f — T2—T1 T1—To

ToL1I2 332 _ ﬁEO

f(x0) N f(z1) N f(z2)

B (5170—331)(%—332) (~T1 —330)(331 —~T2) (332—5170)(@ —331).

Ainsi la différence divisée d’ordre 2 est une combinaison linéaire des valeurs de f aux trois
abscisses concernées.

D’une maniére générale, on passe des d.d. d’ordre n — 1 (basées sur n points) aux d.d.
d’ordre n (basées sur n + 1 point) par la formule suivante :

Si A représente un ensemble de n — 1 abscisses distinctes et si «, 8 sont deux abscisses
distinctes non contenues dans A, alors la d.d. d’ordre n de f basée sur les n + 1 abscisses
AU« U B s’obtient par la formule :

. ol =044 f
6A,a,,3f == a_ﬁ .

Pour calculer les d.d., on adopte la stratégie définie par le tableau triangulaire suivant :
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Yo = f(zo) = 520f

N\
Ogoay |
/ N\
Yyi = f(-’l?l) = 621f 6£0$1$2f
N\ / N\
6;1x2f 20561%2%3](
/ N\
Y2 = f(.’Ez) = 522f 5§1I2$3f
N\ /
6;2553](
/\
ys = f(w3) = 523f
On montre que la d.d. d’ordre n de f basée sur zo,...,x, vérifie
3 _ f (o) f(r1)
Ozg.anf = (xo — 1) (T0 — T2) . .. (X0 — TY) * (1 —z0)(21 — 22) .- (T2 — Tp) et
f(zn)
(X —x0) (T, — 1) .. (T, — Tru_1)
- f ()

=0 Hz':o,i;sj n(zj — ;)

Cette formule s’appele “identité de Newton”. On voit clairement dans cette formule que
la d.d. ne dépend pas de l'ordre des abscisses mais seulement de I’ensemble {xg, ..., z,}.
Si f admet une dérivée n®™€ continue, alors il existe ¢ € [a,b] (le plus petit intervalle

contenant les x;) tel que

Byt =T sipeon, (¥
Il en résulte de (*) que
PePn1 — 0y .. P=0
Exemple : P(z) =x
2 _ Zo 4 ! n Z2

TorT2 T (g — 1) (To — @2) (21— To)(T1 — 22) (T2 — 20) (22 — 1)

_ xo(:m - :Ez) + IE1(332 - fUO) + 552(5'30 — 551) -0
(o — 1) (20 — T2)(T1 — 22)
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Formule de Newton
(a) a ’ordre O

Considérons la d.d. d’ordre 1 basée sur zg et x :

f(@) = f(wo)

r —XTp

Opgaf =

on peut écrire
J (@) = F(w0) + (x = 50)dy0
dont le premier terme du membre droit est un polynome de degré 0 et le deuxieme terme

est le reste. C’est la formule de Newton d’ordre 0.

(b) a I’ordre 1 Considérons la d.d. d’ordre 2 basée sur zg, z1 et x :

5%0{13]( - 5{%(]{131-/3

r — I

2
5I0I1If =

(dans cette formule on a A = {xp}).
On a donc :

5;0%-]" = 61]6-0161-]" + (x - :Ul)(szomlmf'

En remplaans 5;090 f par son expression ci-dessus dans la formule d’ordre 0, on obtient :

f(@) = flzo) + (& — 20)05, 0, f + (2 — 20)(x — 21)00 0 0 f (1)
c’est la formule de Newton a 'ordre 1.

Remarques :

- On voit que 'on a exprimé f sous la forme d’une somme d’un polynéome de degré
1 et d’un reste. Dans le cas ou f est un polynéme de degré 1, ce reste disparait :
62 Py =0 et 'on obtient :

Pi(z) = Pi(20) + (z — 0)0p, 5, P1 (2)

- Suppposons que 1’on cherche le polynome de degré 1 qui interpole f en xy et zy :

Pl(il?o) = f(il?()) et Pl(il?l) = f(il?l)

.51 _ 51
On aura donc aussi d, ., P1 = 0, ., f-

Par conséquent, :
Pi(z) = f(z0) + ( — £0)05,0, f- (3)

C’est le polynome d’interpolation de f d’ordre 1.

- On fera bien la différence entre les formules :
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(1) qui est une identité algébrique pour toute fonction f,
(2) qui est une identité pour tout polynéme P; de degré 1,

(3) qui exprime le polynéme d’interpolation de degré 1 de f en xy.
- Comparaison avec Lagrange :

Le polynéme P; sous forme de Lagrange s’écrit :

Pi(z) = — f(w) +

Tro — T1 rrT —To

r — 2o

f(‘Tl)v

et sous forme de Newton s’écrit :

; f(z1) — f(wo)

T1— Zo
(c) a ’ordre n

En continuant de poursuivre la construction précédente, on obtient la forme de Newton a
I’ordre n :

Po(s) =f(w0) + (& — 50)0L ., [ + (& — 50) (7 — 21)02, 1 g0 [ + .
o= 20) oo (@~ Tu)0y o (@ w0) . (2= )0 .
Dongc, si f est un polynéme de degré n, on a 'idendité :
P, () =Pu(20) + (2 — 30)0p 0, P + (2 — m0) (2 — 1)02 3,0 P + - -
+(x —x0) ... (z — xn—l)‘sgo...mnpn
et ainsi, le polynome P, qui interpole f en xg,z1,...,x, est donné par :
Po(x) =f(x0) + (= 20) 850, [ + (& — 20)(z = 21)050 4,0, [ + - -
+ (@ —20)... (¢ = 2n-1)07, 4, f

Progression des calculs :

a. forme permettant la progression du degré : Il arrive, pour certaines applications,
que 'on ne connaisse pas a priori le degré du polynome. On utilise alors la forme

suivante :
Py(x) = f(xo) Polynome de degré 0 interpolant
fen xg
Py(z) = f(z1) + (& — 20)03, 0, f Polynome de degré 1 interpolant
fen xo, 1

Py (z) = Py_1(x) + (. — o) ... (T — 2pn_1)0p o f polynoéme de dgré n interpolant
fenzg, ...,z
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C’est 'une des avantages de la méthode de Newton de permettre une progression commode
du degré. Pour passer du degré n — 1 au degré n, il suffit d’ajouter un terme alors que
pour la méthode de Lagrange, il faut pratiquement refaire tous les calculs.

b. forme lorsque le degré est fixé & priori :

Lorsque le dgré du polyndome est fixé, on peut employer une méthode plus économique
pour le calcul du polynome. Cette méthode est similaire a celle que ’on peut employer
pour le polynéme exprimé sous la forme canonique (schéma de Horner). Montrons-le pour
un pour un polynéme de degré 3 d’abord :

Pg(l') =ao+ a1 + a2x2 + CL3.’173

=ap+x |ag+2x{ as+z(a3)
Horner ~—
Yo

On pose vg := ag, puis :

Y1=T-7Y t+ a2

Yo =T -1+ ar

Y3 = T -2 + ao.

Plus généralement le polynome Z?:o a;z* peut étre calculé par

| 7o = (02%
| for 7 :=1ton do |

| vi:=2 Yi—1+ n_i. |
Cott : n multiplications + n additions.
On procede de la méme faon pour le polynome exprimé sous la forme de Newton :
On posera : J; := 6;0_._7%]‘, t=20,...,n. Pour n = 3, le polynéme P3 s’écrit :

P3(xz) = do + d1(x — x20) + d2(z — x0) (x — 1) + 03(x — x0) (2 — 21) (T — 22)

:(50-}-(33'—1'0) (51-}-(33'—33’1) (52-}-(1’—1’2) (53)
Horner ~—




On pose 73 := 03, puis y1 := (. — 3) - Yo + 02
Y2 = (2 —x1) - 71+ 01
Y1 = (.’17 — .’170) * Y2 + 60.
Plus généralement, le polynéome Y . 6;(z — xo) ... (x — z;_1) s’obtient par
| 7o = on |
| for ¢ = 1 to n do |
| vii= (2 —2n_i) Yie1+ On—i- |

Coit : n multiplications + 2n additions.

Remarque :
Considérons les formes linéaires ¢; suivantes, définies sur P, : ¢(P) = oy . P, i =

0,...,n. En appliquant 'identité de Newton, on trouve facilement le polynome w; € Py,
tel que :
1 sie=y
¢i(w;) = { :
0 sinon

Il est égal a :
wo(z) =1sij=0
wj(x) =(r —xo)...(x —zi_q1)sij=1,...,n.

Les wj, j = 0,...,n forment une base de P, duale des ¢;.

Forme de Newton pour l'interpolation d’Hermite :

Reprenons le probleme de la détermination du polynome P53 € P\ tel que

P3(l‘0) = y0P3(371) =
P3(w0) = yo P3(z1) = 1.

€0 Xo &, §, X &

3 Pour zy < 21

Le probleme peut étre considéré comme le cas limite du probleme d’interpolation a 4 points
o, &1, &0, &3 dans lequel &y et &1 tendent vers xq et &y, &1 tendent vers 1. On sait alors que
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5051f tend vers f'(z) et 6 ¢,/ tend vers f'(x1). On considere donc le tableau des d.d.
dans lequel on effectue ce passage a la limite (on pose m = L= h = 11 — )

r1— CEO
So=1x0 0L P3 =uo
\I 1
o
65051 P3 =Y
~ \ |
1= 2o (521P3 = Yo 6§0§1£2P3 - m;yo
\ b \ -
1 3 — Y1 —"Y—
/{ 55152 =m \ 5€0§1€2§3P3 == lSQ
o = 11 522P3 =% 5§1€2§3P3 = y1;m
¢ X S
o
65253P3 =%
Vs

3=z 0Q,Ps =

Ainsi, on la formule de newton suivante :

Py(x) = 0g, P+ (2—E0)8¢,¢, P3+(2—60) (€ —61) 02 ¢, ¢, P+ (2—E0) (1—E1) (£ —62) 02, ¢, e, o

qui devient dans le cas présent :

/
2™ — Yo

Y1 — Yo — 2m
. 17 Yo 7 2T

+ (z — 20)*(z — 71) 2

Ps3(z) = yo + (z — z0)yy + (x — 0)
Exercice : Déterminer le polynome de degré 3 qui vérifie (zy < z1)

Ps(zo) =yo P3(wo) =yp P3'(xo) =yy DPs(71) =u

Exercice : Déterminer le polynome de degré 5 qui vérifie (zg < z1)

Ps(zo) =yo Ps(wo) =yy P5'(w0) = yg
Ps(x1) =y1 P5(x1) =y, P§(z1) =7

En conclusion, la méthode de Newton est plus économique que la méthode de Lagrange.
Elle permet une progression commode en fonction du degré.

On notera cependant qu’elle est particuliere aux polynomes alors que la méthode de
Lagrange résulte d’un principe plus général (bases duales) qui s’applique & tout sous-espace
vectoriel, pourvu que I’on sache expliciter la base duale.

16
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1.5 METHODE DES DETERMINANTS DE AITKEN

Notons Pz, le polynome de degré 1 tel que :
Pxoxl(xi) = Y, 22071

La formule de Lagrange permet de 1’écrire :

r — To r — T
P:vocvl (:L.) - yO + y].
ZTo —T1 1 — o

1 [9055—550]
= ——det

To—T1 Y1T — 1

ou encore, en posant P, () = yo, Py, () = y1 (polynomes de degré 0 qui interpolent en
xo et xy respectivement) :

1
Pxoxl (l’) = m det

P, (r)x — a:o] .

Py, (z)r — x4

On peut, de méme, obtenir le polynome Py ., ., de degré 2 qui interpole en xg, 1 et z2

par la formule :
r — T2

r — T

Prozizs (33) = Proz, (33) +

_ —P .
r1T — T2 Tro — I row2 (33')

En effet, pour x = x1, le deuxieme terme disparait et il reste :

1 — T2

be‘ol‘11‘2 (.’171) = P:I:Oacl (-771) = Y1

Tr1 — T2
De méme, pour x = x2, le premier terme disparait et on obtient

T2 — I1

P£E0£E1£E2 (33'2) = Pxoxg (33'2) = Y2.

T2 — T1
Enfin, pour zg, les deux polynomes de degré 1 qui composent la somme sont tous les deux
éguaux a yo et on a

To — T2 To —T1

P{Eo{nlil?z (I.O) - .fL'l o $2 ZJO + Q_’,'z . xlyo - ?JO-

On peut encore écrire Py, ., ., (x) sous la forme

1
Pagazy () = - det

17



Plus généralement, supposons que I’on connaisse Px ,(x), polynéme de degré n — 1 qui
interpole une fonction f sur X U {a}, o X est un ensemble de n — 1 points distincts
(a ¢ X) et que 'on connaisse aussi Pxp (o b # a, b ¢ X), alors on forme le polynome de
degré n qui interpole f sur X U {a} U {b} par :

z—0b T —a

PXﬂ,b(:lZ) = 0 bPX@(.I') + b—a

Px p(x),

que 'on peut encore écrire :

Pxap(z) = L det [ix,a(l‘)(x N a)] :

a—>b

En effet, pour z = a, on a Pxqp(a) = 2=2Px,(a) = f(a), et de méme on trouve
Px 4.1(b) = f(b). Par ailleurs, on observe que

x—b+x—a
a—b b—a

=1

(2—:2 et 7=2 sont les coordonnées barycentriques de = par rapport a [a, b]).

Donc pour tout ¢ € X, on aura :

c—b c—a

Pxap(c) = f(0) +

La formule de récurrence précédente permet plusieurs stratégies différentes pour la pro-
gression des calculs. Par exemple, on pourra progresser suivant le tableau triangulaire

suivant :
PCEO ('7;) = Yo
N\
Pryz, (7)
/! N\
P:nl (l‘) = PI0I1$2 (117)
N\ / N\
Py, () Prowywos (T)
/! N\ /!
P:ng (l‘) = Y2 PI1I2$3 (117)
N\ e
Pyyuy ()
Vs
Pa:g (‘T) = Y3
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1.6 TRACE D’UNE COURBE PARAMETRIQUE POLYNOMIALE

Considérons une courbe polynomiale de IR? définie par
F(z) = <p(a:)> pourz € [a, b],

P, Q sont deux polynémes sur [a, b], tels que
F(xz):p,, 2:0,,3

On notera pY = p;.
F()

7 Fa

f X
a b

Courbe 2D définie sur [a, b]

Pour trouver F(z), on pourra, en suivant 'algorithme précédent, procéder en 3 étapes.

(1). On forme :
r — T r —XTo
Py=F = 0 0.
0 zow1 (T) o — xlpo + o — 70 P

Comme la somme des coefficients est égale & 1, P} se trouvera sur la droite engendrée
par P{ et P et sera & la méme position relative que x par rapport & [xq, 1]

On forme de méme

Pl =F =
1 w125 (T) 71 — Ty p; + Ty — 71 P2,

r—x r—T
1_ _ 3 .0 2.0
Py =Fyp0, () = P2 + Ps.
T2 — T1 T3 — T2
(2). On forme ensuite :
T — X9 T — X
0 012() To — To 01() To — T 12()
= Py + P1,
o — T2 Tro — I
r—T r—x
2 _ _ 3 1 1 1
Pl _F$0$1$2(‘T)_ p1+ P2.
rrT — I3 rs — I
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Ainsi p3 se trouve sur la droite engendrée par Py et Pl et partage le segment P Pl comme
x partage [z, Ta].
(3). Finalement, on forme

r—x r—x
3 o 3 0
PO - FCU0$1CU2CU3 (.’17) - FCUOCU1CU2 ('7;) + FCU1CU2CU3 ('7;)
To — T3 r3 — To
= Py + P
To — T3 xr3 — To

Ainsi P§ se trouve sur la droite engendrée par pZ et p? et partage pip? comme z partage

[.To, 1'3].

Exemple :
rg =0, r1 =1, 29 =2, x3 =3 et x = 1.5.

p} partage pJp?

p} partage popY

pi partage pip$

p; partage p3pj
p{ partage pjpi
p? partage pip;

p; partage pap?

comme x partage [z, Z1]

comme x partage [zo, z1].

comme x partage [r1, Ta].

comme x partage [z, Ta].

[

e

[z1

comme x partage (T2, T3]

e

comme x partage [r1, T3]
[

comme x partage [zo, T3]

Représentation paramétrique d’une courbe planaire

Les coordonnées cartésiennes z,y d’'un point P(z,y) sont données par des fonctions a

valeurs réelles d’un parametre réel ¢ :

xr = z(t)

y =y(t).
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Ces fonctions sont C°[a, b] sur I'intervalle du parametre et décrivent une courbe continue
k.

En géométrie différentielle, on exige d’une telle courbe d’étre lisse, i.e. tangente continue
en chaque point de la courbe (z(t), y(¢) admettent une dérivée premiere continue sur [a, b
que ne s’annule jamais simultanément) :

Exercice : 1o = 0,21 = 1,29 =2, 23 =3,z = 1.5

F : R = IR? 4 composantes polynomiales de degré 3. On donne quatre points Py, P1, Po, P3lj
de R

Si F vérifie F(z;) =P;,i=0,...,3.

Montrer que le point P = F(z) peut étre obtenu simplement par :

P=P Py2 + — —
1+2+8 5 7 )

1
P=M+ §(M - N)
Remarque :

Une méthode classique pour trouver une courbe passant par des points est la suiavante :

On a des points P; € IR?. Entre chaque couple de points sucessifs P;P;.1, on place un
point Q; par la formule

P;,+P; P, +P; P,_ P;
_ + +1+w t P 1+ Pigo

(pour w = é, on retrouve la méthode précédente).

On recommence la construction avec ’ensemble des points P;, Q; et ainsi de suite jusqu’a
ce que les points soient assez rapprochés pour que la courbe polynomiale soit assez lisse.

Le parametre w > 0 agit comme un parametre de tension (courbe plus ou moins proche
de la corde).

Pour w assez grand, on obtient une courbe tres cassée, d’allure fractale...
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1.7 EVALUATION D’ERREUR

Taylor

Brook Taylor (1685-1731) est 42 ans plus jeune que Newton, mais décéde 4 ans plus tard
a 46 ans. Analyste, géometre, paintre, philosophe est néanmoins anglais... Travaux sur
le calcul infinitesimal et la perspective. Certains de ces résultats (non publiés) ont été
attribués a Johann Bernailli et ont été 60 ans plus tard reconnus a Taylor; par exemple
I'importance du développement de Taylor. B. Taylor a fait partie du comité qui a délibéré
ce que 'on appele formule de Taylor a I'ordre k — 1 avec reste sous forme intégrale.

Une premiere méthode pour évaluer I'erreur d’interpolation est basée sur la formule de
Taylor :

Si f a une dérivée premiere continue, on a de faon évidente

f(@) = f(zo) + / " Py,

Si f a une dérivée seconde continue, en intégrant par parties, on a

T

F@) = flan) + ¢ =D f OIS, - [ €= o) @

0
T

— f(z0) + (¢ — o) f (o) + / (= 1) " (£)dt.

Zo
Si f a une dérivée 3™M€ continue, on peut encore intégrer par parties et on obtient :
)

7 (@ —1)?

5 " (t)dt.

/ (x_x())z "
f(.’l?) = f(-To) + (-’17 — flfo)f (.1‘0) + Tf (1-0) +/I

0

Plus généralement, si f admet une dérivées ke continue, on obtient la formule de Taylor
d’ordre k — 1 avec reste sous forme d’intégrale :
(z — o)kt

f(l'):f($0)+(.’17—.1‘0)f/(.’170)+.--+ (k—l)'

f(k_l)(xo) + /I %f(k)(t)dt.

Supposons que 1'on soit intéressé aux valeurs de x situées dans un intervalle [zg,z1]. Si

gsig=>0
(9)+ = . = max(g, 0)
0 sinon

I'on utilise la notion

alors pour tout x € [zg, z1], on a :
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)kl

| @) = Flwo) + 5P o) - G2 F D o)
z; (z— t)

| | 0 O O )

Calcul d’erreur

Prenons 'exemple simple ot on remplace la valeur de f(x) sur Uintervalle [z, x1] par la
valeur du polyome Pj(x) de degré 1 qui concide avec f en z( et zy.

D’apres la formule de Lagrange, on a :

. r — T r — 2o
Py(z) = 2o — nglf(ﬂb'o) + - xof(ll)-
Posons :
e(z) = Pi(z) — f(z)

. r — T r — To _

= 2 ) + T f ) ~ £ (@),
Remplaant f(z) P(x) +r(x), o, d’apres la formule de Taylor :

—_ =~

polynome  rTeste

P(x) = f(zo) + (x — m0) f' (20)

T1

r(z) = / (2 — )4 " (8)dt

0

On remarque que l'on a : (formule de Lagrange)

L P(xg) + =22 P(21) — P(z), pour tout x et pour P avec f(xg) = P(xo, f(x1) = P(z;.

To—1T1 T1—T0o
(C’est, en effet ’erreur que 'on commet lorsqu’on interpole P, de degré 1 par un polynoéme
de degré 1).
On a donc : (e(x) = =2 f(w0) + 7= f(w1) — f(2), [ = p(z) +r(z))

r—
e(x) = () +
Xo — T1 1 — To

r — XTo

r(z1) —r(z)

car Z=2L P(z() + 2=2-P(z;) — P(z) = 0.

ro—T1 xr1—Xo

C’est a dire, ,en développant les calculs (pour r(z),t = 2o : (zo—2¢)+ = 0= r(zo) =0) :

)= 0+ 220 M en - )4 () / Y- 0, fr@d

_ /m m F(; %)@;O Dt _ (x—t)+} f"(ot)dt.

Posons ¢(z,¢) = E=2)@=Hs (54

T1—o
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N[ =

Prenons I'exemple numérique : o = 0,21 =1, =

Dans ce cas, on a :

1 1—1 1
)= (5t 0,1
¢(27) 92 (2 )+7 [ ]
C’est a dire
1
1 §Slt€[0,§]
¢(§7t)_ 1—1¢ 1
site=,1].
2 2’

Comme ¢(3,t) est positive pout tout ¢ € [0,1] (condition nécessaire pour la formule de la
moyenne), en utilisant la formule de la moyenne, on obtient

/¢>—t" {)dt = [/as ] 16

= IO, ongefo)

Ainsi, on a

1
=) <
‘6(2)_8tme[g§]| “(t) | ‘

La méme méthode peut étre employée dans le cas général :

Supposons que 'on remplace f par un polynome d’interpolation P,_; de degré k& — 1
basé sur les abscisses zg, ..., Tx_1 de [a,b]. Si f admet une dérivée k¢ continue, l'erreur
correspondante en x € [a,b], e(z) = Py_1(z) — f(z), peut s’écrire :

e(x) = [T ¢z, t) fP(t)dt

avec ¢(x,t) =>.,_ok — 1;(x) (k 1), - $6c_+1)!

ou l;(x) représente le jeme polynome de la base de Lagrange (de degré k—1) correspondant
aux abscisses xg, ..., Tp_1.

Exercice : L’erreur peut étre également évaluée en utilisant la formule de Newton.
On a f(z) = f(xo) + (¢ — 20)0y, ., f + (& — x0)(x — 21)02,,,,f (formule de Newton &
l'ordre 1),
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et le polynome d’interpolation est donné par
Pi(z) = f(zo) + (z — x0)0g, 0, f

(62 . P =0).

o1
On a donc

Comme on sait que deltaioxle = %f”(ﬁ), ou & € [zg, x1], dépendant de zg,z1,z, on a :

o) |=| EZTNTZT) | gy

Exemple numérique : Sil’on prend a nouveau xg = 0,27, = 1,z = =, on retrouve le résultat

N[

déja obtenu

1 1 1 "
@) =5 17 |< § o | 7(8) |

Plus généralement, pour l'interpolation de f par un polynome de degré k — 1 basé sur
Loy.oryLlp—1, Ol A

| |
| e() = Puoa(@) — f(@) = [155 (@ — ) 2@ |
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Il. Interpolation Spline

2.1 NOTATIONS

Soit A = {to,t1,...,tn+1} une subdivision de U'intervalle [a, b] :
a =ty <t <"'<tn<tn+1:b.

On note II} I'espace des fonctions qui sont formées de polynémes de degré m sur chaque
sous intervalle [t;,#;11] et qui appartiennent & C¥[a, b].
On remarque que si k = m, (ou méme k > m) alors on a un seul polynome de degré m sur
[a,b]. En revanche, si k& < m, alors, on peut calculer la dimension de II}* de la maniere
suivante :

Il y a n+ 1 intervalles et chaque polynome dépend de m + 1 coeflicients, d’ou

(n+1)(m+1) degrés de liberté. Mais il y a n noeuds intérieurs et le raccordement

des dérivées impose k + 1 conditions a chaque noeud, d’ou n(k + 1) conditions.

La dimension de II}" est donc (n+ 1)(m + 1) — n(k + 1).

Exemple:

dim (I2 ;) =n+m+1
dim (I}) =n+4
dim (II7_,) =2n+m +1
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2.2 BASE THEORIQUE POUR 117

Considérons les primitives de T, ;oo[- La primitive d’ordre m vaut 0 sur | — oo, ;] et

% sur [t;, +00[. On les note :

avec (t —t;)4 = min(0, (t — t;)).
— Dessin —-

Un élément de I _; peut étre représenté de la maniere suivante :
n
s(t) = P (t) + > didi (1),
i=1

oll Py, est un polynome de degré m et d; = s(™)(tF) — s(™) (¢77).

La fonction d; est en quelque sorte la fonction de base pour une discontinuité de la dérivée
m™een t;

En effet, la dérivée m®™®de s est une fonction en escalier (s est un polynoéme de
degré m a I'intérieur des ]t;,%;41[), donc une combinaison linéaire de T, 4o En
intégrant m fois, on tombe sur la somme des J;, et les constantes d’intégrations
successives donnent le polynéme de degré m — 1.

On voit bien que s dépend de n 4+ m + 1 coefficients.

De la méme facon, un élément de II _, peut étre écrit sous la forme suivante :

1) = Pal) + 32 4 + 3 d5.0),

avec 0;(t) = % et d; = s V(t) — s(m=1)(t7). Cette expression dépends de

2n +m + 1 coeflicients.

Remarques:

La base précédente est de nature théorique, Elle ne convient pas a un calcul effectif car
elle conduit a des erreurs numériques inacceptables.
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2.3 CONSIDERONS 113, dont la dimension est n + 4
n R
t)+ Y didi(t) avec §;(t) = =ty
=1

La dérivée 3%™¢, s(3)(¢) a allure suivante :
— Dessin —-

Pour s € 13 et x € H?[a,b] (I'espace des fonctions telles que x’ est absoluement continue
et 2’ est de carré sommable sur [a, b]), formons

/a b s"(t)z" (t) dt.

En faisant une intégration par parties, on obtient :

/a " 0y (1) di = XZ; /t ;M S (1) (1) dt

:Xn:[su(t) 7,+1 Z/Z i /// dt
=0

= [s" (1) (1)), - Z [s" (t)z ()],

car s =0 pour tout ¢t €Jt;,t;11[. De plus, comme z et 2’ sont continues en t;, on peut
réarranger la somme :

/ S (1) () dt = ZAS" _ $"(a)7'(a)

s"'(b)z(b) + Z As"(t )+ 8" (a)z(a).

Si s € T2 (s” continue en t;, donc As”(t;) = 0), on obtient :
/ ’ 1 dt = ZAS'" )+ 5 (b2 (b) — 8" (a)a" (a)
— " (b)z(b) + " (a)z(a).
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Appelons Sy 1'ensemble des éléments de TI3 qui sont polynémes de degré 1 sur [a,t] et
[tn, b], i.e. tels que s”(a) = s""(a) = 0 et s"(b) = s""(b) = 0.
On a donc, pour tout s € Sy, et pour tout z € H?[a,b] :

b n
/ S0 () dt =3 () avee  di = As"(t;)
a i=1

Définition

Notons S, I’espace des fonctions s € 2! qui sont de degré q — 1 sur les intervalles |a, t1
q 2¢—2 g

et [tn,b].

Théoréme Pour tout s € Sy, et tout x € Ha,b], on a :

/b (@) (t)a:(‘Z) (t) = (=1)1 i d;z(t;)

ot d; = Asa7(¢;).

La démonstration est une généralisation de celle donnée ci-dessus.

On remarque que dim S, =n (sin > q)

2.4 REPRESENTATION DES FONCTIONS DE s, (c 1127}) :

On applique le méme raisonnement que pour les fonctions de Hgg:% : La dérivée 2¢—1°™Cest,

en escalier, et en intégrant, les constantes d’intégrations successives donnent un polynome
qui est forcément de degré ¢ — 1, puisqu’il I'est sur [a, ¢1].
= Tout élément de S, peut étre mis sous la forme :

S(t) = Pq_l(t) + i dzél (t)

. (t—t;)27 1
ol 05 (t) = ~gu

<= Mais inversement, tout élément de cette forme n’appartient pas forcément a S, : Il

, di = AsPa71 (1), et P,_1 est un polynéme de degré ¢ — 1.
faut vérifier que s est un polynome de degré g — 1 aussi dans l'intervalle [t,,, b], c’est & dire:
S@(t) = 0 pour tout ¢ € [ty,b].
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C’est a dire . )
(£ —t:)%

Zdi (q—1)! =0

qui est équivalent a

DY Auil

—~" (¢-1)

(On enleve le “47)

Pour exprimer qu'un polynome de degré g — 1 est en fait identiquement nul, il suffit
d’exprimer que toutes ses dérivées jusqu’a 'ordre ¢ — 1 en un méme point sont nulles (cf.
développements de Taylor). Cela donne en 0 :

n
Zdi(ti)k:() pour k=0,...,q—1,
i=1

d’ou le résultat suivant:

Théoréme Soit s € H;g:;

s€S; e s(t)=P,_1(t) + idiéi(t)

=1

avec P,_1 polynéme de degré q — 1 et Y i, d;(t:)*=0,k=0,...,q— 1.

2.5 INTERPOLATION

Théoréme Sin > q, quels que soient les points zq, ..., zy,, il existe o € S, unique tel
queo(t;) =z,i=1,...,n.
Démonstration :

En prenant la représentation précédente,

n —1
o) =S dio(t) + S ot
=1 =1

on doit déterminer les n + ¢ coefficients d; et «;. Les conditions

o(t;) =2z, i=1,...,n

Zdi(ti)kzo, kZO,...,q—l
i=1
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forment un systeme linéaire de dimension n+¢. Ce systéme a une solution unique
si et seulement si le systéme homogene correspondant (en remplacant les z; par
zéro) n’admet que la solution nulle.

o(t;) =0, i=1,...,n

g k

Zdz(tl) :0, kZO,...,q—l.
=1

En admettant que les fonctions 6;,i = 1,...,n et t',i = 0,...,¢ — 1 sont
indépendantes, il revient au méme de démontrer que

O'()ESq, O'o(tz')zo, 1=1,....n = o9=0.

C’est 1a qu’intervient le théoreme de la partie précédente :

b
/ oD(1) 0@ (1) d ZAﬂ L(4:) oo(ts) = 0.
a H/—’H/—/ H/—’
€S, €Hd =0
Donc, a(()q) = 0. On sait déja que oy est un polynome de degré ¢ — 1. Il a n
racines. Comme n > ¢, on a o¢ = 0. O

2.6 PROPRIETE VARIATIONNELLE

Théoréeme On suppose n > q. L’élément o € S, tel que o(t;) = z; pouri =1,...

vérifie :

/b (a(q)(t)>2dt < /b (a:(q)(t)>2 dt.

a

pout tout x € I, ;= {x € Ha,b]| | z(t;) = 2, i=1,...,n}.

Démonstration :
Il suffit d’écrire 2z = 0 + (x — o) et de décomposer le carré :

/(m(q)>2 :/(U(q)>2+/( (@) _0<q)> +2/0<q) (x(q) _U(q)>4,

~” ~”

>0 =0

La derniere intégrale est nulle car

[ 29 (59— a) = (1)1 0 20Dt (5t — o)) =0

s, ——~— _
q cHa =0
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Ainsi, 'unique solution ¢ du probleme

b
Minimiser / (.I‘(q) (t)) dt
xz € HYa,b] @
z(t;))=z,i=1,...,n

est caractérisée par les conditions :
1) La restriction de o & chaque intervalle [t;,%;11] est un polynéme de degré 2q¢ — 1
(t=1,...,n—1).

Les restrictions o| a.t,] € a|[ sont de degré ¢ — 1.

2) | £ b]
3) o € C%2[a,b], i.e. 0U) est continue en t1,...,t, pour j =0,...,2q — 2.
4) a(ti):zi,izl,...,n.

Les conditions 1) 2) et 3) caractérisent S,. La derniére est la condition d’interpolation.

2.7 ALGORITHME: CALCUL DE SPLINES CUBIQUES s, c 113

Prenons d’abord l'exemple de base correspondant & la minimisation de [(z)? avec les

conditions z(t;) = z;, ¢ = 1,...,n. On cherche I'élément o € Sy vérifiant o(t;) =
zi, 1=1,...,n.
Notons P; le polynome de degré 3 qui coincide avec o dans U'intervalle [¢;,t;41], 7 =0, ..., n.

On pourrait chercher pour chaque P; les coefficients dans la base canonique, mais il est
plus économique de procéder autrement : Choisir la base de Hermite de Ps :

o z(r— 1)2

o 12 (x —1)

o 22° + 322 +1

e 2(1—z)3+3(1—x)* +1.

Ainsi, on obtient ’équation du polynome directement en fonction des quatre valeurs :

o Pi(t;)

o Pi(tiy1)

o P/(t;)

o Pi(ti+1).
Les valeurs P;(t;) = z; et Pi(t;x1) = 241 (1 = 1,...,n) sont connues. Il reste donc a
déterminer les valeurs z, = P/(t;) = oi(t;) pouri=1,...,n.

Par construction, on a la méme valeur z; en t; pour P;(¢;) et P;_1(¢;), donc, la continuité
de o en t; est bien assurée. De méme, on a la méme valeur 2, en ¢; pour P/(t;) et P/_,(t;),
donc, la continuité de ¢’ en t; est bien assurée.

Reste la continuité de ¢”. C’est la condition qui va fournir les équations permettant de
calculer les 2 : il faut assurer

P’ (t)=P'(t;) i=1,...,n (%)
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La formule de Newton-Hermite donne pour P; :

/ / /

Pi(t) = z; + Zi(t — t;) + ~ (t—t;)% + ~ (t —t)%(t — tiy1)
7 7
avec h; =t;41 —t; et m; = %
On a donc, pour ¢ =1,...,n—1:
2
P(ti) = 7= (8mi = 22; — 2i44)
7
2
P (ti1) = - (=3mi + 2 + 22i14)
7
et donc aussi, pour i =2,...,n
2
PLy(ti) = 5—(=3mi1 + 21y +22).
1—1
La continuité de ¢” en t; (i =2,...,n — 1) sera assurée si 'on a (x)
2 / / 2 /
o (=3m;_1 + 2,4 +22;)) = E(?)mi —22; — 2iy1)-
11— 7
Ce qui s’écrit encore
1 2 2 1 3 3 .
Ezgq + (E + h/_z> zi+ h_izz{—{—l = o M + pie U= 2,...,n=1 (1)

Sachant que o est de degré ¢ — 1 = 1 sur les deux intervalles des bords, on peut écrire les
conditions du premier et du dernier point.
En t1, on écrit simplement
Py(t1) = Py (t1) =0
ce qui donne
224 + 25 = 3my . (2)

De méme, en t,,, on a

Pr/L/(tn) = Pr/L/—l(tn) =0
d’ou

3z, 1+ 2z, =3m,_; . (3)
On a donc les équations (1)-(3) qui permettent de calculer les z; : Il suffit de résoudre le
systeme linéaire.

Dans le cas d’abscisses t; équidistantes (h; = h), ces équations se simplifient de la fagon
suivante :

3
221 + 25 = 3 (22 —3,21)
zioit4zt =5 (21 —2zio1) 1=2,...,n—1

Zno1 22, = %(zn — Zn-1)

La matrice du systeme est tridiagonale et symétrique.
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I1l. DESIGN POLYNOMIAL
— COURBES DE BEZIER

3.1 COURBES DE BEZIER

Supposons que 'on veuille représenter une courbe sous forme paramétrique par une fonc-
tion polynomiale :
x: [a,b] — R%

Si x est exprimée dans la base canonique
n
x(t) = Zaitl, a, €& i=0,...,n,
i=0

il est tres défficile de prévoir I'allure de la courbe (C) = x([a, b]) en fonction de la position
des points ao, ..., a,.

De méme si I'on bouge 'un des points a;, il est pratiquement impossible de prévoir le
déplacement de la courbe qui va en résulter.

Par contre si on change de base, par exemple si ’on prend la base de Bernstein :

n!

Bl'(t) = (?)(1 — )", ou (’Z) — m

x(t) = > biBI (1)

s’appele courbe de Bézier et le polygone défini par les points b; donne une bonne idée
intuitive de la courbe (C) = x([0, 1]).
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Pour un intervalle [a, b] quelconque, il faut simplement faire un changement de variable
u(t) = £=2 pour revenir  la définition précédente.

Exemple : n=3,d =2

Les points b;, i = 0,...,n s’appelent points de Bézier (ou points de contréle) et forment
le polygone de controle.

3.2 PROPRIETES DES POLYNOMES DE BERNSTEIN

Sans restriction, supposons ¢ € [0, 1].

(1) Partition de 'unité : > " BI'(t) =1, Vt € [0,1].

On obtient ce résultat par la formule du binome :
= "= n " n—1 n n—iyi n
L=[1-n+0" =@ -0"+ ([ Ja =04 ()@=t
= ZB?(t)
i=0

(2) Positivité : Bl'(t) >0,Vt €[0,1],0 <i <n.
(3) Symétrie : B(t) = Bl_,(1 —t)

n

Na-ore = (" ) a-a-n e o

] n—1i

50 = (
=B, _i(1—-1).

(4) Formule de récurrence :

(1-H)B ') i=0
B't)= (1—-t)BM'(t) +tBM5 (1) i=1,...,n—1
tB)'(t) i=n
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et BY(t) =1, B*t)=0sii¢{0,...,n}.
On sait que pour ¢ =1,...,n—1,0n a

] = . +1. .
1 1 1—1
C’est une formule classique de combinatoire :

<n; 1) + <7Z:11> = (n(ill_—l)z')'z' e —(77;)7(21)—' 0

_ (n—1ln—-14) (m-1)4
(n —i)l! (n —i)l!

G- (1)

]

_ <n; 1) (1 —t)" T+ (?:f)t"(l _gyni
—(1-1) [(n - 1)#(1 — t)”‘l"'] +t [(?:f)#*u — t)n—i]

= (1= t)BI 7 () + B (1),

B'(t) = <"> ti(1 — )

La formule de récurrence permet de calculer les BI(t) avec le tableau triangulaire, dit
“d’ Aitken/Mansfield’ suivant :

- B ®

. ' " O ¢

g0 e >

B, >

0 / B, (© . ©
1=B (t
RO o .

: B ®
B(t)

Les B(t) peuvent ainsi étre construits par interpolation linéaire répétée.
(5) le maximum : max;cjo,1] Bf'(t) = %.

(6) Valeurs aux extrémités : B*(0) = d; 0, BI*(1) = 6; n.
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(7) Base polynomiale : {B]’, i=0,...,n} constitue une base pour P,.
B?(t) est un polynome de degré n a une racine i*™¢ en ¢ = 0 et une racine (n — i)
t =1, donc

eme en

(Bf)(j) (0)=0,pour j=0,...,i—1
(B # 0.

Supposons f(t) = > a;B'(t) =0, on a

f(0) = aoBg(0) + a1 BY(0) + ...+ o, By (0)
:CY()B(T)L(O):O:>C¥0:0
——
£0

F1(0) = ax(BY)'(0) + ... + an(By)'(0)
a1(B?)(0)+0+...+0=0=a; =0

F00) = ar(B)(0) + ... + an(BR)(0)
o, (B 0)+0+...40=0= 0, =0

(8) Dérivée :

Zn' i—1 n—i (7’[,—7,) TL' i n—1—i
:72!(n—i)!t (1—-1) T i t'(1 —1t)
n—1)! i—1 n—1—(i—1 n—-1) n—1—i
e et gt

= n(BP5M0) - BYTA1)).
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BY=(1-1t)°
B} =3(1—1t)t
Bj =3(1 —t)t?
B3 =1t

3.3 ALGORITHME DE DE CASTELJAU (1959)

Historiquement, c¢’est avec cet algorithme que les travaux de M. de Casteljau commencaient
en 1959 chez Citron. Ils étaient publiés comme des rapports techniques, tenus tres au secret
par Citron.

Ces travaux restaient inconnus jusqu’en 1975 quand W. Bohm en a pris connaissance et
les a rendu public.

Au début des années 60, Pierre Bézier commenait ses travaux le systeme UNISURF chez
Renault et les publiait, d’ou le fait que le nom de Bézier a été donné a ces courbes et
surfaces de forme libre.

L’algorithme de de Casteljau sert & évaluer x(¢) en un parametre ¢ donné avec les
points auxiliaires de la maniere suivante :

Il

—_

|

L
N—
o
)
L
-+
. ~
.

+
==

Il est facile & démontrer que x(t) = by.

[’algorithme de de Casteljau est un algorithme triangulaire a n niveau
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Schéma :

b
0
1
b,
0
bl n-1
b
> b, = x(t)
n-1
b o

n-1

) \ "1
/ b
b,
Démontration :
x(t) = boBy (t) + b1 By (t) + ...+ b, B} (t), te€][0,1]
(Aitken/Mansfield ont exprimé B;" en fonction des B;-L_l)
=bo(1 —t)By ' (t) + by (1 —)BY ' (t) +tBy () + ...+ bt Br_1(t)
(trier par rapport a Bi”_l)
= [(1 - t)bg + thy] By~ (t) + ... + [(1 — t)by_y + th,] BAZ1 (1)

(. S - J

:btl) :Zbl

n—1

( répéter ce passage jusqu’a)
= [(1=t)bg ™" + b7 ™'] By(t)
——

(. S

:bg

Graphiquement :
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3.4 PROPRIETES GEOMETRIQUES DES COURBES DE BEZIER

(a) Propriété d’enveloppe convexe :

pour ¢ € [0,1], la courbe C se trouve & l'intérieur de ’enveloppe convexe (intersection de
tous les ensembles convexes contenant {b;}) des b;.

C’est une conclusion directe de la positivité et de la partition de 'unité des polynomes de
Bernstein ((1) et (2)).

Chaque point intermédiaire b} dans l’algorithme de de Casteljau est une combinaison
barycentrique convexe des points précédents b;‘l. cela implique par exemple que chaque
polygone de controle plan génere une courbe plane.

L’importance de cette propriété se trouve dans ce qu’on appele “test de collision” :
Si 2 courbes de Bézier représentent le chemin d’un bras de robot, peut-il y avoir une

collision ?

Au lieu de calculer les intersections possibles, on fait le test des “bounding boxes” ou
des botes englobantes “minmax boxes”. (Arétes paralleles aux axes du systeémes de coor-
données).

C’est un test tres rapide s’il y a des milliers d’orbites a tester.

(b) Invariance affine

Les applications affines sont inclues dans tous les systemes de CAQO : les objets doivent
étre tournés, repositionnés, chagés de taille, etc.

Les courbes de Bézier sont affinesment invariantes, ce qui implique que les deux procédures
suivantes menent au méme résultat :
1. calculer d’abord le point de la courbe x(#) et puis appliquer la transformation affine,
2. appliquer d’abord la transformation affine aux points de controle et puis évaluer x(f).

— dessin —

[’invariance affine est une conséquence directe de I'algorithme de de Casteljau qui consiste
en la répétition d’interpolations linéaires entre deux points (c.a.d. d’applications affines).
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ces opérations elles mémes sont affinement invariantes, donc leur composition ’est aussi
[ affine < f(ea+ (1 —a)b) =af(a)+ (1 —a)f(b)

Par contre, les courbes de Bézier ne sont pas invariables par projection. Les applications
projectives sont par exemple utilisée en infographie pour le rendu réaliste d’objets 3D —-
application perspective.

Une transformation affine est une application T’ qui applique £2 (espace affine euclidien
tridimensionnel) sur lui méme et qui laisse les combinaisons barycentriques invariantes.

Combinaisons barycentrique (affine)
n
b:Zaibi, bieé’?’, ap+...0n =1
i=0

C’est une somme pondérée de points ol la somme des poids est égale a 1, c’est 'opération
fondamentale pour les points.

Six=>Y 1" ,ma;, x,b; €&etsiT estune transformation affine, alors également

Tx = Z?:O a;Ta;; Tx, Ta; € E3.

Par exemple, au point milieu d’'un segment de droite correspondra le milieu de I'image
affine de ce segment de ligne droite.

A Tisobarycentre de n points correspond 'isobarycentre des points images.

Q/,/‘J

N

Soit x € £3, une transformation affine est donnée par

Tx = Ax+V quad A matrice 3 x 3
quad 'V vecteur de IR,
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Vérification :(T préserve les combinaisons barycentriques 7)

T() aia) =A(D_ ma)+V
= mAai+ ) oV O ai=1)
=> ai(Aa; +V)
= Z a; Ta;.

Exemples de transformations affines :

L’identité (V =0, A =1).

La translation (A =1).

L’homothétie (V = 0, A diagonale).

La rotation (V = 0, ex. rotation autour de l'axes des z) :

cosa —sina 0
A= | sinaa cosa 0
0 0 1

Le cisaillement

Transformations euclidiennes (C) transformations affines

ATA =1 (A orthogonale).

ELles laissent les longueurs et les mesures d’angles inchangées (ex. rotation, translation).
Les transformation affines peuvent étre combinées.

Une transformation compliquée peut étre décomposée en une séquence de transformations
plus simples.

Théoreme : Chaque transformation affine peut étre composée de translations, de rota-
tions, de cisaillements et d’homothéties.

Rang(A) =3 transforme un objet tridimensinnel en un objet tridimensionnel
Rang(A) =2 : T est une projection parallele sur un plan
Rang(A) =3 T est une projection parallele sur une ligne droite.

T: £2 — £? est uniquement déterminée par un triangle et son image.

—> 2 triangles quelconques déterminent une transformation du plan dans lui méme.

T: £33 — £3 est uniquement déterminée par un tetraedre et son image.
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L’interpolation linéaire : x = x(t) = (1 — t)a + tb; t € IR est affinement invariable (car
c¢’est une combinaison barycentrique).

Démonstration : soit 7 : £3 — £3 une transformation affine, alors :
Tx = (1 - t)Ta +Th
=A((1—-t)a+tb)+V
=(l—-t)Aa+tAb+ (1 —¢)V +tV
=(1—-t)(Aa+V)+t(Ab+ V)
— (1—t)Ta+{Th

(c) Variation Dimishing property (Diminution de variation)

Soit C une courbe de Bézier et P sont polygone de contrdle. Si 'on dénote crossC ou
crossP respectivement le nombre d’intersection de C ou P avec un plan quelconque, alors

crossC < crossP.

aucune droite n’intersecte C plus souvent que P.

Cela implique par exemple qu'une polygone convexe génere une courbe convexe.

Attention 'inverse n’est pas pas vraie.

Les deux propriétés de 'EC et de la VDP ensembles permettent de bien prédire la forme
de la courbe.

— dessin —
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La propriété suivante améliore encore la prédiction de la forme de la courbe a partir de
son polygone de controle :

(d) Endpoint Interpolation (Interpolation des extrémités)
X(O) = b()
x(1) = b,

la courbe passe par by et b,. C’est une conséquence directe de la propriété (6) des
polynomes de Bernstein :

Bj*(0) = di0
Bi'(1) = 0;n

En phase de dessin, c’est une propriété importante de pouvoir controler directement les
extrémités d’une courbe.

(e) Symétrie :

Les polynomes de Bernstein sont symétrique par rapport a ¢t et 1 — ¢, donc
n n
> biBl(t) =) b Bl'(1—1)
i=0 i=0

ce qui ce qui change entre les deux courbes c’est leur sens de parcours.

(f) Controle pseudo-local :

Le polynome de Bernstein n’a qu'un maximum, atteint en ¢t = .
) n

Ceci a des applications en dessin : si nous déplaant uniquement un des sommets du
polygone de controle, par exemple b;, alors la courbe est principalement affectée par ce

changement dans la région autour des points ol le parametre prend la valeur ;.
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Ceci rend l'effet du changement raisonnablement prévisible, bien que le changement affacte
la courbe globalement.

(g) Invariance par transformations affines du parameétre :

Algébriquement 3™ b, BH(t) = " b BY (g;g), t €[0,1] et u € [a,b]. (L’algorithme
de de Casteljau est “aveugle” vis a vis 'intervalle du parametre. La transition de I'intervalle
[0,1] & [a, b] est une carte affine).

(h) Dessiner avec les courbes de Bézier :

la courbe ‘imite’ le parcours du polygone de controle.

— dessin —

3.5 DERIVATION D’UNE COURBE DE BEZIER :

Nous avons vu que % B!(t) = n (B5'(t) — B~ '(t)), nous pouvons donc déterminer la
dérivée d’'une courbe de Bézier x(t) :

—x —an Bf (1) — B!'” 1())

—anBlnl1 —anB" 1

Par transformation d’indice dans la premiéere somme, on obtient

= TLZ i+1 — bi)Bl'” 1( t).
On peut simplifier la formule en introduisant 'opérateur de différence avant A :
Ab; = b;1 — by,
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d’ou 'expression suivante pour la dérivée d’une courbe de Bézier :

‘ dx(t)=n3 1 ,Ab;B' (1), Ab; € R®. ‘

La dérivée d’'une courbe de Bézier est donc une autre courbe de Bézier, obtenue par
application de 'opérateur différence sur le polygone de controle originale.

Cependant, cette courbe de Bézier dérivée n’est plus du tout dans %!

Ces coefficients sont des différences de points, c.2.d. des vecteurs éléments de R

Afin de visualiser cette courbe dérivée et son polygone dans £¢, nous pouvons construire

un polygone dans £¢ qui consiste des points a + Abyg,...,a+ Ab,,_;. Ici a est arbitraire,
par exemple a = 0.

Cette courbe dérivée est appelée une hodographe.

Remarque : distinguons entre espace affine £% et espace vectoriel R®. Les éléments de
£% sont des points, tandis que les éléments de £% sont des vecteurs. La soustraction de
deux points a — b = v donne un vecteur. Les points ne peuvent pas étre additionnés, par
contre les vecteurs le peuvent.

Pour les points les combinaisons barycentriques (=combinaisons affines) (sommes pondé-
rées) existent : b =Y a;b;, b; € E%et Y oy = 1.

Dérivées d’ordre supérieur
Notons A™b; = A" 'b;,; — A" !b; 'opérateur de différence avant itéré.

Par exemple
Ab; = b;

A'b; =b; ; —b;
A’b; = b 5 — 2b; 1 +b;
A3b; = b; 3 — 3b;2 + 3b;;1 — by
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Les coefficients des expressions a droite sont les coefficients du binome, formant un triangle
a celui de Pascal.

Généralement, on a

ATb; = Z <§> (—=1)" by

J=0

La r—1M€ {Jérivée d’une courbe de Bézier :

| X)) = G S AT BT (),

Les deux cas particuliers suivants sont importants :

d" n!

Zox(0) = AT
dtr x(0) (n—r)! bo,
d" n!

—x(1) = —A"b,,_
dtr x(1) (n—r)!

Théoréme de Bézier

‘ La dérivée r—1°™M€ d’une courbe de Bézier en une de ses extrémités dépend
‘ uniquement des r + 1 points de controle les plus proche de cette extrémité.

X(O) = bo X(l) = bn
x'(0) = nAby x'(1) = nAb,_;
x"(0) = n(n — 1)A%by x"(1) = n(n — 1)A%b,,_,
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Dérivées et algorithme de de Decasteljau

Les dérivées d’une courbe de Bézier peuvent étre exprimées en fonction des points in-
termédiaires générés par l'algorithme de de Casteljau :

| |
| ax() = GRS AR |

Exemple : n =14

b
0
1
b,
b, bz :
1-t b b,
1
b2 , b40
t ) b N
b bz 1
3
2
b .
b, 3
x'(t) = 4- Ab} = 4(b? — b3)
x"(t) = 4-3A%bZ = 12(b3 — 2b? + b?)
— dessin —
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Ceci est possible, car la sommation et 'opérateur différence commutent :

> Ab;=) b — ) b =A) b,
§=0 j=0 j=0

J=0

grace a ceci, on a

d" n! — r n—r
%X(t) = =) Zz; A"b; B (1)

n' n—r

= mw Z b, B (t)

n!
=—— A"b?".
(n—r)! 0

Ces équations (la premiere et la derniere) suggerent deux différentes méthodes de calcul
de la r—1*M€ dérivée d’une courbe de Bézier :

Méthode 1 :

N

eme

Calculer toutes les différences r vers I’avant des points de controle, puis les interpréter

comme un nouveau polygone de controle de degré n — r et 1’évaluer en t.

Exemple : n=3 et r=1

bo
N\
’H,Ab() =!:Co
/ pY
b1 C(l]
pY / pY
nlAb; =: ¢; cz =x'(t)
/ pY /
bz C%
p /
’H,Abz =:C»2
/
b

Méthode 2 :
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N\
b}
S pY
b, b2
N\ / N\
bi nAb2 = x'(t)
/ N\ /
bs b?
N\ /
b}
/
b3

[’algorithme de de Casteljau offre une solution rapide du probleme d’obtenir un point sur
la courbe et de connatre la dérivée premiere et/ou seconde en méme temps.

Pour obtenir la dérivée r—1¢M€ il faut effectuer r opérations de différence et (n — r)

opérations d’évaluation.

3.6 Formes polaires - une autre représentation des courbes de Bézier
Nous représentons ici une autre formalisme en utilisant la notion de “blossom” (florraison),
ou de forme polaire associée & un polynéme, introduite par Lyle Ramshaw (1987).

1. Formes polaires

Une application f: IR — RY est dite affine, si

} : f(z ail;) = Zaz’f(tz’)-

Yai,...,a, € R avec Zaizl
Vg, ...,um € IR
Exemple : m =2, a; = o, az = 1 — «, alors pour t = (1 — a)t; + ats :
f() =0 —a)f(t1) + af(le).

Une application f : RP —s IR est dite multiaffine (ou p-affine) si elle est affine séparément
par rapport a chaque argument, c.ad.

flat,...,aj—1, (1 — @)us + aug, aj41,...,a0p) =(1 —a)f(a1,...,a;-1,u1,0j41,...,0p)

+ af(al, ey 5 _1,U2,0541, .- .,CLp).

f: IRP — RR® est dite symétrique si f ne change pas sa valeuren échangéant deux
arguments.

Exemple : f(uy,u2) = f(uz2,u1).
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Exemple : R” — R : S;(u1,...,up) :Zlgj1<...<ji§puj1 oy, t=0,...,p.

(Ce sont les polynomes symétriques élémentaires).

p=3

U1 + ug + us
= U Uz + ULUZ T+ U2U3
= U1U2U3

chaque terme est linéaire ou constant en u; donc S; est affine par rapport a chaque ;.
— chaque combinaison linéaire f = >"7_ ¢;S; est une application symétrique, multiaffine.

L’inverse est aussi vraie :

‘ Une application f: RP —s R est multiaffine et symétrique ssi f peut s’écrire comme CL : ‘
‘ f:ZfzociSi(ul,...,up), C; G]Rd ‘
‘ des polynomes symétriques élémentaires S;. ‘

On peut associer aux polynomes une application multiaffine symétrique de la maniere
suivante :

Théoreme général du “Blossoming”

f: R? — R, appelée “blossom de F” (ou floraison de F ou encore “forme polaire de F”)

‘ SiFc R?: R— R% est un polynéme de degré p, alors il existe une fonction unique
‘ associée a F qui soit :

- multiaffine,

- symétrique,

- et telle que f(u,u,...,u) =F(u).

—_——
) fois
Démonstration :
Soit F(u) = YF_ a;u’, a; € R* Une courbe polynomiale sous la forme canonique.
; ce -1
On observe que S;(u,...,u) = (f)u’, ce qui implique que f(u1,...,uy) = > 0, a; (f) Si(ut, ... up)
P fois

est une application multiaffine et symétrique telle que f(u,...,u) = F(u).
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f unique : soit g = Y% ¢;S; multiaffine, symétrique et telle que g(u, ..., u) = F(u), alors

P (ai (1;.’)_1 - ci> u® est le polynome nul. D’ou a; (1;.’)_1 =c¢;, — [f=y.
bullet Pour le degré n :

f(ul,...,un) = % Z (_1)n—|S||S|nF <%)

' sc{1,...,n}

(|S] cardinal de S).

Par exemple, pour n = 3, on trouve

U1 + Uz
2

)]

f(u1; ug, ug) = % (1) M2 [F (1) + F(ua) + F(us)] + (1) 22°[F( )+

U1 + U3
2

Ug + U3
2

U1+U2—|—’U,3

N+ (1P SR

+F(

)+ F(

Application aux courbes de Bézier

Une courbe de Bézier est une courbe polynomiale de degré n qui s’écrit dans la base de
Bernstein

F(t) = zn:biBf(t), t € [0,1]

avec BI'(t) = (M)t{(1 — t)"~%, t = =% parametre local.

Il existe une forme polaire de F. Les points de Bézier sont obtenus comme suivant :

Les points de Bézier by, ..., b, d’une courbe de Bézier F : IR —s R? par rapport
| & Dintervalle [0, 1] se calculent avec

Démonstration :
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Soit ¢t € [0,1] = t peut étre représenté comme une combinaison affine de 0 et 1; t =
(I1—¢t)-0+¢-1

f n-affine —-
f(t,...,t: (1—t)f(O,t,...,t+tf(1,t,...,t
S~—— S~——

——
n n—1 n—1
" /n iy
=Z<.>(1—t)" i f0,...,0,1,...,1)
P 2 H,_/H,_/
=Y biB(t)
i=0

Exemple n = 3

Algorithme de Decasteljau

On prendra la notation commode a® pour désigner a, ..., a, c.d.d. argument répété i-fois.
N—_——
i fois
On posera pour 7 =0,...,n : bl = f(0"=" 1 #"), i =0,...,n — .

Ainsi, on a 'algorithme de De Casteljau

b? = b, b;":(l—t)bf_l—i-tb;.:ll, r=0,...,n,quad i=0,...,n—r,

7

et b = f(t,...,t) = F(t)

Partant de b7 = f(0"~¢~" 1*{"), on obtient la relation
f(on—i—v“’ 11', tT‘—l’ t) — (1 - t)f(on—i—(v“—l), 11" tr—l) + tf(on—i—r, 11" tr—l, 1)
(cart =(1—¢)0+t-1).
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C.a.d.

‘ f(on—z'—r, li, tr) — (1 _ t)f(on—z'—(r—l), 12'7 tr—l) + tf(on—z'—r, 11’—{—1, tr—l) ‘

ce qui correspond a b} = (1 — t)b’z-"_1 + tb;-:ll

Base duale

L’application qui a un polynome F' de degré n fait correspondre sa floraison f est un
1somorphisme.

Considérons les n + 1 formes linéaires
¢; © FeP,— f(0"1%) € R, i=0,...,n,
et application
® : FeP,— [po(F),...,p(F)] € R"

Il résulte directement de ’algorithme de De Casteljau qu’'un polynéme F' de degré n est
parfaitement déterminé & partir de ®(F'); (®(F’) sont les points de controle qui déterminent
F), en d’autre termes 'application ® est injective (donc bijective, car ® linéaire).

Ainsi les n + 1 formes linéaires ¢; sont linéairement indépendantes.
Il existe donc une base de P, duale des ¢;, on la notera BY, j =0,...,n.
B7 est le polynome de degré n tel que

$i(B}) = 6ij,  ie.gi(B) = f(0"*1%) = b;(0"°1%) = 6;;.

C.a.d., si f = b; désigne la floraison associée a BY, telle que f = b; (0"~1%) = §;; , C'est le
polynome que I'on obtient par ’algorithme de De Casteljau si 'on rend tous les b; égaux
a 0, sauf b; = 1.

F polynome de degré n, alors f : R" — IR flu,u,...,u) = F(u)
® est un isomorphisme et peut s’écrire :
¢o(F) 0m1°
O(F)=| ¢:(F) | = | om~i1?
¢n (F) 00 1"

¢;(BI") = 0ij = f;(0""1%).
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fo(on—ili)
(B = | fil0ri1)

Résumé :

Soit F' un polynome, il existe donc une forme polaire associé f. f multiaffine, symétrique
et f(t,...,t) = F(t).

EN connaissant f(0"~*1%), pour i = 0,...,n, on obtient

n

F(t-t) =Y FO" 1) BR(t) = F(t),

1=0

les f(0"~%1%) sont donc les coefficients du polynéme F dans la base des BP(t), appelés les
points de Bézier.

Par exemple n =3 et j =2

0
N\
0
/" N\
0 t2
N\ /! N\
t 3(1 —t)t2 = B3(t)
/" N\ /"
1 2(1 —t)
N\ /
1—t
/\
0

Remarque

On obtient (1 —#)™~%** multiplié par le nombre de chemins qui conduisent de 1 & 1’élément
le plus a droite du tableau.

On remarque qu’'un chemin est caractérisé par ¢ fleches vers le haut 7 et n — ¢ fleches vers
le bas “\,.

Il y a donc autant de chemins que de combinaisons de ¢ objets parmi n, soit (T;)
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Calcul des dérivées

‘ Si F' est un polynome de degré n et f sa floraison, alors
| F'(t) =n[f(t,....t,u+1)— f(t,...,t,u)], Vu € R

=n f(t,,t,u—f—hf)L—f(t,,t,’U/) , vu E R, Vh, % 0.

Démonstration :

Il suffit d’observer que 'on a :

F(t) = f(ui(t),uz(t),...,un(t)), siu;(t)=t,
et d’appliquer la formule de dérivation d’une fonction composée :

F(t) = -~ of
J

 Ouj

(t,...,t) 5 (1),

—1 O

on a bien sur %(t) = 1. Comme la fonction f est affine par rapport a chaque variable,
alors

ﬁ(t t):f(u+h,t,...,t)—f(u,t,...,t)
ouy h
ﬁ(t t):f(t,u+h,t,...,t)—f(t,u,t,...,t)
Oug h
_f(u+h,t,...,t)—f(u,t,...,t): 8f(t 9
h ouy >
Ainsi, en utilisant la symétrie, toutes ces dérivées partielles a—f_(t, ...,t) sont égales a

ouj
f(t,...t,ut+h)—f(t,....tu)
7 .

Floraison associée & F’

Si F' est un polynome de degré n, F’ est un polynéme de degré n — 1. Il lui correspond
donc une floraison que I’on notera f! fonction de n — 1 variables.

Il es facile a voir que 'on a
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f[l] :n[f(u]_?_._,un_l,u—}—l)—f(U,]_?,..,Un_]_,U)],VUER

=n f(u1,...,un_l,u—i—h}i—f(ul,...,un_l,u) , V’U, E B, Vh 3& 0.

En itérant, on peut trouver des expressions pour les dérivées d’ordre supérieur; par exemple
pour F" :

=0 + k) — fU(Em2, )
k

F”(t):(n—l)[ ] Yo, Vh#0.

En reportant 'expression de f[Y, on obtient alors :

n(n—1)

F//t:
(t)=——

[f(t"_z,v +kuth)— fE" 20+ kou) — F(E"2 v u+ h) + f(t"_Z,U,u)] ,
Yu,v,Vh # 0,k # 0.

On peut bien sr donner & u, v, h, k des valeurs particulieres, par exemple : v = v =t et

k=h:
n(n—1)

F'(t) =
)= =%

[f" 2t + ht+h) = 2f(t" "t + h) + f(t)]
ou encore, pour h =1 :

F'(t) =n(n—1) [f(t" 2, (t+1)%) = 2f (" "t + 1) + f(t")]

Si les b;i, i = 0,...,n sont les points de Bézier de F' par rapport a [0, 1], on a :
F”(t) = n(n - 1)(b2 — 2b1 + b())
Mais comme on a aussi (pour h = —1) :

F"(t) =n(n—1) [f(t" 7%, (t = 1)) = 2f(t" "t = 1) + f(t")]

on obtient
F"(l) =n(n—1)(bp_2 — 2b,_1 + by,).

La formule générale pour la dérivée k™€ est la suivante :

‘ F(k)(t) — "(n—l)-il-lgn—k+1) Z?:o (I;_)(_l)k—jf (t"‘j(t + h)j) ) ‘

Par exemple un polynéme de degré 3 avec points de Bézier rélatifs a [0, 1] b, ..., bz, on
obtient (h =1) :

F"(0) = 6(bs — 2by + by).
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IV. Design Spline

4.1 LES FONCTIONS B-SPLINES

Nous allons dans ce chapitre généraliser la notion de fonctions B-splines définies sur une
suite de noeuds qui permet des noeuds multiples. Cela va permettre d’obtennir des fonc-
tions polynomiales de degré k par morceaux qui peuvent se raccorder aux noeuds avec un
ordre de continuité différent d’un noeud a l'autre.

On se donne une subdivision I' = (74, ..., 7;_1) de Uintervalle [a, b] € R t.q.:

a<T<..<1_1<b

et on posera a = 19, b = 7.
On se donne également [ — 1 nombres entiers r; vérifiant 0 < r; < k .

Notation Hﬁ,,, désignera I'espace vectoriel des fonctions sur [a, b], polynomiales de degré
k par morceaux avec raccord de classe C"i~! en T; (1<i<i-1).

La dimension de TT% est égale & dimTI¥ = (k+ 1)l — it

i=1Ti
';'J:l.-'.‘lcll,
:_-;-J I
1 -
x ]
F i
— — 3y
oL Ther T
IR e b

o8



On sait que les fonctions (x — Ti)i, i=0,...,0—1,j=r, .., k restreintes a [a, b] forment
une base de H'jﬂn.
Explication:
x —1;)4 est de classe C° . Par récurrence sur j, (xz — ;). est de classe C7~1 en
+ J T
7i . Donc (z — 7))’ € II%  pour r; < j < k. Comme il y a Zézl(k —r+1)=
(k+ 1) —> r; = dim Hf,r fonctions de cette sorte, il suffit de vérifier que les

(z — 73)%. sont linéairement indépendants.

[a-T, 2
A T|.|. l:j-.'l:',_ .|+ I-'""l-'l_l,‘?'
A :
- 5 ¢
L 1, .

On considere maintenant une suite de points réels

T = (ts oo tm)

appelés noeuds, tels que t; <t; + 1.
S’il y a p t; égaux a 7, on dit que 7 est un noeud de multiplicité p.

D’autre part, on pose:

_T—t; Tof. o
wij(a:) = { titj—t; S? tl < tl-H pour 1 S ] S m + 1—14.
0 sinon

Définition Les fonctions définies par récurrence de la maniére suivante pour une suite
de noeuds T donnée,

NO(.T) _ { 1 size [ti,t,’+1[
' 0 sinon

N (2) = wir(2)NF 7 (@) + (1 = wipr1) N (@)

7

s’appellent fonctions B-splines de degré k. On les note NF,(x) ou simplement N} (x).

Remarque:
Si, pour un indice 4, t; = t; x41 (i-e. ¢; est un noeud de multiplicité > k+2), on a NF = 0.

99



Exemple:
Noeuds simples

k=0 -

".J"q- TS ‘!'h"\-

Noeuds multiples

1
4

kad

H,'_l.:u:'l __-“'.‘ 'I.JI-II.[_L-]

A LY
Wil e 5 NIy o BizTX e
H‘--tl- ﬁl“l .t'lﬂﬂ

e —
2 dlapes fo difinkion de w;,

.I.- %, 3
'Il!'.: 'I"q.L 'L'i
1 Wy
+—I:+v|
rmeeucl dhuble
kez Ml
L !
Hfik} ,.r"'---._\-h"‘._ 'H.l:-h}
._;"r
.'I;
IEI. 1 f e —— —%
i Lira i ki ) {;ﬂ
]nlul L LY ey g
'IHtE
7 e 5
N =0 el oy mu.!.kl.:.u.c.lié > ke

| % . : LZI;,,‘Q, fed =0 4 =1, 2 | :
T f 5

: - D | . \ I, Ixlam

b Callk1 5O Riee dig

Litt

4y
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Proposition:
a) NE(z) est polynomiale de degré k par morceaux
b) NF(x) =0 pour = & [t;, tirks1]

()
¢) NF(x) > 0 pour x €]t;, t; 1]
NE(t;) = 0saufsit; = ... = tj1x < tizrs1 (noeud d’ordre k+1), auquel cas NF(t;) = 1.
d) soit [a,b] un intervalle tel que t < a,tpm_g > b, alors Y ") =t N}y (z) =1Vz € [a,b].
e) soit x €]t;, tivks1[, alors N(x) =1ssitjy; =---=ti+ k = x.

f) NF(x) est continue & droite, pour tout = € IR.

Remarques:

- b) montre que chaque NF(z) a un petit support. On appelle [t;,t;1x+1[ le support
local de N*(z).

- d) montre que les B-Splines forment une partition de I'unité.

G, b
by ’ by —{—T | ]
-I'“__ ih o 44, ‘e trb
i ks b i
e 2 -:E— 1
Wolad=s A
=
£=rr= ke

J‘“‘**-*mﬁf b 46 4y 4k 44 4L
™= A&

Proposition Pour tout k > 0 et tout x € R, NF est dérivable & droite et I'on a

NFla)  NE(@)

bivk — i livk—1 —tit1

d
— NF k
. ;(r) =

avec la convention que 1’on remplace par 0 une expression dont le dénominateur est nul.

Démonstration:
— exercice —
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On peut maintenant définir la suite de noeuds ¢; de facon a ce que les fonctions B-Splines
que l'on en déduit forment une base de Hf_m.

Posons n+1=1(k+1) — Zi;} r;, n + 1 est la dimension de 'espace Hﬁﬂ,. Considérons

une suite de points ¢;, 0 < i < m = n + k + 1 vérifiant les conditions suivantes:
1) t; <t;+1
2) t;<a (0<j<k)

3)t;>b (n+1<j<n+k+1)

4) (k+1—r; =:p;) t;sont égaux a 7, pour tout 7 (1 <i<[—1).

De tels t; sont appelés noeuds, et ils sont déterminés de maniere unique par les suites 7 et
r, sauf (to,...,tx) et (tnt1, ...y tntks1) seulement assujettis aux conditions 2) et 3).

f- t:"'. t..""' b
B — ' ' ] — G
E— a f. B -
ar Lig 'E-I!u ' *H 15 d

o

Définition

Soit t; (0 < i < m) une suite de points de IR telle que t; < t; 11, k est un entier positif ou
nul, [a,b] un intervalle tel que ty, < a, ty,—x > b.

On note I1¥ I'espace vectoriel des fonctions polynomiales par morceaux sur [a, b] de degré
< k, avec raccords de classe C*~Pi en tj, sit; est un noeud de multiplicité p;.

Par convention, un raccord de classe C¥~Pi avec k — p; < 0 n’impose aucune condition en
;.

u
__'T"ft ff‘\- o
IITP’ i r“:a 'I- I"F"ld
! B | 3 |
1 T L] '.I
i L ool e tanie ST
T
L
- i I | ]
I:I 1 -i' IP:
TN 5 = lksarr)
tl*h A a .II"I'IW-LI:-I:L \.E"'.{l.r.u_g -‘-'\.J.—E': -y Nﬂ-‘-ﬂuﬂl d.ﬂ dﬂ{ﬁu ih 44 '*,_I-__ Li__rr_- =4
¥l ]
LA

Avec la correspondance entre les (7;,7;) et les t; définie ci-dessus, on a donc:
k _ 17k
1z, =1I;.
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Si tous les noeuds sont de multiplicité < k + 1, on pose (n +1) =m — k et l'on a:

dimTI¥ = (n 4+ 1)

Théoreme Supposons que tous les noeuds soient de multiplicité < k + 1, alors les Ni’ft,
(i =0,...,n) forment une base de ITF.

Démonstration:
— voir J.J. Risler [?7] —

Remarques:

- La suite des 7; désigne les emplacements des t; qui sont différents.

- Un noeud ¢; de multiplicité p; implique que les éléments de I'espace I1¥ ont un raccord
de classe C*7Pi en t;.

Résumée:
Ce qui est important pour la suite, c¢’est
k le degré de la courbe spline € TTF,
m + 1 le nombre de noeuds ¢;,
T = (to,...,tm) la suite des noeuds,
ainsi que la dimension (n +1) = m — k de TI¥ est fixé et on peut ainsi définir une fonction
spline

S(x) =) aiNf ()
i=0
comme élément de TIF.

4.2 COURBES B-SPLINE

Les courbes splines paramétriques définies dans la base des fonctions B-spline sont détermi-
nées par une suite de noeuds 7" ainsi que par des points de controle.

Définition

Soit k,n € N, n >k, T = (to, ..., tniks1) avec t; < tiiq, N!ft la fonction B-spline de degré

7

k, on appelle
S(x) = diNf(z), @€ [tptnsl
1=0

une courbe B-spline. Les coefficients d; € R® sont appelés points de de Boor ou points
de contréle, et forment le polygone de controle.
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Notons les relations suivantes:
m=n+k+1
n=m-—%k—1.

Exemple 1:
k=2 :
I“I"l:.s-
o e |1 ﬂ 4—%
{
E] 'LJ, 45 t:l tﬁ' |l"d| 'y
Exemple 2 et 3:
L:-q:’mﬁa?. PSS,
A %
*
Che
&'—r E"'I;.
! mrE
_# = Pl
:ﬁ- ‘l’.u 'I_{ ‘é.&
) o
! Le

4.3 EVALUATION D’UNE COURBE B-SPLINE

La formule de récurrence des fonctions B-spline permet de déduire directement la propo-

sition suivante:
soit x > t, S(z) = Zf:o d;NF(z), on a:

S(x) =) dNf(z) =) diN['(x)=..= diN)(z) (*Boor )
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avec

d; =d; et
it = wipr(@)d] + (1 = wig—r(2))dj_;.

Exemple: Passage de d) & d;:

Y dINF =D di(wie NFTT + (1= wipr k) NG
= Z diwikNik_l + Z d,(l — wi+1,k)Nik_|__11
= ZdiwikNik_l + Z di_l(l — wik)Nik_l
= Z(Wikdi + (1 — wig)di_1) N1

=> diNF.

Si lon veut évaluer S(z) par = € [t;j,tj11[, on a donc S(zx) = df(x) puisque
No(l‘) _ {1 sit e [tj,tj+1[
I 0 sinon.

Quels indices aux sommes dans (xpgo) 7

Pour calculer d? (x), il suffit d’évaluer d; seulement pour j — k +r < i < j, les autres
N}F~"(x) étant nuls puisque = € [t;,t;41].

On a ainsi
J J
S(z) = Z d) (z)NF(z) = Z di(x)NF —1(z) = --- = d?(a:), j=k, .., n.
i=j—k i=j—k+1

* Pour j — k <i < j, le support des NF intersecte l'intervalle [t;,t;41[.

wo W
e o

:k:.l:llw vl kot

* Pour j — k+r <i <}, le support des Nik_T intersecte [t;,t; + 1].
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J j
S(r)= > diN}@)=..= Y dNT(@) =..=d
1=j—k i=j—k+r
pour = € [tj,tj11[ et j=Fk,...,n.

Nous avons bien dit que S(z) est définit sur [tg,t,41[ . Pour £ = ¢, 11 nous ne pourrions
pas appliquer lalgorithme de Boor, car = € [tp41,thi2| = j=n+1= {dnt1-k, .- dnt1}
fait intervenir le point de controle d,, 1 non existant.

Algorithme d’évaluation de de Boor

x € [tj,t; + 1] j étant I'indice maximal en cas de noeuds multiples t;_p, = ... = t; et si
xr :tj.
dj:=di, (j—k<i<j)
Pour r=0,...,k—1
it=)—k+r...,]

d; " (1) = wig—r(2) df + (1 — wig—r(2)) di_,
i gy Litker =T

P i1
Livk—r — ; tivk—r —ti

T —1 -

di(z) = S(z).

Cet algorithme se présente sous forme triangulaire et porte le nom “algorithme de de
Boor”.

Soit = € [tj,tj41], alors S(x) = d?(x), (7 €{k,...,n}).

o

G’lﬂ d.:-,‘ %
; T
; @,

3 . dy "
;. i-'u-d ]

dipwes Nz

: i S R

': FR st

Mi-# d"‘l djl 3

oh; y
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Remarques:

- Quand w; ; = %

- cet algorithme nécessite le calcul de (k(k + 1))/2 combinaisons convexes.

arrive, on prend par convention w; ; =0

- 1l est numériquement stable.

- le calcul des wj —,(x) est souvent tres simple en pratique (par exemple si les noeuds
t; sont des enters).

- il est tres bien adapté au tracé graphique des courbes splines.

Controle locale sur la courbe:
* support d’une fonction de base NF(x) : [t;,tj p41]

* influence du point de controle d; : [t;,t;1r+1]

* influence du parametre z € [t;,tj 1] : dj_g, ..., d;

4.4 PROPRIETES

(i) Controle local
a) Le support local des fonctions de base N. J’-“ implique que chaque point de controle
n’a qu'une influence locale sur la courbe. Si le degré est k, alors d; n’intervient
que dans le calcul de k + 1 segments de courbe S(t) pour t € [t;,t k41

b) Le point S(xp) de la courbe ne dépend que de k + 1 points de contrdl, puisque
pour t; < xg < tjq1
J

S(z0) :ZdiNik(a:o) = ) diNJ(=).

i=j—k
Exemple:
IE. = 3 - = 2} e L
. f__'l |I e *da 33
" d--2
- L '-""II - .\
g ; /E.rﬁ, )
N o ) it
j g |- "\ el
| [ s |
| / 5|
Eliré. iy

(ii) Diminution de la variation (des fonctions B-spline)
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Définition Soit a = (ay,...,ay) une suite de nombres réell. On appelle variation de a,
noté V(a), le nombre de changements de signe de la suite a (i.e. le nombre d’indices i tels
que a; * i+ <0, aveca; =-++ = aj4p—1 = 0.

Exemple: a = (-1,0,0,2,0,4,0,0,—5,6) : V(a) = 3.

Définition Pour une fonction f : [a,b] — IR, on note V(f) I avariation de f, ou nombre
de changements de signe de f, le nombre SupV (f(z1),..., f(x,)) pour toutes les suites de
points © = (x1,...,x,) de [a,b] (x1 < -+ < x;).

Proposition Soit s(z) = Y"1, d; NF(z) une fonction B-spline (définie sur [a, b] t.q. t;, < a
et tpy1 > b), alors V(s) < V(d).

Démonstration: cf. J.-j. Risler

(iii) Enveloppe convexe

Chaque point de la courbe est dans I’enveloppe convexe de k + 1 points de controle:
s(7) avec T € [t;,t;11[ est dans 'EC de {d;_g,...,d,}.

A “p by,

Démonstration: résulte du fait que > NF(z) = 1 et du fait que si t € [t;,¢;41],
ona NF(r)=1pouri<j—k—1leti>j+1.

— Dessin —-
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(iv) Nceuds multiples au bord

En design paramétrique on préfiere travailler avec des noeuds de multiplicité k& + 1 aux
deux extrémités de l'intervalle, i.e. t +0=--- =t et t,41 = =tptkt1-

La courbe passe ainsi par dy et d, et est tangente au premier et dernier segment du
polygone de controle. Cela permet um meilleur controle de la courbe.

Dans cette configuration de noeuds, on met par convention s(t,+1) = d,, (la courbe n’étant
pas définie pour = = t,41).

(v) Nceuds intérieurs simples

Dans le cas ou les nceuds ¢; (i = k4 1,...,n) sont simples, la courbe s(z) est continue de
classe C*~1, et elle est formée de n — k + 1 arcs paramétrés polynomiaux de degré < k.

(vi) Invariance affine

s(x) est invariante sous trasformation afine. Voir chapitre sur les courbes de Bézier pour
plus de détails.

4.4 INSERTION D’UN NCEUD

Soit, s(x) = .1 d;NF,(x) une courbe B-spline de degré k basée sur une suite de noeuds
T = (t(], e ,tn—i-k;—l—l)'

Rajoutons un nceud £ tel que € [tg, t,41[ (f peut étre confondu avec un des t;).

A la nouvelle suite de noeuds, noté T , ainsi construite, correspond une famille de B-splines
Nf (=NF),0<i<n+1etlonallf CTIF.

Théoréme On a
n+1

E:QNﬁ@y:E:&Nﬂw)
avec

(4 1=0,... j—k
d, = {wl,k(t)dl+(1—wl,k(t)dl—l l=7—-k+1,...,j
dl—l le—I—l,...,TL-}-l

quand te [tj, tj+1[.

Démonstration: par récurrence.

Cet algorithme correspond & la premiere étape de 'algorithme de de Boor (évaluation)
pour ¥ =t € [tj, tj1]:
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A
d, o,
L |
i = din
~ "
~ dvj'.“" 3 di-hu
= : |
!I
o
d, o aa
oy
d'u = o;
I .
d“ Unea = dfy,
¥ dy dy
.|II d ﬂs
4. dy :

Pﬁ.ﬁi' N A - A A A - .-«.
-"‘db 1y '.t‘.'l '!:-l.l 1!..; 'i'.'(_ 't‘-;. {t tg
e ) ' 1 | S E—

Fy
-Iln-- _Lh =l £5 i'. -‘:G _L_‘ {s -
— )
PR
Y

Les deux courbes de l'exemple s(z) = ZZ:O d;N?,(z) et §(z) = Z?:o d¢N3£(x) sont

identiques !
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Conclusion:

L’insertion de nceuds permet d’introduire plus de degrés de liberté pour la courbe. Chaque
neeud inséré représente un point de controle supplémentaire. L’insertion de nceuds offre
donc plus de flexibilité pour le design avec des courbes B-spline.

71



V. Approximation au sens des
moindres carrés

5.1 PROJECTION D’UN POINT SUR UN S.E.V.

Etudier le probleme de la projection d’un point sur un sous-espace vectoriel (ou sur une
variété affine) de I'espace euclidien RY.

Application : Probleme de 'approximation zu sens des moindre carrés d’une fonction
(ou de données) par un polynéme (ou par un élément d’un sous-espace des fonctions de
dimension finie).

Un exemple introductif : (trés élémentaire)
On note V= {v € R? | v = A\yvi, A\ € R} (C IR?) pour le sous-espace de IR? formé des
vecteurs proportionnels & un vecteur vy = [v{,v?] # 0 donné.

Etant donné y € IR? (y € V), on cherche le vecteur de V qui se trouve a une courte
distance de y, au sens de la norme euclidienne.
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Si on pose ||x|| = /(z!)2 + (z2)2, pour x = [z, 2?] € R},

on cherche donc v = A\;v; tel que

IV =yl = min v -y

Si on pose ¥ = A1y, cela revient a chercher \; tel que
(Mo —y')? + (Aof —9%)? = ﬂgiln(hvi —y")” + (Mof —y?)*%
L’élément v € V solution de ce probleme est caractérisé par le fait que le vecteur erreur
v —y est orthogonal a V, c.a.d. a vy :
<v—-y,vi>=0,
oil < X1,Xy >= xizd + 2?22, d’oll en remplaant ¥ par A\;v; :
5\1 <vy, vy >=<Yy,Vv] >,

ce qui donne

Lo SYvi> y'oi + %07
P o<vivi> (0D 4 (0)Y

Généralement, soit E = RY (N entier donné), et on considere le sous-espace vectoriel

V:{VERN|V:Z)\J'VJ'},

7j=1
ol v; = [v], ,vj’-V]EIRN
‘ Etant donné y = [y*,...,yN] € RY, on se propose de minimiser ||v — y||, ‘
‘ pour v € V, ‘
. N
ot = /SN, ()2, |

C.a.d. de trouver ’'élément v € V tel que

| IV =yl =minvev v -yl |
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Explicitement :
n N n
oo 2| . i i
DA =ot| =,min 375 e -

Théoréme de caractérisation :

‘ Une condition nécessaire et suffisante pour que v € V soit
‘ solution et que l'on ait : < v —y,v >= 0, pour tout v € V.

Démonstration
(a) Condition nécessaire:

Soit v € V solution du probleme. Supposons que l'on ait v —y,v >> 0 pour un élément
v € V et montrerons que cela conduit a une contradiction :

L’angle 0 entre v —y et v est < 7.

Considérons 1’élément v — Av (A > 0) et posons
HQ) = v = Av -yl
==yl + N|v[P -2 <V —y, v >.
H(0)=[v-yl> >0,
H0)=-2<v-y,v><0.

Il existe donc A > 0 tel que H(A) < H(0). Mais ceci est en contradiction avec v est une
solution du probleme.

(b) Condition suffisante:
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Soit Soit v € V tel que v —y,v >= 0 pour tout v V. On a

IV =yl = ll(v=9) + (v =)
=lv-v[P+[v-ylf+2<v-9vv-y>

mais < v—v,v—y>=<v-y,v—v>=0(carv—ve V) Dou

IV =yl =llv=vI*+ v -y

on a donc bien ||v —y||* > ||v —y)||?, pour tout v € V. O

Théoréme d’unicité :

‘ La solution v du probleme est unique ‘

Démonstration :

Supposons que 'on ait 2 solutions v et v. D’apres le théoréme de caractérisation, on aurait

donc :
<vVv—-y,v>=0WvevVv
<Vv-y,v>=0VveV.
Soit en soustrayant, pour v=v — v

<

V
Il
(e

vV —

<

< V-V, v>=< V-V,

donc ||[v — v||> = 0.

Détermination de la solution

La solution v = Y"1 | A\;v; est obtenue en résolvant un systéme linéaire :

En reportant cette expression de v dans me théoreme de caractérisation, on obtient
n
< Z)\ivi —y,v>=0 VveV,
i=1
et en particulier pour v =v; (j € {1,...,n}, on obtient
n
< Z)\ivi -y, v;>=0, j=1,...,n.
i=1
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d’ou le systeme linéaire
n
Z)\i<vi,vj>:<y,vj>, j=1...,n. (S)
i=1

Le systeme (S) admet une solution unique si et seulement si le déterminant de la ma-
trice (< v;, v, >) est différent de 0, c.a.d. si et seulement si les éléments vq,...,v,, sont
linéairement indépendants.

Remarque : D’apres le théoreme précédent, la solution v est toujours unique, mais si les
Vi,...,Vy ne sont pas linéairement indépendants, les \; tels que v = Y7 | A;v; ne sont
pas uniques.

Systéme des équations normales

Le systeme (S) appelé systéme des équations normales, peut étre obtenu d’une faon

différente :
Posons
N n 2
DA) = B(Ar, .., An) = (Z Aivf — y’“>
k=1 \i=1
n
=) Aivi — |
=1
On veut minimiser la fonction ® par rapport a A = (Aq,...,A,). Cette fonction étant
conveze et dérivable, elle sera minimum en A = (Ay,...,\,) si et seulement si
0o -
—(A) =0, =1,...,n
8)\j( ) j
Or on a

b - N n_o
W(A):22<z)‘zvf - yk> ,U;'cv jzla"'vna
j —

on aura alors les conditions

Soit encore

qui est bien identique au systeme (S).
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Application : Approximation d’une fonction (ou de données) au sens au
sens des moindres carrés

Soit une fonction f : [a,b] — IR connue en tj, soit de faon exacte y* = f(t), soit de
faon approchée y* = f(t) +ex, k=1,..., N.

On veut représenter f par une fonction de la forme

n
9=">_\igi
i=1

ou les g; sont des fonctions données (g; : [a,b] — IR).
Exemple : ¢;(t) =t i=1,...,n.
La fonction g est alors un polynome de degré n — 1.

On se propose de minimiser la somme des carrées des érreurs en ty, :

Z( Aigi(tk) — yk> -

k=1 \i=

Si 'on pose v¥ = g;(tx), on est ramené au probleme déja traité consistant & minimiser par
rapport & A = (Ay,..., A,) la quantité :

N n 2 n
Z( Aivf) - Zlk> = > vi = ¥y
1 =1

k=1 \i=
Siles v; sont indépendants, la solution unique A1, . . ., A, est obtenue en résolvant le systeme
linéaire :
n
ZMij)\i =mj,quadj = 1,...,n,
i=1
N

avec M; ZNZkzl 9i(te) g (tr) =< &4, 85 > (8 = [gi(t1), ..., gi(tn)]"),
et mj = p_1y"gi(ty) =<y,g; >

Ecriture matricielle : Posons

- 1- _ -
A
vl wl y2 L
v ... vl (] A2
A: . . s y: . s A:
/U{V 'U]]:[[ yN )\N

Le vecteur solution A est alors obtenu en résolvant :

(ATA)A= ATy (5
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5.2 INTRODUCTION DE POIDS

Reprenons le probleme de 'approximation de f par une fonction de la forme > A;g;, mais
supposons que l'on veiille minimiser

N n 2
S (z () yk) ,
k=1 i=1
ol les wy, sont des poids positifs qui permettent d’attribuer plus ou moins une importance

a l'erreur commise en ;.

Avec les mémes notations, cela revient a minimiser

N n 2
Zwk (Z)\ivf — yk) .
k=1 i=1

En introduisant un nouveau produit scalaire

N
<X,y >= g wka:kyk
k=1
et la norme associée ||y|lo = V< y,yo > = \/Yr— wk(y¥)?, cela revient & minimiser

D _Avi = yllo) = Iv -ylle),
i=1

i

. _ n kY s e s N o). o, 7
et la solution v = > ", A\.v; est caractérisée par les mémes conditions d’orthogonalité
mais écrite avec le nouveau produit scalaire :

<Vv—y,v>q=0, pour tout ve V,

c.a.d. explicitement :
N

n N

3 k, Kk k, k .
E Ai wrv; vy | = g wpy vy, J=1,...,n.
i=1 k=1 k=1

Ce systeme linéaire s’écrit matriciellement :
(ATQA) X = ATQy
ot 2 est une matrice N x N diagonale, d’éléments diagonaux wg.
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Choix des poids Si les valeurs y* peuvent étre considérées comme des variables aléatoires

d’écart type oy, il est conseillé de choisir wy, = 0—12
k

Il arrive aussi que ’on introduise des poids du fait que certaines données sont de nature
différente : par exemple les données relatives a la dérivée de la fonction. C’est ce qui
apparaitra dans I'exemple suivant :

Exemple 1 :
Supposons que 'on connaisse f(0) =1, f(3) = 1, f(1) = } ainsi que f/(0) = —2.
On veut représenter f(t) par g(t) = 1’\—1&t + A2 en choisissant A1, Ay qui minimisent :

3 (g(tr) = f(t))? + w (g (t) — f (1))

k=1
(t1 =0,tp = 3,3 =1).
Posons :
- 1 -
1+ [ 17 .
1 2 1
_ L+tz | | 3 1 B 1
Vi = 1 - 1 ) Vi = 1 ) Q= 1
1413 2 0 w
1 | —1 ]
L (1+1%1)2 4
Le systeme s’écrit (ATQA) A=ATQy, ie.
1 1 1
2 1 2 3 2 1 2
Lg o s a5 5 —Lp 3
1 1 1 0 5 1 Ao 1 1 1 0 i |
h ~~ 7 L —w0 —~ = ~~ 7 L —2w
AT —_—— A AT ——’
QA Qy

donc

Exemple 2 :
Etant donné un polynome de degré 1 : p(z) = ax + b, on consideére la quantité

3

S ) — :)? + o / p(z)dz - m)?,

i=1
oux; =0,x9 =0.5,23 = 1; y1, Y2, y3, m donnés, w > 0 donné.

Déterminer @ et b qui minimisent cette quantité.
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5.3 INTRODUCTION DE CONTRAINTES
On considere ’ensemble W suivante :

W:{VEV|v:Z)\jVj avec Zathjzo, h=1,...,m}

W est un espace affine de RN qui est parallele au sous-espace vectoriel W, suivant :

Woz{V€V|v:Z)\ivi avec Zathjzo, h=1,...,m}

i=1 j=1
Un espace affine est plus restrictif qu’un espace vectoriel.

Etant donné y € RY, on cherche la meilleure approximation de y dans W (au sens de la
norme euclidienne), c.a.d. la projection de y sur W.

y

v-y

‘ un élément v € W est solution si et seulement si

‘ v — y est orthogonal a Wj. ‘

Pourquoi W est affine 7

soit v=> riv, e Wetv =% riv,eW,alors av+ v => (ar; + fr;)v; et

Z an, arj + Brj] = o Z ap, T+ B Z o, T
= th ~+ BBh
= B, seulement si a+ 5 =1

—> W est espace affine.
(o, B ne sont pas n’importe quelle combinaison linéaire).
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Application : f: R —s R? affine si

Yai,...,a, € IR avec Zaizl
th,...,tmEIR

} f(Z ait;) = Zaif(tz)

Exemple : m =2, a1 = «, ag = 1 — a, alors pour t = (1 — a)t1 + aty :

f(t) = (1= a)f(t1) + of (t2).

Probleme : on ne connait pas facilement une base de Wj!

Méthode 1 (on connait une base pour W) :

Si I'on peut trouver une base wy, ..., w,_, de Wy (on suppose ici que les conditions sont
indépendante et que donc Wy est de dimension n — m), alors on écrit :

<V—-y,wp>=0, k=1,...,n—m.

Ainsi un élément v = Y"1 | A\;v; est solution si et seulement si

)\<v3,wk> <y,wg> k=1,....n—m

| |
= ;
} 1ah)\—ﬁh,h_1 }

Méthode 2 : base de W, inconnue

Utiliser les multiplicateurs de Lagrange [Strang90]

Le Lagrangien : ‘ L, p)=Z0(A) + Zﬁ 0o M Z\ agAl = 6(] ‘

ol ) = | vi — % |

On exprime que (A, j1) est solution si et seulement si (), 1) est un point de selle du la-
grangien, c.a.d. si et seulement si

oL 9L 5.5
i

>
I
)
ol
I
—
S



A est solution du probléme, fi (multiplicateurs de Lagrange) est un vecteur auxiliaire.

( n m

< Z)\jVj -y, Vg > +Zﬂhahk
N j=1 h=1
—> gysteme

((n+m) x (n+m)) k=1,...,n

Zahjj\j—ﬂhzo th,...,m.
\ h=1

Les inconues : (\j,fpi), j=1,...,n,h=1,...,m
n m
Z)\j<vj,vk>+2ﬂhahk =<y, Vi >, E=1,...,n
= systeme =1 he1
(S) L
> an A= BL=0, h=1,...,m.

Forme matricielle :

Interprétation :
Pourquoi on arrive a ce systeme 7

L'erreur € = Y 7 A\jv; —y doit étre orthogonale & tout élément w € Wy, c.a.d. & tout

n
Z)\jvj tel que < Qpy A >p= q, n=1,...,n.
=1 .
;,_/ contraintes

WEWO

On doit done obtenir

n n
<EY NVi>=D A<V, >=<Ay>,=0, VYA :<opA>,=0, h=1...,m

=1 j=1
j j =

Notons L = span(ay, ..., ) le sous-espace engendré par les oy et LT son supplément
orthogonal (dans R").
(R" = Lo L*, (L)' =1).
On doit donc avoir
<y, A>,=0, pour tout A € (L1),

c.a.d. v € L, soit v =Y _}" | ppap ou encore y; = > 1" ppap,, j=1,...,n.
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En revenant a la définition de 7, cela donne

n m
Vi =< Z)‘kvk y,v; >= Z/ﬁhahﬂ J L, 5 T,
k=1 h=1
Cette condition est identique & la premiere partie de (S), & la différence que pp = —fip,

(aucune importance car c¢’est un vecteur auxiliaire).
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VI. Approximation spline

6.1 Approximation et lissage

Supposons maintenant que les données z; soient entachées d’erreurs.

Elles peuvent étre de la forme z; = f(t;) + €;, ou f est une fonction théorique sous-jacente
(inconnue) que 1'on cherche & retrouver et les €; sont les erreurs.

Celles-ci peuvent en général étre assimilées a des réalisations d’une variable aléatoire dont
les caractéristiques (fonction de densité, moyenne, écart type, ...) sont connues ou non.

2 exemples :
- variable aléatoire gaussienne de moyenne 0 et d’écart type e,
- variable aléatoire de densité uniforme entre —¢; et +¢;.

Pour retrouver f, on introduit :
e un critere de lissage,
e un criere d’approximation des données.

Le critere de lissage le plus utilisé est :

L(z) = /ab (+2(0)) " at

Comme critere d’approximation des données, on prend souvent :
n
Alz) = wi(@(t) — 2)°
i=1

oll w; = L., o; étant Pécart type de la donnée z;.
o;’
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Si toutes les données sont approximativament de méme précision, on pourra prendre

=1

Il arrive néanmoins dans des cas particuliers que 1’on prenne :
n
Alz) =) ¢ilm(ti) — 2)
i=1

oit ¢; : IR — IR™ est une fonction convexe, dérivable et non nécessairement la fonction

2z — w; 2% comme plus haut.

Par exemple la fonction suivante :

<>o— linéaire

S parabolique
-€ +e

On cherche alors  qui minimise
L(z)+ pA(x), pour z € X (& préciser).
ol p > 0 est un coefficient positif qui régit 'importance relative que I’on accorde caractere

lisse de la solution et a ’approximation des données.

Selon lorigine du probleme, il arrive que 1'on considére plutot (probleme des moindres
carrés régularisé) :

A(z) + 2L(x)

ce qui est évidemment équivalent pour z = %.

Considérons I'exemple type suivant :

‘ minimiser [ [@" ()2t + p S0 (w(ts) — 2:)2| pour & € H2[a, b, ‘
| |

Ofla:t0<t1<"'<tn+1:b.

Posons encore I, = {z € H?[a,b] / z(t;) =yi, i =1,...,n}.
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Il est clair que 'on a :

H?[a,b] = UI

yE]R

On peut donc décomposer la minimisation en deux étapes :

b n
min  min " (£))2dt + i — 2)2
min [ JC0) DR

qui s’écrit aussi

Posons ®(y) = minger, [*[+"(t)|2dt

Propriétés de la fonction @ :

On a évaidemment ®(y) > 0, Vy € R".

Pour n > 2, on sait que la solution du probleme
minimiser /[.r”(t)]Zdt pour z € H?[a,b], z(t;) =y;, i =1,...,n

est la fonction unique o € Sy telle que o(t;) = y;, i =1,...,n.
On a alors ®(y) = f:[a (t)])%dt.

Pour mieux voir la dépendance de o de y, introduisons la base suivante de S5 :

1sii=y
O'J'ESQ, O'J'(t,'): .
0 sinon
Par linéarité, 'élément o € Sy vérifiant o(t;) = y;, i = 1,...,n s’écrit
n
0= Zyz’%
=1
[NB : 01,...,0, constitue la de Sy duale des fonctionnelles ¢; : s € So — s(t;), =

1,...,n].

On a donc aussi

n
"
= E Y0,
=1
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et par conséquent
b [ n 2
<I>(y)=/ [Zymé’(t)] dt.
@ li=1

En développant, on obtient

B(y) = / SOS yayiol (o) | dt

i=1 j=1

=>>. [/a Ugl(t)ﬂ}'(t)dt] Yl

On posant w;; = fab of (t)oj (t)dt et Q = (w;;) une matrice n X n, on a donc

| |
‘ D(y) YD wijyiy; = <y,Qy>. ‘

La fonction @ est donc quadratique est positive, donc convexe.

Calculons w;; : en considérant o; comme un élément de Sy et o; comme un élément de
H?[a,b], on obtient

b n
wij = /a o (t)of (t)dt = Z Aol (tr) oi(te) = Aoy’ (t;).

k=1
Oik

Mais en échangeant les roles de o; et o; ,on a w;; = wj; et
~~~ ~
H?2 Sg

Wiy = AO’;’I(ti).
Comme la matrice €2 est symétrique, la dérivée de ® en y est donnée par

g = ®'(y) = 2Qy( gradient de ®).

n

D(y) = 2(Y15---Yn) = Zzwijyiyj =<,y >

@:Rn—>R: i=1 j=1

= ...+ wiYiy; + ...+ WYY+
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[ 00 ] Z 2WiKYk

3y1 k=1
@/(y) = o -l = 2Qy

0P n
Otm Z 2Wnk Yk

B N L k=1 J

o R" — L(R",R)

' y — 2Qy.

On remarque que g; = 22?:1 wijlY; = 22?:1 Aci'(t))y; = 240" (t;) (car o(t) =

2?21 0; (t)yz) :

Ainsi, le gradient de la fonction ® en y est égal (a un coefficient pres) au vecteur des
discontinuités des dérivées 3¢ de o =Y . y;o; ent :

23" Aoy (tys =2 (Do) (s = Y o4 )ws)

=2 }ll_r)% O';-”(ti + h)yj - ’llliré O'}”(ti - h)yj)
h>0 h>0

h—0 h—0
h>0 h>0

=2 | lim » o (t; +h)y; — lim » o' (t; — h)yj>

_ : "y T Mmoo
=2|limo (t; + h) lim o (t; h))
h>0 h>0
= 2A0"(t;).
Il reste & étudier la minimisation de

®(y) +plly — 2>,  pourye R"

ot ly — 2> = 331, (yi — 20)%.
Il s’agit d’une fonction convexe quadratique. Elle est minimum en y ssi ses dérivées par-
tielles en ce points sont nulles, i.e. :

9i+20(F—2)=0, i=1,...,n ((g:)=2(y)).

Soit,

donc
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Qy+p(7—2) =0. (*)
Ainsi on a : )
y=(I+ ;Q)_lz.

On voit que le vecteur y dépend linéairement du vecteur z.

La solution ¢ est alors la spline d’interpolation correspondante a g, c.a.d. telle que
oe€Syeto(ty) =y, i=1,...,n.

Le systeme (*) peut étre exprimé directement en terme de o : (car (2y); = Ac"(t;) )

‘ AOJH(ti) + p(o-(tz) — Zi) — 07 Z = ]_, .. .,n- ‘

En conclusion, la solution ¢ du probleme est caractérisée par

1) la restriction de o & [t;,%;11] est un polynoéme de degré 3, pour i =1,...,n — 1,
2) les restictions de o [a,t1] et [t,,b] sont des polynomes de degré 1,

3) o € C?[a,b),

4) Ac"'(t;) + p(o(t;) — z;) =0, i=1,...,n.

De maniere générale, on peut étudier le probléeme de minimisation suivant :

(Pr) d(y) + p¥(y)

reX
Az=y

ot ®(y) = min |z|?, U(y) = Z@(% - 2i),
i=1

et |.| est une semi-norme sur X associée a un produit scalaire (, ), A est une application
linéaire continue et surjective de X dans IR", ¢; : IR — IR convexe et dérivable.

On met ensuite en évidence un sous-espace S “orthogonal” pour (, ) a
Iy =ker(A) = {x /| Az = 0},
ainsi qu’une application linéaire A : S — IR" telle que
(s,2) =< A(s),A(z) >, Vs e S, Vr € X.

On montre que pour y = (y1, ..., yn) quelconque, il existe un seul élément o € S vérifiant
A(o) =y.
Cet élément dépend linéairement de y (on peut 'écrire o =Y ., y;07).
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On notera o = S(y), ou S : R" — S opérateur spline d’interpolation.

On sait que o = S(y) est 'unique solution du probléme de la minimisation de |z|* avec les
conditions x(t;) = y;, i =1,...,n.

On a donc
O(y) = (0,0) =< A(0),A(0) >=< AS(y),y > .

Posons @ =AoS (R" — R").
Ainsi ®'(y) = 2Qy = 2A (S(y))=2A(0), si 0 = S(y).

La solution de (Pr) est caractérisée par
®'(y) + p¥'(y) =0,

donc
2Qy + p¥'(y) = 0.

Ainsi la solution du probleme :
minimiser (|z|> + p¥(Az))

sera caractérisée parles conditions

| |
| c€S |
| 2A(0) + p¥'(Ag) =0 |
| |

6.2 ALGORITHMES

On considere ici ’exemple de base

z€H?[a,b]

b n
min [ [ @+ o3 Golt) - 2)?
@ i=1
On veut calculer la fonction o € Sy vérifiant
Ao (t;) + plo(t;) —z) =0, i=1,...,n.

Pour simplifier, on suppose que t;41 —t; =h,i=1,...,n— 1.
Dans chaque intervalle [t;,¢;11], i = 1,...,n —1, la restriction de o est un polynéme P; de
degré déterminé par y;, yiy1,y; := P(t;), yi 11 := P/ (tig1).
L’objectif est de calculer :
y; et yi pour i = 1,...,n.
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NB : La connaissance de y; et y] permet permet parfaitement de calculer Py(¢) qui est un
polynéme de degré 1 (de méme pour y,, et y,, pour P,_1(t)).

Par le choix méme des inconnues, le raccordement C! est assuré en t;. On a :

P () =PFt) (=) i=1...,n—1

On va former 2n équation pour le calcul des y; et yi, i =1,...,n, en exprimant :
1) les raccordement de la dérivée seconde
PZH_l(tl):PZH(tl), 7::1,...,71,—1
2) ’équation de lissage :

P"(t;) — P (t;) = —p(yi — zi), i=1,...,n—1

L’équation de raccordement de la dérivée secondes a déja été écrite pour l'interpolation
(voir sect. 4.14) :

3 .
y§_1+4y§+y§+1—E(yi+1—y,~_1) =0, i=2,...,n—-1

avec les deux conditions particulieres en t; et ¢, s’exprimant par

P'"(t1)=0et P ,(t,) =0

n—1

pouvant s’écrire :

3
21 + Yy — E(y2_yl) =0

3
Yn_1+ 2y, — E(yn — Y1) =0

Pour écrire I’équation de lissage, rappelons que (sect. 4.13)

l i// (tz) — h (sz 2y1{ y1/;_|_1)
_ Yi+17Yi
mi = v

P(tis1) = 3 (=3m;+ 2y; + 2yi,4)

(I1 faut noter que P; € P3i => P}’ € Py = P}” est constant).
Donc, si v; = P{"(t) pour t €]t;,t;41[ on a

Pi” t?, - Pi” tz 6
( “)h () _ ﬁ(yé + Yiy1 — 2m;)

Vv; =
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[’équation de lissage s’écrit donc

6 2 '
En ¢, 'équation de lissage prend une forme particuliere du fait que Ao’ (t1) = P{"(t1) —
\q,, = ;%(2/1 — (y5 — 2my)., on obtient donc :
Po(t1)=0

6 2
72 (?Ji +y5 — 5(92 - y1)> + p(yr — z1) = 0.
Et de méme en t,,, Ac”'(t,) =0— P/ ,(t,)

6

9
e <y;_1 + 1y, — E(yn — yn_1)> + p(yn — 2n) = 0.

On peut écrire toutes ces équations sous la forme d’une systeme tridiagonale par blocs
2 x 2.

3 Ve . 7 .
Posons §; := hy, et w := p%, les équations peuvent donc s’écrire :

3
Yi1 + 4y +yigq — E(Zliﬂ —yi—1) =0,

les deux membres multipliés par h donne
hyi—1 + 4hy; + hyiq — 3Yit1 + 3yi-1 =0
d’ou
3Yi_1 +5i_1+0'}’i+4(5i—3yi+1 +5i+1 =0 i:2...,n—1.

Les équations

6 9
5 <y£+1 — Y1 — E(ym — 2y, + y¢_1)> +p(yi —2) =0

s’écrivent (en multipliant par h;) :

h3
3h(Yip1 — Yi1) — 6Yiy1 + 12y; — 6yi—1 + %(yz —2) =0

d’ot
—6yi_1 — 30i—1 + (12 + w)y; + 0 0; — 6y; 41 + 3di+1 = wzi, i=2....n—1.
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Soit matriciellement : (i =2...,n—1)
—6 -3 Vi1 n 124w 0 Yi n —6 3 Yit1 _ Wwz;
3 1 di—1 0 4 di -3 1 N 0

A A1+ B A, AT

Les équations en t; peuvent s’écrire

(6 + w)y1 + 351 — 6y2 + 3(52 = w2z
—3y1 — 201 + 3ya — d2 = 0.

Soit matriciellement

e e 3 R

B’ A + C Ay = D
et en ¢, :
-6 -3 Yn_1 n 64+w -3 Yn Wan,
3 1 Sp—1 -3 2 On 0
A A1 + B” A, = D,
d’ou
rB C 17 Ay r Dy 7
A B C Ao D,
A B C Ag Ds
A B C A1 D, _4
L A B"] L A, | . D,

Mais C = AT, B, B', B"” sont des matrices symétriques, donc la matrice du systeéme est
elle aussi symétrique et tridiagonale :

"B’ AT 117 Ay T [ Dy
A B AT Ao D,
A B AT Aj D5

A B AT An.—l Dn.—l

| A B"] L A, | | D, |

On peut écrire la matrice de ce systeme sous la forme :

93



6+w 3 | -6 3
3 2 | -3 1
-6 -3|12+0 0| _g
3 1/ o 4| -3
-6 -3|12+w -6 3
3 1, _3 1
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-6 -3 12+w 0| _¢ 3

3 1 0 4 -3 1
-6 -3 6+w -3
3 1 -3 2
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