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INTRODUCTION

La régression linéaire constitue une partie importante du modéle linéaire.
De maniere tres générale, le modele linéaire rend compte d’une situation dans
laquelle la moyenne du vecteur aléatoire Y, que constituent les observations,
dépend linéairement et de facon connue d’un parametre vectoriel 6 :

Y=X0+¢, IEY)=X0, Var(Y)=Var(e)=ol

La partie aléatoire est donc représentée par une erreur additive £ dont les
composantes sont centrées, de méme variance o? et non corrélées. Nous
ajouterons I'’hypothese gaussienne pour les problemes de tests ou d’intervalles
de confiance. Les observations sont donc des variables aléatoires de méme
variance et non corrélées entre elles (indépendantes dans le cas gaussien).
Leurs moyennes sont par contre différentes et représentées par les com-
posantes du vecteur X6. Ce vecteur est une combinaison linéaire inconnue,
dont les coefficients sont les composantes du parametre 6, des colonnes de la
matrice X qui, elle, est connue et constitue le plan d’expérience. La diver-
sité des modeles provient de la nature de cette matrice. Dans le cas de la
régression linéaire simple ou multiple, les colonnes de X sont des variables
quantitatives comme Y, éventuellement observées, mais supposées parfaite-
ment connues, c’est-a-dire non aléatoires. En analyse de la variance, les
éléments de X sont a valeurs dans {0, 1} ; ils indiquent la présence ou non,
dans chaque observation, des différentes modalités de variables qualitatives
externes. L’analyse de la covariance correspond a la juxtaposition dans X
de ces deux types de variables. Les modeles logit et probit constituent un
exemple de généralisation dans lequel une fonction connue de la moyenne
dépend linéairement du parametre.

L’intérét du modele linéaire est de fournir de fagon simple, par la méthode
des moindres carrés, les estimateurs des parametres 0 et o2, leurs propriétés
ainsi que les intervalles de confiance et les tests sous hypothese gaussienne. De
plus une représentation géométrique (cf. Figure 1) facilite la compréhension
des résultats. Cependant le contexte de la régression linéaire est tres différent



de celui de I'analyse de la variance ou de la covariance et les techniques de
calcul sont finalement tres spécifiques.

M) E(Y)=X60

Figure 1: Aspect géométrique du modele linéaire

La régression linéaire simple, présentée dans le premier chapitre, permet
d’aborder le modele linéaire de fagon élémentaire. Dans ce cas la variable
d’intéret est confrontée a une seule autre variable, c¢’est par exemple 1’étude
du poids des individus en fonction de la taille. La régression linéaire multi-
ple, au chapitre suivant, nécessite un formalisme plus important car la vari-
able d’intéret est analysée simultanément a travers plusieurs variables. La
régression poissonienne, ainsi que les modeles logit et probit, entrent dans le
cadre du modele linéaire généralisé présenté au troisieme chapitre. L’analyse
de la variance fait 'objet du quatrieme chapitre. Elle a pour but d’étudier
I'influence d’un ou plusieurs facteurs sur la grandeur étudiée. On mesure
ainsi l'effet d’un ou plusieurs médicaments, a doses variables, pour le traite-
ment d’une maladie. L’organisation des calculs est tres spécifique. L’ analyse
de la covariance, au cinquieme chapitre, permet de prendre en compte des
facteurs qualitatifs dans un probleme de régression. Par exemple on cherche
a éliminer 'effet du sexe dans I’étude du poids en fonction de la taille chez les
individus. Elle utilise simultanément les techniques de la régression et celles
de I'analyse de la variance. Enfin le dernier chapitre est consacré a I’analyse
de la déviance.

N.B. Le présent document contient uniquement les deux premiers chapitres.



Chapitre 1

REGRESSION LINEAIRE

SIMPLE

La régression linéaire simple a pour objectif d’étudier la dépendance, sous
forme linéaire, entre deux grandeurs. L’exemple classique du poids d’un in-
dividu en fonction de sa taille est illustré ci-dessous par un échantillon de 32
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Figure 1.1: Régression du poids par rapport a la taille des étudiants de la
promotion 97 d'TUP 3



1.1. DROITES ASSOCIEES A UN ENSEMBLE DE POINTS DU PLAN5

Nous commencerons par une approche descriptive du probleme. Le pre-
mier paragraphe présente quatre principes différents permettant d’associer
une droite a un ensemble de points du plan. Le contexte de la droite de
régression est précisé au paragraphe suivant dans lequel est introduit le
coefficient de corrélation linéaire. 1’aspect descriptif est étendu au cadre
de la régression non linéaire avec les courbes de régression et rapports de
corrélation dans le troisieme paragraphe. Les deux derniers paragraphes sont
consacrés aux aspects de la statistique inductive dans ce contexte : étude des
estimateurs, intervalles de confiance et tests.

1.1 DROITES ASSOCIEES A UN
ENSEMBLE DE POINTS DU PLAN

On se propose ici de montrer qu’il existe plusieurs facons assez naturelles
d’associer une droite a un ensemble de points du plan. On se donne n points
sous forme de leurs coordonnées (z;,y;),i = 1,...,n, dans un repere orthog-
onal. On cherche une droite d’équation y = ax + b qui soit le plus proche
possible de I’ensemble de ces points. Cela dépend de la maniere de mesurer
la proximité du point (z;, ;) a la droite lorsque le critere global est la valeur
moyenne de ces n mesures.

1.1.1 Droites des moindres carrés

La droite des moindres carrés de y par rapport a x minimise la somme
des carrés des distances des points a la droite mesurées verticalement. Le
critere a minimiser se présente donc sous la forme

Dy/x(aa b) = ﬁ Z[yz — ar; — b]2

La dérivée partielle par rapport a b montre que la droite passe par le point
moyen (7,7) :

8 - _
% Dy/.(a Z r,—bl=0 < b=7-—aT.
Le report de ce résultat dans la dérivée partielle par rapport a a donne la
pente :
_2 n

aaaDy/m (a,b) = — Z:CZ yi—axr;—b =0 = cov(z,y) — avar(z) = 0.
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On peut aussi introduire le point moyen (Z,7) dans I'expression du critere,
1& 7) _ _ _ 9

Dy.(a,b) = ﬁz a(z; — %)+ (Y — aT — )],

puis effectuer le développement,
D,/:(a,b) = var(y) + a*var(x) — 2acov(z,y) + (¥ — ax — b)*.

Pour a fixé, la droite qui minimise le critere doit passer par le point moyen,
d’ott la relation : b = § — az. Puis Dy/,(a,J — aT) est un polynome du
second degré en a dont 'annulation de la dérivée, 2avar(z) — 2cov(x,y) = 0,
donne la condition sur a. Cette seconde approche établit qu’il s’agit bien

d’un minimum. Dans le premier cas, on constate que la matrice des dérivées
secondes (matrice hessienne), en la solution, est définie positive,

9?Dy /. (a,b) :Q[P T
a(‘b‘)a(a b) !

En résumé la droite des moindres carrés de y par rapport a x est définie par :

> 0.

. - cov(x,y ~
y = ax + b, azﬁ, b=71 — ar.

var(z)
En inversant le role des variables, la droite des moindres carrés de x par
rapport a ¥ minimise la somme des carrés des distances des points a la droite
mesurées, dans le méme repere, horizontalement. Le critere s’écrit,

1 n

Dyyy(c,d) = = [x; — cx; — d)?,
N i=1
et sa solution est donnée par :
r=¢y+d, &= Lv(w’y), d=717— .
var(y)

Ces deux droites se coupent au point moyen (7,7), elles présentent le méme
sens de variation, donné par le signe de la covariance, et la premiere est moins
inclinée que la seconde car le rapport des pentes est inférieur a un,

cov(z, y)

~ war(x)var(y) =1
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1.1.2 Droite des moindres distances

La droite des moindres distances accorde la méme importance aux deux
variables car la distance de (z;,y;) & la droite est mesurée selon le sens usuel,
c’est-a-dire de fagon perpendiculaire. Dans ce cas le repere doit étre or-
thonormé. On parle aussi de droite de régression orthogonale. Le critere a
minimiser est (on utilise la relation cos®f = =)

1 1 &

D$7y(a, b) = m X E 2[% —ar; — b]27

La droite passe par le point moyen (Z,7) et par suite b = § — aZ. Ainsi a
doit minimiser la quantité,

D, (a,7 —aT) = var(y) + a*var(z) — 2acov(z, y)].

.
(1+ a?)
La dérivée par rapport a a,

%Dm(a, J—aT) = ﬁ{a%ov(m, y) + alvar(z) —var(y)] — cov(z,y)},

s’annule en les valeurs,

var(y) — var(z) + \/[var(y) — var(2)]? + deov?(z, y)
2cov(x,y)

qui, reportées partiellement dans le critere, donnent :

D, ,(a,y — aT) = var(x) + ! )\/[var(y) —var(x)]? + 4cov?(z, y).

(1+a?

Ainsi la solution est :

var(y) — var(z) + \/[var(y) —var(x)]? + 4cov?(z, y)
2cov(x,y)

a= :
L’autre solution correspond a la droite orthogonale a celle-ci puisque le pro-
duit des racines est égal a -1. Dans ce cas la somme des carrés des distances
est maximum sous la contrainte que la droite passe par le point moyen. Ces
directions correspondent aux deux composantes de 1’analyse en composantes
principales (ACP) d’un nuage de points dans le plan. La droite de régression
orthogonale donne le sous-espace de dimension un du plan sur lequel le nu-
age projeté a la plus grande dispersion, c¢’est-a-dire conserve la plus grande
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information sur le couple (x,y) dans une seule variable.

La droite des moindres distances a le méme sens de variation, donné par
le signe de cov(z,y), que les droites des moindres carrés. On montre qu’elle se
situe dans ’angle aigu formé par ces deux droites. Pour cela il faut étudier la
position des deux pentes de ces droites par rapport aux racines de I’équation
du second degré de la situation orthogonale.

1.1.3 Droite des moindres rectangles

Comme dans le cas précédent, la droite des moindres rectangles prend en
compte les deux variables de fagon symétrique. La proximité de (x;,y;) a la
droite est mesurée par la surface du rectangle défini de la fagon suivante :
ses cOtés sont paralleles aux axes, (x;,y;) constitue un premier sommet et
les deux sommets qui lui sont adjacents sont situés sur la droite. Le repere
doit étre orthonormé pour que la surface apparente soit bien celle que 1’'on
minimise. Le critere est :

1 1 1 &
D,,(a,b) Z|yl—axz—b| |z; — ( —b)| == x = (yi —ax; — b)*.
n

la| ~ n i=1

La encore la droite passe par le point moyen (7,7) et donc b =7 — aZ. Puis
a doit minimiser la quantité,

|i| [var(y) + a*var(z) — 2acov(z, y)).

D,y(a,b) =

var(y)
var(x)

Cette fonction présente deux minima locaux pour a = =+ et le min-

imum global est obtenu lorsque a a le signe de cov(x,y). Elle se situe
également dans I'angle aigu formé par les deux droites des moindres carrés,
sa pente étant la moyenne géométrique des deux autres pentes (en module),

) _ [eomla)  oor) )

Elle est proche de la droite de régression orthogonale et coincide avec elle
lorsque var(y) = wvar(x), la pente étant égale a £1 selon le signe de la
covariance.
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1.1.4 Optimisation numérique

Le critere obtenu en considérant la somme des carrés des écarts verticaux
et horizontaux,
1 n

Z —axr;— 2+%Z ——(yi— 2,

=1 =1

Dayy(a,b) = Dyjo(a, b)+Dqyy(a,b)

3 |

n’admet pas de solution explicite mais peut étre résolu de facon numérique.
L’introduction du point moyen (Z,%) conduit & :

D,,(a,b) = war(y) + a*var(z) — 2acov(z,y) + (¥ — ax — b)*
1 2 1
+ war(z) + =var(y) — =cov(z,y) + — (7 — aT — b)*
(@) + var(y) — —cov(z,y) + (¥ )
La droite cherchée passe donc par le point moyen (T,7) et sa pente a doit
minimiser la fonction f(a) suivante :
, 1 2
Dyjy(a,b) —var(x) —var(y) = a var(x)—l—?var( y) —2acov(z,y) — acov(ac, ).
La minimisation numérique consiste a prendre le minimum de la parabole
tangente au point d’abscisse ag, ce qui produit un point d’abscisse aq, puis
d’itérer le procédé. On obtient ainsi I’algorithme suivant :

1 (cov(z,y)  cov(z,y) ' (ax)
5 + v kg1 = A — ;
2\ wvar(z) var(y) [ (ax)
On montre que la droite est également situé dans I’angle aigu formé par les

deux droites des moindres carrés. En utilisant le critere normalisé par les
variances,

apg = :0,1,...

X = [yi —ax; — b]* +

var(y) niS var(z) n <

on retrouve la droite des moindres rectangles.

1.1.5 Exemple

Un ensemble de points a coordonnées entieres, pour simplifier les calculs,
permet d’illustrer les différentes droites introduites ci-dessus. Les données
sont les suivantes :

Indice t | 1213145678910
Variable X || z; || 1 13114 |15
Variable Y || y; | 3|1 ]|5[2/6|4| 7|9 |8 ] 5

w
ot
-3
Nej
—_
—_
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Tous les parametres calculés ne dépendent des données qu’a travers le résumé
numeérique suivant :

n=10; ox=280; Yz?*=2880; Xy=>50; oy®=2310; oxy=489.
En particulier, les caractéristiques empiriques usuelles s’en déduisent immédiatement :
T=28; war(zr)=24; y=05 war(y)=06; cov(x,y)=238,0.

Les équations des différentes droites sont alors données par :

H Type ‘ Critere ‘ Equation H

moindres carrés Dy, | y=0,37x+2,0
moindres carrés Dy | y=0,67r—0,4
moindres carrés Dyy |y=0,57r+0,4
moindres distances D,y |y=0,41x+1,7
moindres rectangles | D, |y =0,50z+1,0

N.B. L’équation y = 0,67x — 0,4 équivaut a x = 1,48y + 0, 6.

10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Figure 1.2: Droites associées a un ensemble de points selon différents criteres
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1.2 DROITE DE REGRESSION LINEAIRE

Le contexte de la régression linéaire simple est présenté en premiere sec-
tion a travers une illustration qui sera reprise tout au long de ce chapitre.
Les hypotheses du modele ne sont précisées qu’a la section suivante. La
droite des moindres carrés constitue la base de 'estimation des parametres
et fait I'objet de la derniere section ainsi que la présentation du coefficient
de corrélation linéaire empirique.

1.2.1 Illustration

On étudie la vitesse coronarienne Y en fonction du poids X chez les indi-
vidus. Une grande vitesse coronarienne est un indice de bon fonctionnement
cardiaque. On a mesuré chez n = 18 patients, le poids z; en kg et la vitesse
coronarienne y;,7 = 1,...,n. Les données indiquées dans le Tableau 1.1 sont
représentées sur la Figure 1.3. Ce graphique fait apparaitre une dépendance
linéaire entre les deux variables. Celle-ci est formalisée en postulant que la
fonction de régression de Y a X est linéaire : IE(Y|X = x) = ax + b. Les
deux variables sont donc appréhendées de facon différente. La variable Y
conserve son caractere aléatoire alors que X est supposée parfaitement con-
nue : on raisonne conditionnellement a X. On dit que X est la variable
explicative (variable indépendante, variable exogene, régresseur) et que Y est
la variable expliquée (variable dépendante, variable endogene, régressante).
L’objectif est par exemple de prévoir une plage de valeurs raisonnable (inter-
valle de confiance) pour la vitesse coronarienne d’un individu dont on connait
le poids.

T; 45 | 48 | 50 | 50 | 52 | 53 | 56 | 58 | 63 | 66 | 66 | 69 | T2 | 74 | 79 | 79 | 84 | 89

Y; 75| 7T | 78 | TT | 7T | 72 | 72 | 72 | 70 | 71 | 69 | 69 | 68 | 66 | 64 | 66 | 62 | 61

Tableau 1.1: Vitesse coronarienne y; et poids z; de 18 patients

Résumé numérique, caractéristiques empiriques et premaiers résultats

n=18; ox =1153; Ya? = 76903; Xy = 1266; Jy2 = 89508; ozy = 79947.
T =64,1; war(z)=169,27; y=170,3; war(y)=25,89; cov(z,y) = —63,74.

Droite de régression y=—0,377x 4+ 94,5
Coefficient de corrélation linéaire 1 = —0,96
Coefficient de détermination r? =93%

Variance estimée de l'erreur 2 =212
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Figure 1.3: Vitesse coronarienne en fonction du poids chez 18 patients

1.2.2 Les hypotheéses du modele

Les données d’un modele de régression linéaire simple sont constituées
de n couples de réels (z;,y;) dont l'origine peut étre tres diverse selon la
nature de la variable explicative X. Dans ’exemple ci-dessus X est aléatoire
si les patients ont été sélectionnés au hasard mais il est possible qu’on ait
veillé a choisir des patients de poids tres différents. Plus généralement il
est des situations ou les valeurs de X sont fixées par ’expérimentateur, c¢’est
pourquoi on dit que ces valeurs constituent le plan d’expérience. Par exemple
X1, Ta,... peuvent étre les instants d’observation d’une grandeur Y dont on
étudie I’évolution au cours du temps (série chronologique). Dans tous les cas
on considere que les valeurs de X sont connues et non aléatoires. L’aspect
aléatoire porte donc uniquement sur la variable expliquée Y. Ainsi yy, 4o, . . .
sont considérés comme les observations de variables aléatoires Y7, Ys, ... de
la forme,

Yi=axr;+b+¢, 1=1,...,n,
ou :
s ,
e le plan d’expérience x4, s, ..., x, est fixé connu,

e les parametres a et b sont inconus,
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e les erreurs ey, e, ..., &, sont des variables aléatoires centrées, de méme
variance o2 et non corrélées entre elles :

IE(g;)) =0; Var(e) =0 Cov(ee) =0 si i j.

Pour les problemes d’intervalles de confiance ou de tests, au dernier para-
graphe, on fait '’hypothese supplémentaire que les erreurs ¢;,,7 = 1,...,n
sont gaussiennes et donc indépendantes. Dans ce cas la loi de probabilité des
observations associées au modele linéaire est définie par la densité :

n

, —ax; —b)?

i=1

Les variables Y;, i = 1,...,n sont gaussiennes, indépendantes, de méme vari-
ance o2 mais de moyennes différentes de la forme IE(Y;) = ax; + b,i =
1,...,n. On notera que le plan d’expérience x1, xs, ..., x, ne fait pas partie

des parametres du modele.

On peut écrire le modele sous forme vectorielle :
Y =ar+bll+e [E(E)=0, Var(e)=o"l,
ol
Y =(Y,...,. V)", x=(,...,2,)", T=(1,....0)", e=(cq,...,e)"
ce qui se traduit sur Y par :
E(Y)=ar+bl, Var(Y)=o"l.

L’espace des variables (ici R? ) permet de représenter les données (14, ;)1 =
1,...,n dans les axes, choisis orthogonaux, associés aux variables X et Y
(cf. Figure 1.3). L’espace des observations (ici R™) est celui dans lequel Y
prend ses valeurs. Il permet de “représenter” I'observation y = (y1,...,yn)?,
le sous-espace engendré par z et 1 dans lequel se situe la moyenne IE(Y) =
ax+bll | appelé espace des moyennes, ainsi que le terme d’erreur € (¢f. Figure
1.4).

1.2.3 Estimateur des moindres carrés

Si le parametre (a,b) était connu, les erreurs g; seraient observables et

données par ¢;, = y; —ax; — b,i = 1,...,n. L’estimation de ce parametre
) ) )

par la méthode des moindres carrés consiste a retenir la valeur de (a,b) pour
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Figure 1.4: Régression linéaire simple dans l’espace des observations

laquelle la somme des carrés de ces erreurs est minimum. Ainsi la droite de
régression linéaire de Y par rapport a x est la droite des moindres carrés,
définie au Paragraphe 1.1, associée au critere :

Dy/x(a, b) =

définissant cette droite sont les estimateurs des moindres carrés. Dans 1’espace
des variables, y = ax + b est I’équation de la droite qui minimise la somme
des carrés des écarts verticaux. Dans 'espace des observations y = ax + bll
est la projection orthogonale de 'observation y sur ’espace des moyennes. Le
critere des moindres carrés est donc justifié par I’hypothese d’erreurs centrées,
de méme variance, et non corrélées entre elles. Les propriétés statistiques de
Pestimateur (@,b) seront étudiées par la suite.
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1.2.4 Coefficient de corrélation linéaire empirique

La variance empirique de Y se décompose sous la forme :

n

1 n
var(y) = - > (i — Z — ax; — b)? Z(aa:l +b—7)>%
i=1 i=1 iz
Le premier terme, d’ailleurs égal a la valeur minimum Dy, (a, I;) du critere,
mesure la dispersion des points autour de la droite alors que le second mesure
la dispersion des points de mémes abscisses situés sur la droite. En intro-
duisant le coefficient de corrélation linéaire empirique,

i 2ima (T — T) (Y — 7)

N \/var(x)\/var(y) \/ > (x; —7) \/ >0 (g — )

cette décomposition s’écrit

cov(,y)

var(y) = (1 — rHvar(y) + r?var(y).

Ainsi r2, appelé coefficient de détermination, représente la part de variance
(empirique) de Y expliquée par la régréssion linéaire de Y sur . On a
évidemment 0 < r2 < 1 et les variables sont dites non linéairement corrélées
lorsque 72 = 0. A Popposé, Dégalité > = 1 équivaut a ce que les points
soient alignés (les variables sont linéairement liées, y; = ax; + l;,i =1,...,n).
On remarque que r est symétrique par rapport aux deux variables mais les
deux droites de régression sont distinctes, sauf si > = 1. Notons enfin que 7
représente la pente de la droite exprimée en fonction des variables centrées
et réduites :

A —7 T —T
y=ar+b & y— 9 _

var(y) - var(z) .

Dans l’exemple de la section 1.2.1, on obtient r = —0,96 et r* = 93%. 1l
s’agit d’'une tres forte corrélation. Cela est cohérent avec la proximité des
points a la droite. Pour fixer les ordres de grandeur, on considére que la
corrélation est faible, moyenne ou forte lorsque le module de r est inférieur
a 0,5, compris entre 0,5 et 0,7 ou supérieur a 0,7. La part r2de variance
expliquée est alors inférieure & 25%, comprise entre 25% et 50% ou plus
grande que 50%. Lorsque r? dépasse 80% (|r| > 0,9), on peut parler de
tres forte corrélation. Cependant r? peut étre trés voisin de 1 sans pour
autant que le modele linéaire soit justifié (cf. section 1.2.6). Dans I'exemple
introductif, la corrélation entre le poids et la taille est faible puisque r est
de T'ordre de 0,5. De plus la faible taille de 1’échantillon ne permet pas
d’apprécier a sa juste valeur la dépendance entre ces deux variables ; nous
préciserons ce point avec I’exemple des conscrits traité dans le Paragraphe
1.3.
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1.2.5 Analyse descriptive des résidus

Les erreurs estimées par é;,¢ = 1,...,n sont appelées résidus. Ils sont
empiriquement centrés par construction,

Mais la représentation des &; en fonction des x; peut révéler que le modele
est mauvais. Cette représentation traduit la disposition des points autour
de la droite. On doit alors constater que cette disposition résulte du hasard.
Plus exactement il faut rejeter toute situation dans laquelle la disposition des
points autour de la droite aurait un aspect structuré. On donne ci-dessous
quelques exemples simples de situations structurées pour lesquelles les hy-
potheses du modele linéaire ne sont certainement pas satisfaites.

A

+ + T +

B B

Figure 1.5: Exemples de données structurées

Dans le méme esprit, on peut considérer la représentation des résidus
¢; en fonction des wvaleurs ajustées y; = ax; + b pour mettre en évidence,
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par exemple, une variance des résidus dépendante du niveau de la grandeur
étudiée. On observe ainsi que les résidus sont sensiblement plus élevés lorsque
la vitesse coronarienne est importante (cf. Tableau 1.2 et Figure 1.6). Dans le
cas de la régression simple, cette représentation n’ajoute rien a la précédente
(changement d’échelle). Elle est par contre trés utile en régression linéaire
multiple.

9 | 60,9 62,8 64,7 64,7 66,6 67,3 685 69,6 696
& | 006 -08 -071 129 -0,59 0,66 053 1,40 -0,60
9 | 70,7 72,6 734 745 749 756 756 764 775
& | 0,73 -061 -1,37 -2,50 2,13 237 1,37 0,62 -2,51

Tableau 1.2: Valeurs ajustées et résidus pour la vitesse coronarienne

60 62 64 66 68 70 72 - 74 76 78

Figure 1.6: Résidus en fonction des valeurs ajustées pour la vitesse corona-
rienne

1.2.6 Exemples

Le Tableau 1.3 donne le chiffre d’affaires moyen et la marge moyenne
des entreprises du secteur “réparation et commercialisation de [’automobile”
selon le nombre de salariés au 31 décembre 1988 (source INSEE). Les sommes
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sont exprimées en milliers de francs (KF). Les résultats concernant cet ex-
emple sont regroupés dans le Tableau 1.4.

Nombre de salariés Chiffre d’affaires | Marge

hors tranche 1462 319

0 salarié 612 213

1 salarié 784 343

2 salariés 1308 495

3 a b5 salariés 2070 765

6 a 9 salariés 4204 1551

10 a 19 salariés 10363 3066
20 a 49 salaries 37386 8029
50 a 99 salariés 95874 18736
100 & 199 salariés 242496 48768
200 salariés et plus 1822758 345893

Tableau 1.3: Chiffre d’affaires et marge des entreprises

En représentant toutes les entreprises, on ne distingue pas les points
proche de l'origine, mais on constate I’alignement (cf. Figure 1.7). La représentation
sans les quatre derniers points permet de montrer que le modele n’est pas
adapté car tous les premiers points sont au-dessous de la droite (cf. Fig-
ure 1.8). On doit donc distinguer les petites entreprises (de 0 & 9 salariés)
(cf. Figure 1.9) des moyennes ou grandes (10 salariés ou plus) (cf. Figure
1.10). Par ailleurs la catégorie “hors tranche” apparait comme un point
aberrant. Malgré la taille tres faible des échantillons, les données sont tres
significative car ce sont déja des moyennes calculées sur I’ensemble des en-
treprises de chaque catégorie. Par contre la variance de I'erreur attachée a
chaque point n’est sans doute pas constante. Elle est cependant si faible par
rapport a la variation de la marge que l'interprétation des pentes (taux de
marge) conserve tout son sens. Ce taux est proche de 40% dans les petites
entreprises et de 20% dans les moyennes ou grandes.

De plus, devant l'interprétation de b, il est naturel d’ajuster dans chaque
situation le modele associé a une droite passant par 'origine, y; = ax;+¢;,1 =
1,...,n. Le critere s’écrit :

1 & 2 _ 5 T3 o
Dyyula) = = Y lyi — ol = i + #%® — 2a7y,
i=1

et la solution est donnée par :

8
<

oxy

Q>
I
H

|
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400

Marge MF

300

200 r = 0,99997
y = 0,189991x

100 y = 0,189543x + 0,684
Chiffre d'affaires MF

0
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Figure 1.7: Marge en fonction du chiffre d’affaires de I’ensemble des en-
treprises, unité = 1MF

4
Marge MF
3
2
r = 0,99997
1 y = 0,189991x
y = 0,189543x + 0,684
Chiffred'affaires MF
0
0 2 4 6 8 10 12

Figure 1.8: Zoom sur la marge en fonction du chiffre d’affaires de I’ensemble
des entreprises, unité = 1MF
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r=0,99895

y = 0,3711x

y =0,3636x + 0,020

Chiffre d'affairesmF

15 2 25 3 35 4 4,5 5

Figure 1.9: Marge en fonction du chiffre d’affaires des petites entreprises,

unité = 1MF
400 Marge mr
300
200
100
0
0 200

400

r =0,99998

y = 0,189989x

y = 0,189106x + 1,356

Chiffre d'affaires mr

600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Figure 1.10: Marge en fonction du chiffre d’affaires des moyennes ou grandes
entreprises, unité = 1MF
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Résultat Ensemble Petites Moyennes ou grandes
n 11 5 5
ox 2219317 8978 2208877
ox? 3,391974761 x 1012 24658580 3,391974761 x 1012
oy 428178 3367 424492
oy? 1,224486887 x 101! 3398869 1,224451882 x 101!
oxy 6,444431352 x 1011 9150682 6,444335182 x 10!
y=az+b || y=0,189543z 4+ 684 | y = 0,3636z + 20 | y = 0,189106z + 1356
r 0,99997 0,99990 0,99998
y = azx y = 0,189991x y=0,37T11z y = 0,189989x

Tableau 1.4: Résultats sur les entreprises

L’exemple qui suit illustre une situation ou la regression est un non-sens
que les arguments statistiques de nature mathématique ne peuvent déceler.
Le Tableau 1.5 indique, pour les années 1927 a 1937 en Grande Bretagne, le
nombre relatif & 10 000 habitants de certificats de déficience mentale (variable
Y'), le nombre, en millions, de licences de récepteurs radio (variable X), ainsi
que le prénom du Président des Etats Unis de I’époque (la variable Z est le
nombre de lettres) (c¢f. Montgomery & Peck, page 37).

Année | Déficience Y | Radio X | Prénom Z
1924 8 1,350 Calvin 6
1925 8 1,960 Calvin 6
1926 9 2,270 Calvin 6
1927 10 2,483 Calvin 6
1928 11 2,730 Calvin 6
1929 11 3,091 Calvin 6
1930 12 3,647 Herbert 7
1931 16 4,620 Herbert 7
1932 18 5,497 Herbert 7
1933 19 6,260 Herbert 7
1934 20 7,012 Franklin 8
1935 21 7,618 Franklin 8
1936 22 8,131 Franklin 8
1937 23 8,593 Franklin 8

Tableau 1.5: Exemple de non-sens

Résumé numérique, caractéristiques empiriques et résultats

n =14; ox = 65,262; Ya? = 385,193966; Xy = 208; ay2 = 3490; oxy = 79947.
T =4,662; wvar(z)=>5,783607; y=14,9; war(y)=28,55; cov(x,y)=12,7481.
0z=96; 022=668; ozy=1485; Z=16,9; war(z)=0,69; cov(z,y)=4,19.

Droites de régression y=2,20c+4,6 y=26,0z—26,6
Coefficients de corrélation linéaire  rgy = 0,992 T2y = 0,94

On considere la régression linéaire du nombre de déficients mentaux en
fonction du nombre de licences radio, puis en fonction du nombre de lettres
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Nombre de déficients mentaux

y = 2,204 + 4,582 u

r=0,992 ]

Nombre de licences radio

Figure 1.11: Déficience mentale en fonction des licences radio

Nombre de déficients mentaux

y=6,0z- 26,6
= |
r=094 -
|
|
[ |
|
|
|
|
:
Nombre de lettres du prénom
6 7 8 9

Figure 1.12: Déficience mentale en fonction du prénom du président
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du prénom du Président. Dans les deux cas, le coefficient de corrélation est
tres élevé et les points sont bien répartis autour de la droite (cf. Figures 1.11
et 1.12).

On imagine facilement le type de conclusion erronée que l'on pourrait
faire dans la premiere situation. La deuxieme renforce I'absurdité de ce type
d’étude. Ce phénomene se produira chaque fois que deux variables, sans
aucun lien a priori, sont tres fortement linéairement corrélées a une meéme
troisieme variable externe (ici 'année).

1.3 COURBES DE REGRESSION

Nous considérons ici une approche tres ordinaire de la régression non
linéaire dans un cadre purement descriptif. Il s’agit de situations dans
lesquelles plusieurs observations de la variable d’intérét Y sont associées,
de facon naturelle ou conventionnelle, a une méme valeur x de la vari-
able explicative X. C’est par exemple le cas d’un plan d’expérience dans
lequel, pour chaque niveau x;,7 = 1,...,k du facteur X, sont effectuées
les mesures y;;,7 = 1,...,n; de la grandeur Y. Plus généralement les
données sont en nombre tres important et forment une table de contingence
{(xi,yj;mi5),i =1,...,k;j =1,...,p}. Dans le cas de variables continues,
les observations sont donc assimilées par convention aux centres des classes.
On donne en derniéere section trois exemples illustrant ces diverses situations.
Notons que la premiere situation peut se formaliser dans le cadre d’une table
de contingence avec n;; € {o,1}.

1.3.1 Courbe des moindres carrés

On se place dans le cadre d'une table de contingence pour notre présentation.
On rappelle les notations des caractéristiques conditionnelles empiriques.
Pour i =1,...,k, on définit les :

e moyennes conditionnelles
1 P 12 P
Yi. = o Znijyj = f— Zfijyj = ijij
.oj=1 toj=1 j=1

e variances et écarts-types conditionnels

p ) 5

—_

P p
2) = 3 nyly—7) = fi,z Flys — 7
i j=1

Nij =1

<
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Y| w»n Yj yp || Ensemble

X

T ni1 Ny Nip ni.
Z; U Nij Nip n;
T N1 N Nkp Ny,

[Total [nif| Jn;| [o,] n |
Tableau 1.6: Table de contingence
Sly) = V3, G =v-@)")

On peut noter que le calcul des caractéristiques conditionnelles peut
s’effectuer a partir des effectifs n;; ou des fréquences f;; de la distribution
conjointe ou en utilisant les distributions conditionnelles f; La distribution
marginale de Y est la moyenne, pondérée par la distribution marginale de
X, des distributions conditionnelles de Y sachant X =z;,1=1,... k:

k
:Zfzjxfla jzlaap
=1

Ceci a pour conséquence les relations permettant de calculer les caractéristiques
marginales en fonction des caractéristiques conditionnelles et de la loi marginale
de la variable qui conditionne :

e La moyenne marginale 7 de Y est égale a la moyenne, pondérée par

la distribution marginale de X (f;,i = 1,...,k), des moyennes condi-
tionnelles 7, de Y sachant X =z;,1=1,...,k:
1k
Y= Z n;.Y; = Z Ji¥i.-
N =1
e La variance marginale $%(y) de Y est égale & la moyenne, pondérée par
la distribution marginale de X (f;,i = 1,...,k), des variances condi-
tionnelles $2(y) de Y sachant X = xz;,4 = 1,...,k, augmentée de la

variance, calculée selon la loi de pondération, des moyennes condition-
nellesy,; ,i =1,...,k:

k k
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Il s’agit de la décomposition de la variance d’un mélange de populations,
lorsque la variable X est de nature qualitative, en var intra et var inter et
que 'on retrouve en analyse de la variance.

On appelle courbe de régression de Y en x la courbe représentative des
moyennes conditionnelles 7, en fonction des valeurs z;,7 = 1,...,k, de la
variable de liaison X.

La courbe se présente sous forme d’un ensemble de points (cf. Figure
1.13). Un tracé régulier joignant les points (z;,7; ),7 = 1,...,k, souligne la
variation de Y en fonction de z. Lorsque la variable X est continue il peut
s'interpréter comme une “estimation” de la courbe la ou elle n’est pas con-
nue. Par contre il n’a plus d’interprétation lorsque la variable X est discrete.

y A

Figure 1.13: Courbe de régression

Cette courbe de régression s’interprete comme une courbe des moindres
carrés. Il y a n;; observations en le méme point M;; = (z;,y;). La grosseur
des points de la Figure 1.14 représente l'importance relative du nombre
d’individus.

Considérons une valeur z; fixée de la variable X. Le nombre d’observations
présentant cette valeur est égal a n; . Ils se répartissent, selon la variable Y,
en :

N1 €N Y1, .- -, N5 ENL Y5, oo Thp €1 Y.

Les représentants M;; sont sur la méme verticale d’abscisse x;. On cherche
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y N
Yp 1 ® . o
p . .
i o @®
' ° @ ®
7% ° . ®
T r T >
Xq X X pe

Figure 1.14: Courbe des moindres carrés

I’'ordonnée y du point M, d’abscisse x;, qui soit le plus proche d’eux selon le
critere de I’écart quadratique moyen :

1
min — 3 ny(y; —y)*.
¥y n,; )
On sait que la solution est donnée par la moyenne,
1 P
yz‘ = Z nijyja
n;. j=1
et que la valeur du minimum est égale a la variance,
2 IS 2
Siy) = — > ni(y; — 7)™
n;. j=1

Cherchons la fonction y = g(x) qui soit la plus proche de I'ensemble de
la population selon ce méme critere. Cette fonction est en fait définie par
ses valeurs g(z1),...,9(x;),...,g(zx), en z1,...,2;,..., 2% On doit ainsi
trouver les valeurs g(x1),...,9(x;),...,g(zx) telles que 1'écart quadratique
moyen suivant soit minimum :

> milus — o) =

Ce qui précede montre que la fonction la plus proche est la courbe de régression :

1
n;3

{i i nij[yj - 9(%)]2} .

Ny ;

g(x;))=7;, i=1,... k.
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En ce sens on peut dire que la courbe de régression est la courbe des moindres
carreés.

Le minimum atteint est égal a :

ioj=1

1 1 & s LIS ,
o Z LA o Z nijly; —Til" ¢ = Z 1i.5;(y) = var intra.
i=1 i=1

Il mesure la dispersion des observations autour de la courbe de régression.
On peut imaginer 'utilisation d’autres criteres :

e écart absolu — g(z;) = médiane des observations associées a x; ;

e distance discrete — g(x;) = valeur correspondant a la plus grande
fréquence des observations associées a x; (mode si la distribution est
unimodale ou celui associé a la plus grande fréquence).

Cependant il n’y a pas, pour ces criteres, de décomposition de la variance
de Y en la somme de la partie expliquée par X (var inter) et du reste
(var intra).

Toutes ces notions se transposent immédiatement, avec des notations ana-
logues, en inversant le role des variables. En général I’étude de la régression
s'impose dans un seul sens. On considere ici les situations extrémes, toujours
d’un point de vue empirique, que sont l'indépendance et la liaison fonction-
nelle.

e Cas de 'indépendance. On a les implications, réciproques ou non, suiv-
antes :
X et Y sont indépendantes < les distributions conditionnelles sont
identiques (et donc égales a la distribution marginale de méme na-
ture) = les moyennes conditionnelles sont égales (et coincident avec la
moyenne marginale correspondante) < les courbes de régression sont
des droites paralleles aux axes (et se coupent au point moyen (Z,7%) :
T;,=2,j=1,....,p; 9, =7, =1,... k.

L’absence de réciproque a l'implication centrale ci-dessus est claire :
les distributions conditionnelles peuvent avoir la méme moyenne sans
pour autant étre identiques.

Lorsque les moyennes conditionnelles sont égales, on dit que la variable
étudiée est non corrélée a la variable de liaison. Cela équivaut a ce que
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la courbe de régression soit une droite horizontale, la variable de liaison
étant placée en abscisse. Sous forme symbolique on a les définitions

suivantes :
Y, =7y, 1=1,...,k <& Y est non corrélée avec X,
T,=2, j=1,...,p & X est non corrélée avec Y.

La notion d’absence de corrélation n’est pas réciproque : Y peut ne
pas étre corrélée avec X alors que X est corrélée avec Y, la variable X
peut méme étre en liaison fonctionnelle avec Y. L’indépendance est un
cas particulier d’absence réciproque de corrélation.

e Cas de la liaison fonctionnelle. Lorsque Y est liée fonctionnellement
a X (X =2 =Y = yg)), la courbe de régression de Y en x est
confondue avec la courbe de liaison. Si la liaison fonctionnelle n’est
pas réciproque, la courbe de régression de X en y est distincte de la
précédente. Lorsqu’il y a liaison fonctionnelle réciproque, les courbes
de liaison et les courbes de régression sont confondues en une seule
courbe.

En pratique, la situation est souvent intermédiaire entre les deux cas
extrémes décrits ci-dessus, surtout si le nombre total d’observations est rela-
tivement faible. Cependant il est facile d’imaginer des situations d’indépendance :
chez I'adulte, la taille ne dépend pas de I’age. Par contre en période de crois-
sance, on peut utiliser la courbe de régression de la taille (ou du poids)
en fonction de 'age pour surveiller la santé d’'un nourrisson. En effet la
régression permet d’établir, a l'aide d’un tres grand nombre de données
expérimentales, une relation vraie en moyenne entre deux grandeurs. Une
relation fonctionnelle correspond plutét a une courbe d’étalonnage dans un
systeme complexe.

1.3.2 Rapports de corrélation

Lorsque la courbe de régression de Y en z n’est pas parallele a 'axe des
abscisses, on dit que la variable Y est corrélée avec la variable X ou Y est
en corrélation avec X.

Considérons la décomposition de la variance empirique de Y :

Fy) = ;fﬁf(y) + ;fz@z -7)%
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La moyenne (pondérée) des variances conditionnelles, premier terme du se-
cond membre de 1’égalité, que nous avons appelé var intra pour ”variance in-
tragroupe”, représente la dispersion de Y ”autour” de la courbe de régression.
La variance des moyennes conditionnelles, deuxieme terme du second mem-
bre de I’égalité, que nous avons appelé var inter pour ”variance intergroupe”,
représente la dispersion de Y "le long” de la courbe de régression. Disons
que la variance totale de Y, variance marginale 5%(y), s’explique en partie
par la variable X selon le terme de la ”variance intergroupe”,

variance due a des "observations moyennes” ¥, situées sur la courbe de

régression en ‘nombre” f; .7 = 1,..., k. L’importance relative de ce terme
’ / . ;92

est mesurée par le rapport de corrélation de Y en x, noté n, Jo

2 _ i [T —9)° 1 > i3 (y)
My /2 §Q(y) SQ(y) :

Les deux expressions de 775 J» bermettent d’établir facilement les propriétés
suivantes.

e Le rapport de corrélation est un nombre positif compris entre 0 et 1 :

0<n, <L

Les deux situations extremes s’interpretent comme suit :

o 772 /- =0 Y est non corrélée avec X.
En effet 772/31; = 0 si et seulement si y, = 7,7 = 1,...,k, d’apres
I'expression de la variance intergroupe (la courbe de régression est une
droite horizontale).

. 77; ;e =1 Y est liée fonctionnellement a X.
En effet 772/:6 = 1 si et seulement si §?(y) = 0,4 = 1,...,k, d’apres
I'expression de la variance intragroupe. Or, pour chaqueide1,. .., k, 5?(y)

ne peut étre nul que si toutes les observations, associées a la valeur x;
de la variable X, présentent la méme valeur yu;) de la variable Y et

alors 7, = Y (i)

En échangeant les roles des variables, on définit le rapport de corrélation
de X en Y, noté n? sy~ 1l n’a aucune raison d’étre proche du précédent (il
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peut étre nul alors que I'autre est égal a 1).

Les variables peuvent étre corrélées, sans étre linéairement corrélées, puisque
I'on a simplement les inégalités :

0< 7,,2 < mln(n;/:mnz/y) < 17

qui traduisent en particulier que la part de variance expliquée par la droite de
régression est inférieure ou égale a celle expliquée par la courbe de régression
(une droite est une courbe particuliére et le critere est le méme, cf. section
suivante). Ainsi si ¥ est non corrélée avec X (n;,, = 0) ou si X est non
corrélée avec Y (n? 5y = 0), alors X et Y sont non linéairement corrélées
(r? = 0). D’autre part, si les variables X et Y sont en liaison fonctionnelle
réciproque selon une droite (72 = 1), alors Y est liée fonctionnellement a
X (n sz = 1) et X est liée fonctionnellement & Y’ (n? =1

1.3.3 Droites des moindres carrés pondérés

Les droites de régression définies au paragraphe précédent conservent tout
leur sens ici. La présence de plusieurs observations n;; au méme point (z;, y;)
ne modifie que I’écriture symbolique des différentes grandeurs considérées. Le
critere définissant la droite de régression de Y par rapport a x s’écrit :

y=axr+0b, a= 2(z) l;:y—df,
ou :
5 SUITINES 5
r = - Ni;T; = — n; Ty,
ni5=1 ’ ni
1 &2 12 1
Yy = E;;%% ﬁ;”.j% E;m.yz,
1 kE p 1 k
cov(r,y) = — ZZTLU(ZEZ f)(yj -7)=— an (z; _T)(yj - 7),
ni=1 ni
-2 1 & s 1 i 2
(y) = Ezznu(xz ZL‘) :Eznz(xz_‘r)

.
Il
—
<.
Il
—
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On constate que la régression linéaire de Y par rapport a x est la droite
des moindres carrés construite sur les points (x;,7, ), = 1,..., k, a condition
de donner a chaque point une importance relative égale a f;. C’est-a-dire
que (a, B) est aussi la solution du probléme :

k
1 N Y — L 2
min ; filg; — ax; — b]*.

Introduisons encore le point moyen (Z,%), qui est aussi celui associé aux
nouvelles données :

k k
T=) fizi;, Y=Y [iT;-
=1 =1

On obtient :
k k
Y filgi —axi =0 =3 fil(@ —9) —a(zi = T) + (7 — ax — b)?
=1 1=1

k k
= 3 Sl =9+ @) — 203 (e -7y —9) + (7 — a7 = b’
=1 i=1
= 772/9052(?/) + a*s*(x) — 2acov(x,y) + (§ — aT — b)*.

La solution est donc celle annoncée et son report dans le critere donne :

k k
min 3 fulf = @i = B = 3 fulli - o = 7 = [y, — 18°)
=1

i=1
Ceci permet de décomposer la variance de Y en trois parties :

$(y) = (1= 5, )8 (y) + [0 — r%13°(y) +175%(y).

La premiere, propre a la variable Y, mesure la dispersion des points autour de
la courbe de régression. Les deux suivantes traduisent la part expliquée par
la variable X . Celle-ci est alors décomposée en la partie due a la régression
linéaire (dernier terme) et le gain qu’apporte la courbe de régression par
rapport a la droite (terme central). On peut mettre cette décomposition
sous une forme plus explicite :

Z fii(yi=9)* = Z fi. Z fiy; —?i.)2+z fi.[@i_—dxz-—éﬁz filazi+b—7]*.

La droite de régression prend tout son sens lorsque la liaison entre les deux
variables a un caractere linéaire ; c¢’est-a-dire que la courbe de régression doit
elle-méme étre proche dune droite et donc 72 doit étre voisin du rapport de
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corrélation correspondant. L'égalité 77/, = r? équivaut a ce que la droite et
la courbe de régression de Y en x soient confondues. En effet cette égalité
dit que le gain de la courbe par rapport a la droite est nul, c¢’est-a-dire que
le minimum ci-dessus est égal a zéro :

S flg, —ar—02=0 & g, =az,+b, i=1,... k.

Une différence notable entre 775 /2 €t r2 permet donc de rejeter une hypothese
de liaison linéaire entre Y et X. La forme de la courbe de régression peut
suggérer des transformations a effectuer sur les variables de facon a rendre
la liaison linéaire, ce qui facilite les opérations de prévision (cf. Section 1.3.5).

La droite des moindres carrés calculée sur les couples (z;,7; ), sans le
systéme de pondération (n; ou f; ), est différente de la droite de régression
a l'exception des deux situations suivantes : les points (x;,7; ) sont alignés,
c’est-a-dire que la courbe et la droite de régression sont confondues, ou les
poids (n;, ou f;) sont identiques. En pratique on peut étre plus ou moins
proche de ces situations et constater ainsi la proximité des deux droites.
Seule la droite de régression est cependant a retenir bien que la droite des
moindres carrés soit plus proche graphiquement des points (x;,7; ) formant
la courbe de régression (le graphe ne fait pas apparaitre I'importance relative
des points).

1.3.4 Vecteurs aléatoires gaussiens

On donne ci-dessous quelques rappels, sans démonstrations, sur les vecteurs
aléatoires gaussiens (cf. Barra, CH VII).

Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R", d’espérance IE(X) = m
et de matrice de variance-covariance IE{(X — m)(X — m)T} = ¢ On dit
que X suit la loi normale (gaussienne, de Laplace-Gauss) N (m, 0?) lorsque
la fonction caractéristique est donnée par :

1
IE{exp(i < u, X >} =exp{i < u,m > —5 fuytu}, u e R™

Une matrice de covariance est toujours symétrique définie non négative,
0% > 0, c’est-a-dire que ses valeurs propres sont réelles positives ou nulles.
Lorsqu’elle est définie strictement positive, o2 > 0, la loi N'(m,o?) admet
une densité,

f(z) = (2m)2(det £2)~1/2 exp{—% Hz—m)o2(z —m)}, z€R"
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C’est évidemment la situation la plus courante.

Toute transformation affine, Y = AX + b, ou A est une matrice p X n, et
b € IR?, conserve le caractere gaussien :

X ~N(m,o*) = Y =AX+b~N(Am +b, AX2AT)

Les formes linéaires ‘aX, a € IR", sont donc des variables aléatoires gaus-
siennes. Réciproquement si ‘aX est gaussienne pour tout a € R", alors X
est un wecteur gaussien. Par contre lorsque les composantes d’un vecteur
aléatoire X sont gausiennes, celui-ci n’est pas nécessairement gaussien, sauf
si elles sont indépendantes. L’exemple suivant illustre ce probleme. Soient X
et Y deux variables N'(0, 1) indépendantes, alors le vecteur aléatoire (U, V)T
défini par U = X et V = signe(X)Y n’est pas gaussien alors que ses com-
posantes sont N(0,1). Sa densité est donnée par :

1 1
flu,v) =— exp{—ﬁ(u2 +v?) siuv >0, O0sinon.
T

Soient X ~ AN (m,0?) et VA2VT = 52 la décomposition spectrale de o>
dans laquelle les valeurs propres sont rangées par ordre décroissant dans A2
Si r est le rang de o2 et o la matrice formée par les r premieres colonnes de
VA, on peut écrire X sous la forme X = m + oY avec Y ~ N (0, I,).

Soient X et Y deux vecteurs aléatoires a valeurs dans IR? et R? auquels
on associe le vecteur aléatoire Z, a valeurs dans IRP™?, avec les notations
suivantes pour les deux premiers moments :

_ (X _ [ Mx 2 0% Oy
Z—<Y>, mz—<my>, Uz—lZ%X o2 |°

Si X et Y sont indépendants et gaussiens alors Z est gaussien et la matrice
de covariance 0%y = IE{(X —mx)(Y —my )"} est nulle. Réciproquement si
Z est gaussien et que 0%y = 0, alors X et Y sont indépendants et gaussiens.
Le résultat suivant éclaire le probleme de la régression linéaire dans le cas de

variables gaussiennes.

On suppose que la matrice de variance-covariance o% de X est non sin-
guliere. Pour que Z soit gaussien il faut et il suffit que les conditions suivantes
soient satisfaites :

e (i) X est gaussien,
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e (ii) la loi de Y conditionnelle & X est gaussienne ; de plus la moyenne
conditionnelle IE(Y|X = z) est une fonction linéaire de z,

E(Y|X =2) =my + 03 x X5 (z — myx),

et la matrice de variance conditionnelle (Y| X = ) ne dépend pas de
x?
AA(Y|X =12) =03y Xoxy.

Dans le cas ou X et Y sont les deux composantes d'un vecteur gaussien
Z = (X,Y)T, la fonction de régression IE(Y|X = x) et la variance condi-
tionnelle Var(Y|X = z) se mettent sous la forme :

IE(Y|X =2) = my+Cov(X, Y)%, Var(Y|X =) = Var(Y)[1—p%,
ol p est le coefficient de corrélation linéaire entre les deux variables,

. Cov(X,Y)
\/Var(X)Var(Y).

Lorsque le couple (X,Y) admet une densité,

by { () () - 2 () (520) )
fX’Y(x’ y) n 2W0xdym ’

la division par la densité marginale de X,

1 1 /2 —mx\2
) = e (50

donne la densité de la loi conditionnelle,

2
XD — 5 mer (¥ — My — pEE (e — mx)}

Frix=a(y) = dmoy I =2

Ceci justifie les résultats des moments conditionnels indiqués ci-dessus.

Ainsi lorsque les observations (z;, y;),7 = 1, ..., n sont celles d'un échantillon
gaussien, la droite de régression est une estimation de la fonction de régression
(linéaire) obtenue en remplagant les parametres inconnus par les éléments
empiriques correspondants. De plus la fonction de régression empirique doit
étre proche de la droite de régression. Ceci justifie le role tres important
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de la régression linéaire. Nous verrons également a la section suivante que
certaines transformations simples sur les variables permettent de se ramener
au cas linéaire.

Il existe des méthodes non paramétriques plus sophistiquées pour ’estima-
tion des fonctions de régression lorsque le nombre d’observations est impor-
tant (lissage par noyau, ajustement de fonctions splines, utilisations des on-
delettes). Ces techniques et surtout leur justification sortent du cadre de ce
cours.

1.3.5 Transformations sur les variables

De fagon générale I’étude de la liaison d’'une variable d’intérét Y avec
une variable x se ramene a la situation linéaire lorsque 1’on dispose de deux
fonctions connues f et g pour lesquelles la variable Z = f(Y') satisfait avec
t = g(x) les hypotheses du modele de régresssion linéaire simple :

Zi:ati+b—|—6,-, 1= 1,...,n, lE({:“O :O, OOU(SZ',E]‘) :O'QCSZ‘J‘.

La fonction f doit étre inversible pour obtenir la fonction de liaison y =
f~Hag(z) + b}, mais cela n’est pas nécessaire pour g. Dans les transforma-
tions usuelles, le role des parametres a et b est clairement identifié dans la
liaison entre les variables initiales, mais celui de 'erreur ¢;, et par suite la
qualité de I'approximation, sont souvent difficiles a interpréter. Notons qu’il
n’y a aucun probleme lorsque la transformation porte uniquement sur la vari-
able x. Dans ce cas la fonction de liaison est aussi la fonction de régression,
ce qui n’est pas vrai dans le cas général.

Fonctions exponentielles

La transformation la plus courante concerne les phénomenes de variation
de type exponentiel. On ajuste une droite de régression sur le logarithme de
la grandeur étudiée (cf. . exemple en section 1.3.6) :

Zi=logY;=ax;+b+e; < Y, = [ xn;, i=1,...,n,

ol a=a,B=e’etn =e. Onnote que l'erreur est de type multiplicatif,
son effet sur la variable Y est d’autant plus grand que celle-ci est grande.
Lorsque Z suit la loi normale A (az+0b, 0%) on dit que Y suit la loi log-normale
de parametres ax + b et 2. On montre les résultats suivants :

2

B(Y) =™t Var(y) = Xemtte’ (e — 1),
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La fonction de régression ne correspond donc pas a la fonction exponentielle
ajustée par ce procédé.

La fonction y = fe™** traduit une décroissance vers 0 lorsque « et (3
sont positifs et est associée a 'équation différentielle dy/dx = —ay. On ren-
contre aussi des décroisances ou croissances vers une valeur limite L connue
modélisées par :

y=L+ B — Z=log(Y — L), % =—a(y— L),

y=L— e — Z=log(L-Y), %:—Q(L—y).

Dans ces situations la vitesse de variation de y par rapport a z, dy/dz, est
proportionnelle a la variation possible, y,y — L et L — y.

Fonctions puissances

La variation relative de y est proportionnelle a celle de x :

y = Pa” — Z=logY =at+b+e, %’:adf,

y=L+pz* — Z=log(Y —L)=at+b+e¢, ﬂ—yL:adf,

out=1logz,a=aet3=c

Fonctions hyperboliques

Y=g — Z=y=artbte, dyédm:ay, a=a, [=0,
Y= Z:%:at+b+5, %z(l—a)df, a=b, [(=a,
oﬁt:%.
Autres transformations
dy/dx
y:m — Z:%log%:ax—i-b—i-a, yé =—a(y—L),
dy/dx
Y= et — Z=1log iy =ar+b+te, yg// =a(L —vy),

ota=aet =0

1.3.6 Exemples
Effet 519 sur décroissance D, apres aMT

On dispose de quatre lots de quatre rats chacun que l'on traite par aMT
(alpha-Methyl-Tyrosine). Au bout d'un temps fixé ¢, variable pour chaque
lot, on mesure la teneur y en D4 (Dépamide) dans le cerveau du rat.Les
données et quelques résultats, avec Z = log Y sont présentées dans le Tableau
1.7.

La courbe de régression (non représentée) correspond a un tracé régulier
passant par les valeurs moyennes. Elle apparait légerement plus incurvée que
I'exponentielle ajustée par la méthode des moindres carrés (cf. Figure 1.15).



1.3. COURBES DE REGRESSION 37

Temps en mn : ¢; 30 60 | 120 180
Yil 545 451 | 350 237
Yi2 588 400 | 320 230
Yi3 554 462 | 298 237
Yia 525 470 | 292 276
Moyennes conditionnelles : ¥; 553 445,75 | 315 245
Variances conditionnelles : §2(y) | 518,56 | 743,1875 | 517 [ 3285

Moyennes globales t=97,5 y = 389,7 z=5,915

Variances globales var(t) = 3318,75

var(y) = 14608, 46

var(z) = 0,102345

Covariances globales cov(t,y) = —6685,78

cov(t, z) = —17,9709

Décomposition de la variance | wvar inter(y) = 14081, 68

var intra(y) = 526, 80

12, = 0,963

600

550

500

450

400

350

300

250

200

Tableau 1.7: Données et quelques résultats pour la décroissance D 4

ba - y = -2,015t + 586,1 r(y,1) = -0,960
g y = exp(-0,005415t + 6,4432)
r(z,t) =-0,975
m
0
o
O
0 30 60 90 120

150

O Données
DroiteMC
* Moyennes
Exponentielle
O

Q Tempsen mn

180 210

Figure 1.15: Décroissance D4 en fonction du temps

Poids en fonction de la taille d’un échantillon de conscrits

Une enqueéte a permis de répartir les 1000 conscrits d’un bureau de re-

crutement selon la taille X en cm et le poids Y en kg (¢f. Tableau 1.8). Les
caractéristiques conditionnelles sont données dans le Tableau 1.9 et quelques
résultats figurent dans le Tableau 1.10. La courbe de régression est pra-
tiquement confondue avec la droite de régression (cf. Figure 1.16). Ceci est
cohérent avec la proximité entre le coefficient de détermination et le rapport
de corrélation : 72 =9,9% < ng;w = 10,1%. Cela signifie que, en moyenne, le
poids est bien une fonction linéaire de la taille mais, pour une taille donnée,
le poids conserve une grande diversité.
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Poids en kg || de 50 4 65 | de 65 a4 75 | de 75 & 90 Ensemble
Taille en cm

de 150 a 165 80 52 10 142

de 165 & 175 113 150 41 304

de 175 & 185 91 210 67 368

de 185 & 195 21 102 63 186
Total 305 514 181 1000

Tableau 1.8: Répartition des conscrits selon la taille et le poids

Taille en cm Moyenne | Variance | Ecart-type Fréquence
z; Y 52(y) 5i(y) fi
157,5 63,8 61,06 7,8 14,2

170 67,0 70,39 8,4 30,4
180 69,2 66,42 8,1 36,8
190 72,8 62,60 7,9 18,6
Ensemble 68,5 73,54 8,6 100

Tableau 1.9: Caractéristiques conditionnelles du poids en fonction de la taille

Caractéristiques globales
Décomposition de la variance

T =175,6

var inter = 7,44

var(xz) = 101,75
var intra = 66, 16

cov(x,y) = 27,16
ngy =10,1%

Tableau 1.10: Résultats concernant les conscrits

90 Poids

85

80

75

u Moyennes

Droite de régression

70

65

55

150 155 160

165

170

y =0,268x + 21,3

r=0,31

175

Taille

180 185 190

Figure 1.16: Courbe et droite de régression du poids en fonction de la taille

d’un ensemble de conscrits
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Ménages francais en 1988 selon le nombre de personnes et le nom-
bre de pieces habitables

Les données, exprimées en fréquences, sont présentées dans le Tableau
1.11. Les Tableaux 1.12 et 1.13 donnent les carctéristiques conditionnelles
et les résultats sont reportés dans le Tableau 1.14. Les courbes et droites de
régression (cf. Figure 1.17) sont trés proches : 72 = 23% < nz;z ~ 772;@, = 24%
et la correlation entre les variables est plutot faible.

Nombre de pieces 1 2 3 4 5 6 Ensemble
Nombre de personnes
1 4,0 6,9 6,4 4,1 1,9 1,3 24,6
2 0,9 | 4,0 8,3 8,4 4,7 4,0 30,3
3 0,2 | 0,6 4,3 6,1 3,8 3,0 18,2
4 01] 02 | 1,8 |52 | 47 | 40 16,2
5 00| 01 | 07 | 28 | 30 | 4,1 10,6
Total 5,2 | 12,0 | 21,5 | 26,7 | 18,1 | 16,4 100

Tableau 1.11: Répartition des ménages selon le nombre de personnes et de
pieces habitables

Nombre de personnes Moyenne | Variance | Ecart-type Fréquence
x; Yi 52 (y) 3i(y) fi
1 2,9 1,87 1,4 24.6
2 3,8 1,71 1,3 30,3
3 4.2 1,31 1,1 18,2
4 4,6 1,11 1,1 16,2
5 5,0 0,99 1,0 10,6
Ensemble 3,9 1,99 14 100

Tableau 1.12: Caractéristiques du nombre de pieces conditionnelles au nom-
bre de personnes

1.4 PROPRIETES DES ESTIMATEURS

On reprend les hypotheses du modele de régression linéaire simple en
remplagant le parametre (a,b) par («, ) :

)/,-:ozxi+5+5i, izl,...,n, IE(gz):O’lE(gi’gj):Uz(Sij'

On ajoutera I’hypothese gaussienne lorsque cela sera nécessaire.
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Tableau 1.13: Caractéristiques du nombre de personnes

CHAPITRE 1. REGRESSION LINEAIRE SIMPLE

Nombre de pieces Moyenne | Variance | Ecart-type Fréquence
Yj T §2(x) (@) [
1 1,3 0,41 0,6 5,2
2 1,5 0,55 0,7 12,0
3 2,2 1,10 1,0 21,5
4 2,8 1,50 1,2 26,7
5 3,1 1,59 1,3 18,1
6 3,3 1,69 1,3 16,4
Ensemble 2,6 1,70 1,3 100

nombre de pieces

conditionnelles au

Décomposition de var(z)
Equations des droites

var inter = 0,40
y=0,52x+ 2,6

varintra = 1,29  n3., = 24%
z =0,45y 4+ 0,8

Corrélation cov(z,y) = 0,89 r=0,49 r2 =23%
Décomposition de var(y) | varinter = 0,47  wvar intra = 1,50 né;z = 24%

Nb piéces

Tableau 1.14: Résultats concernant les ménages

-
-
L pi éces/personnes
personnes/piéces
Droite y/x
Droite x/y
4 5

Nb Personnes

Figure 1.17: Courbes et droites de régression pour la répartition des ménages
selon le nombre de personnes et le nombre de pieces habitables
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1.4.1 Biais et variances

Le calcul des deux premiers moments (moyenne et variance) des estima-
teurs est facilité par les expressions suivantes :

A 1 1 n =) ~.
o X = X + U(ZT(:D)E ZZl(IZ — ZL‘)SZ,

Y _ = =__ 1 n
.Y—Ckl"i‘ﬁ"’éf, €= 5 2.i=1%i

e f=0—-(a—a)T+E

Les estimateurs sont donc sans biais et les variances sont obtenues en remar-
quant que & et Y (ou &) sont non corrélés :

2 . 2 =2 25
Var(a) = ——— Var(B)="2|——+1| =22 _.
novar(x) n |var(x) novar(x)
Par contre & et B sont corrélés et on a :
A o’T
Cov(q, ) = ————.
(&, ) nvar(x)

L’estimation de la variance o2 des erreurs utilise le vecteur des résidus :
A A A NT c Y ~ 5 =1
E=(&1,...,6)), &=Y,—ax;,—p, i=1,...,n.

L’estimateur sans biais de o2 est donné par :

1

n—2:

n 1 n R
~2 ~ 2
i Y; — ax; — B]°.

i n_2121[ ax; — [

6% =

La division par n—2 et non par le nombre de termes n est une conséquence de
I'estimation des deux parametres « et 5. Un calcul direct permet également
de montrer que 62 est sans biais. L’orthogonalité de & au sous-espace des
moyennes donne :

n n n

Wi —az; — B2 =DV — ax; — B + > law; + B — ax; — B

i=1 =1 i=1

En développant le dernier terme et en utilisant B — 3 =%—(&—a)T, on
obtient :

MW —ax; — B2 =YY, — ax; — B + nvar(z)(a — a)? + ng>.
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I1 suffit alors de prendre 'espérance des deux membres. On peut également
vérifier directement que le vecteur des résidus € est non corrélé avec le couple
(&, 3) )

Cov(a,é;) = Cov(B,é;,) =0, i=1,...,n.
Les résidus sont des variables aléatoires centrées, IF(¢;) = 0, mais corrélées
entre elles car ' ; §; = 0. Un calcul direct permet d’obtenir,

7 [ 51 <xi—x><xj—x>]

Cov(é,. 2.) = 2
(i) n " nvar(x)

~

On peut aussi utiliser la non corrélation entre € et le couple (&, 3) dans la
relation,

6:é+(azﬂ)<%:g>, 0§:U2In—($ﬂ)<_1x ;—?><ZE>7

1.4.2 Propriété de Gauss-Markov

Il s’agit d'une conséquence de résultats généraux établis dans le cadre
du modele linéaire. Elle ne dépend pas de la loi de probabilité des erreurs
car elle ne fait référence qu’a des propriétés du second ordre (moyennes et
variances).

Soit ua + v une combinaison linéaire firée quelconque des composantes du
paramétre (o, 3). Alors uc + UB est l'unique estimateur de variance mini-
mum de uc + v parmi les estimateurs sans biais linéaires en Y .

Cette propriété est connue sous le nom d’estimateur de Gauss-Markov.
Si (@, B) désigne un autre estimateur sans biais de («, 3), linéaire en Y, sa
matrice de covariance est supérieure A celle de (&, 3) (la différence des deux
matrices est une forme quadratique définie non-négative). On parle aussi de
BLUE pour Best Linear Unbiased Estimator.

1.4.3 Lois de probabilités

On suppose désormais que les erreurs ¢;,7 = 1,...,n sont indépendantes
et gaussiennes N (0, 02). Le vecteur € est donc gaussien N'(0, 021,,). Par suite
le vecteur (&, [3, £), & valeurs dans IR"™, est gaussien puisqu’il est obtenu
par transformation linéaire de ¢ :

e h=a+ nwlr(x) Hax —zl)e,

o0

B—(ad—a)T+ LtMlle=0— ;) [[(z —7)0 — var(z)]e,

nvar(x
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e é=c—(a—a)r—(B- P = |1, — el Bl

nvar(x)

Sa moyenne et sa matrice de covariance sont obtenues en reportant les
résultats de la section précédente. En particulier € et le couple (&, B) sont
indépendants puisque non corrélés. Alors 62 et (&, B) sont indépendants. On
montre que (n — 2)62/0? suit la loi du khi-deux & (n — 2) degrés de liberté.
Pour cela, il faut effectuer une transformation orthogonale M sur Y dans
R" (changement de base) de sorte que les deux premieres composantes du
nouveau vecteur Z = MY engendrent I'espace des moyennes, c¢’est-a-dire le
plan défini par 1 et z. Les autres composantes constituent alors le vecteur
des résidus, elles sont indépendantes et de loi N'(0,0?) :

g _
i \ﬂn)(ax + )

M = % , lE(Z) = nvafr(aj)a ) VCLT(Z) U2]n7
K 0)

ou la matrice N est choisie de sorte que MM7T = I,,.

1.4.4 Maximum de vraisemblance

La log-vraisemblance est le logarithme népérien de la densité :

n

n n
) 2y _ 2
L(yla"'JyTHOéaﬂ?O->__§10g27r_§10g0- - Z Oéxlﬁ
Maximiser cette fonction par rapport au couple (o, 3) équivaut donc a min-
imiser le terme quadratique. L’estimateur des moindres carrés &, (3) est aussi
I’estimateur de mazimum de vraisemblance. Ceci n’est plus vrai dans le cas
de 2. Les trois dérivées sont données par :

. %L(g/la"'ayn;aaﬁaa ) - 02 Z 1371( Yi Qmiﬁ):
b BQL(yb . ayn;a7ﬁ> 02) = ?Z?:l(yi - agjiﬁ)a

. 5(72L(y17 s ayn;a>ﬁ> 02) = 27? + ﬁ Z?:l(yi - Oéxiﬁ)2'

L’estimateur de maximum de vraisemblance de («, 3,02), obtenu en annu-
lant les trois dérivées, donne (&, (3) et la variance empirique, c’est-a-dire
I'estimateur biaisé, pour o2 :

~

_—Z — Gy — )2:n—2&2.

n

La matrice d’information de Fisher est 'opposé de I'espérance mathématique
des dérivées secondes :
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72 D) 2
¢ gell)=—F Tl = =5 fEll) =%
2 —_—
o s2sL()=—5YL 3= -4,

2 n "
* 8(32)2[‘(') = 2(02)2 ﬁ Zizl(yi — ()éxiﬁ)2,

o s L() = = Ghye Sy @iy — i),
o 5 L() = — e Tl (v — axif),
2 7 0
o I(a,8,0) =%z 1 0
0 0 55

Son inverse donne la borne de Cramer-Rao, c’est-a-dire la variance minimum
des estimateurs sans biais :

9 1 -z 0

( 67 ) - 2? 0

- nvar(z) 0 0 20%var(z)

L’estimateur (&, B) est efficace puisqu’il atteint la borne de Cramer-Rao. Ce
n’est pas vrai pour 62 car

204 204

Var(6?) =

n—2 n

Il est cependant asymptotiquement efficace.

1.5 INTERVALLES DE CONFIANCE
ET TESTS

1.5.1 Intervalles de confiance

Les intervalles de confiance se construisent de facon analogue a ceux des
parametres d'une loi normale au vu d’un échantillon. Par exemple, dans le
cas de a, les lois de & et 62 et I'indépendance des estimateurs conduisent a
la loi de Student a (n — 2) degrés de liberté :

. o? n—2_, 0 .,
a~N|a, ﬁ et ——0" ~ X;_, indépendantes
nvar(x o

nvar(x) .
= —(a@—a)~S,_,.
o
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L’intervalle de confiance de niveau (1 — a) (ou de risque «) pour « (les deux
a n’ont pas la méme signification!) est donné par :

A

g

q/nvar(x)’

I(Ck, 1— Oé) =&+ tn,Q;a P{’Sfl_2| > tn,Q;a} = Q.

Celui de 3,
VaZs
\/novar(x) ’

n’est pas indépendant du précédent. C’est cependant une pratique courante
plutot que de chercher a construire une région de confiance pour le couple
(o, B) (cf Tassi, p. 346). Notons que Y, qui est I'estimateur efficace de
I'ordonnée v = ax + 3 de la droite du modele en 7, est indépendant de .
L’intervalle de confiance,

(31— a) = B £t 2a P{IS, o] > taosa} = o,

A
va

n’est cependant pas indépendant de celui de « car ils sont tous deux fonction
de 6. 1l sera tout de méme préférable a celui de [ pour construire une
région de confiance approximative pour la droite. La région rectangulaire
I(a;1 —a) x I(y;1 — «) a pour niveau approximatif (1 — «)?. De fagon plus
précise on peut construire un ellipsoide de confiance de niveau (1 — «) en
utilisant la loi de Fisher-Snedecor. On a

I(v;1—a)=Y +t, 9, P{IS! 5| > th 90} = q,

— -2
% (Y — ) +var(z) (@ — a)’} ~ x5 et nUQ 6% ~ x2_, indépendantes
no oo A
= 55 (V=) Foar(@)(@ - )} ~ Foua.

La région est I'intérieur de lellipse centrée en (Y, &) définie par

n
252

{(? - 7)2 + U(IT(.QT)(OA{ - a)Q} = f2,n—2;om P{«/T2,n—2 > f2,n—2;a} = Q.

Chacun des intervalles précédents, considéré isolément, est optimal au sens
ou son amplitude est minimum pour la confiance imposée. Ce n’est pas le

cas de 'intervalle de confiance usuel pour o2,

(n—2)6% (n—2)5?

I(0*1—a)= ,
Zn—2;0/2  An—21—a/2

. P o> zaap) =1
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Remarque

En pratique le calcul de 62 ne s’effectue pas en fonction des résidus mais
en utilisant la relation
~2 n 2
0° = 1 —7r%)var(y) =
= Par(y)

n

— [var(y) — &*var(x)].

1.5.2 Tests

Les tests unilatéraux ou bilatéraux sur les parametres scalaires a, 3 (tests
de Student et sur o2 (tests du chi-deuz) sont semblables & ceux de la théorie
des tests sur les parametres de la loi normale au vu d'un échantillon. En
particulier le test de @ = 0 contre a # 0 permet de vérifier si Y dépend
significativement (de fagon linéaire) de la variable explicative X. Sa région
critique, pour un test de niveau de signification «a, est donnée par :

~

X o)
|O{| > tn—Q;a—a P{|S7tz—2| > tn—2§0¢} = Q.
nvar(x)

Il équivaut a constater si I'intervalle de confiance au risque « contient ou non
zéro. On introduit souvent I’estimateur studentisé consistant a normaliser la
I’estimateur initial en le divisant par son écart-type estimé,

g d\/nvar(m)‘

o =

A

o

Le test équivaut donc & comparer &° avec tn—2.o. On peut aussi noter la loi

d’une transformation de r sous I’hypothese o = 0 :

vn—2
dS:uNSt

V1—1r2 nee
Une autre approche consiste a tester I'appartenance de la moyenne IE(Y) au
sous-espace {G1, 3 € R}, c’est-a-dire a = 0, par comparaison des estima-
teurs de la variance o2 & I'aide d’un test de Fisher. Dans la décomposition,

n n

n
NYi-Y)=> (Yi—az;— )+ _(az;+3-Y)* = (n—2)6" +nvar(z)a*,
i=1 i=1 i=1
les deux termes du second membre sont indépendants. Sous 1'hypothese
nulle, o = 0, la statistique nvar(xz)a? est aussi un estimateur sans biais de
o etona:

n—2 novar(x)
~2 2 ~9 2 . P
50"~ Xp_o €t Ta ~ X indépendantes

o

~

nvar(av)oﬁmj__1 )
M—ar

6—2
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Les deux tests sont équivalents puisque le carré d'une variable de loi S ,
suit la loi Fj ,,—o.

Illustration

Les résultats concernant l’exemple de la marge en fonction du chiffre
d’affaires des entreprises sont les suivants.
- Petites entreprises

e 62=0,000791; & =0,028MF; &5=237,772; (35 =0,954.

. _ 0,028
o 1(0;95%) = 0,3637 & 3,182 x 222 — 0, 3637 + 0, 0306.

. _ /4,031716x0,028
o 1(8;95%) = 0,020 =+ 3,182 x YA — 0 020M F + 0, 068M F.

- Moyennes ou grandes entreprises
o 62 =1,074782; & =1,03TMF; &% =283,534; (35 =2,468.

. _ 1,037 o
o I(0;95%) = 0,189106 + 3,182 x =T — 0, 189106 + 0,002122.

. _ 678389,593x1,037
o 1(3;95%) = 1,356 + 3,182 x YOEOILOT — 1 3560/ F + 1, TABMF.

Dans les deux cas, la marge dépend de facon tres significative du chiffre
d’affaires. Par contre, 3 n’est pas significativement différent de zéro, mais il
le devient au niveau 10% dans le cas des grandes entreprises (3,010 = 2, 353).

1.5.3 Etude des résidus

La représentation graphique des résidus, ou plus simplement la disposition

des données (z;,y;),i = 1,...,n, autour de la droite de régression permet
d’exclure les situations qui visiblement ne satisfont pas les hypotheses du
modele de régression. Par ailleurs les résidus €;,7 = 1,...,n, sont centrés,

corrélés entre eux et de variance :

2 2
Var(éi):%[n—l—%], i=1,...,n.

Sous I'hypothese gaussienne é; est une variable normale. Bien qu’elle ne
soit pas indépendante de 62, on appelle résidus studentisés (ou résidus stan-
dardisés), notés 7, les variables normalisées par I'estimation de 1’écart-type,
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La comparaison de |€7| avec t, 9.4, = 1,...,n, permet éventuellement de
rejeter le modele.

Une étude plus rigoureuse du résidu en z; consiste a estimer I'ensemble
des parametres du modele sans I'observation y;. On note &), ;) et &(Qi) ces
estimateurs et £, = Y; — v — B(i) =Y, — 17(1») le nouveau résidu. Les
résultats généraux, obtenus dans le cadre du modele linéaire (¢f. CH II),
montrent que 'on a :

O'Qé' 2 n—3
b= — TS (3)52 = (n—2-e5)g?, &V _gS T3 gt
(4) VCL?"(&%) ( )U(z) ( 7 )J ) ) n—29— é;g‘Z n—3

ou &} est le résidu é(;y studentisé, dit résidu par validation croisée.
Lorsque n est grand, €/ et &7 sont sensiblement égaux a la normalisation
“brutale” £;/é dont la loi approximative est AV(0,1).

1.5.4 Prévision

La préuvision concerne I'estimation de la valeur de Yj associée a une nou-
velle donnée xy de X. D’apres le modele, on a Yy = axg + G + €9 ou &g est
une variable centrée de variance o2 non corrélée avec Y;,i = 1,...,n, mais
non observable. On se limite aux prédicteurs Y, linéaires en Y, sans biais, et
on cherche a minimiser la variance de l'erreur de prédiction. On a :

E(Y,-Y,) =0=IE(Y,) =azy+6; Var(Yy—Yy) = Var(Yy) + o

On est donc ramené a chercher un estimateur sans biais de axg 4+ 8 qui soit
linéaire en Y et de variance minimum. On a vu que la solution est donnée
par Yy = axg + [ et sa variance est égale a :

21\ 2

Var(Yy) = % n Z(f(x; m) _ % [1 + —(22;:?)) ] .

Il est nécessaire de tenir compte de la variance de l'erreur ¢y pour définir
I'intervalle de confiance sous hypothese gaussienne (intervalle de prévision) :

R A o (2o — T)? t
T 14+ 220 PUSE | > tyga) =
Oél‘Q—Fﬁ 2; \/ﬁ\Jn_‘_ + ’UCLT(Q?) {| n 2| 25 } a

Notons que 'amplitude de cet intervalle est minimum lorsque xy = 7.
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INlustration

On considere la prévision en xy = 1,462M F', qui correspond a la catégorie
“hors tranche”, dans le cadre des petites entreprises :

Yo = dxo + 3 = 0,3637 x 1,462 + 0,020 = 0, 552 M F.
L’intervalle de confiance de niveau 95% est donné par :

0,028 \/6 N (1,462 —1,796)2
V5 1,707537

Il ne contient pas la valeur 0,319; la catégorie “hors tranche” serait donc un
point aberrant parmi les petites entreprises. La différence (0,319 — 0,552) est
le résidu £(g) en wg = 1,462 du modele incluant cette catégorie.

0,552 £ 3,182 x = 0,552 £ 0,098.

1.5.5 Prévision inverse

Dans certaines situations, il est naturel d’effectuer une prévison inverse,
c’est-a-dire d’estimer xy au vu d’une observation de Y. C’est par exemple
le cas de la calibration d’un appareil de mesure : pour les valeurs connues
x1,...,T,, de la grandeur mesurée X, on observe les valeurs de Yi,...,Y,
que donne I'appareil. Ceci permet d’estimer les parametres o, 3 et o2. Un
estimateur raisonable de x( est obtenu en inversant la relation y = ax + (3,
soit :

. 1 A~ 1 —
o= =(Yo— ) =7+ (YY),
Q Q
Cet estimateur est cependant biaisé et présente un écart quadratique moyen
infini (¢f. Montgomery & Peck, p. 402). La région de confiance, de niveau

(1 — «), est construite a partir du résultat suivant :

— (3'2 (I‘O - T)2
P{[Yo-Y —a D)<, — 1+——|}=1-
-7 ~alw -2 <2 nr 1+ 22y 1,
ot P{IS! 5| > tn-24} = «a. Il faut alors résoudre, par rapport a x,

I'inégalité,
A(xg —T)* = 2B(xo —7) + C <0,

6.2
A:[@ﬁ—t? 7] B=a(Y,-Y),
et 5
czl(yo_yy_ﬁ M]

_9.
n—2;a n
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On constate que le coefficient A de (zg — T)? est négatif si et seulement si
I’hypothése a@ = 0 est acceptée par le test qui la concerne. Dans ce cas
I’ensemble des xq est constitué soit de toute la droite IR, soit de deux demi-
droites. Ces domaines sont sans intérét, mais il n’est pas réaliste non plus
d’estimer zy lorsque Y ne dépend pas de X. Par contre, lorsque le test
rejette I'hypothese a = 0, la région de confiance pour xg prend la forme d’un
intervalle :

(% -Y) o (Yo —Y)?
— 00— 14— .
T+ « A 2; I n—+ 1+ AUCI?‘(:C)
On utilise parfois I'approximation
5 Yy —Y)? Yo-Y
'%Oitan'aLA n—f—l‘i‘(AOi); L%OIE"’_ wv
“/nlal a2var(zx) &

consistant a remplacer A par &2. Notons également ’expression de l'intervalle
en fonction de la statistique F' du test de o = 0,

A A2
i'oitn—za 1 \Jn+162 (YO_Y)2 F—M-

v -

n F—-t_,.) o2
Ainsi 'amplitude de l'intervalle est d’autant plus petite que F' est grand.

n—2;«



Chapitre 2

REGRESSION LINEAIRE
MULTIPLE

La régression linéaire multiple est une extension immédiate de la régression
linéaire simple, en particulier dans son interprétation géométrique dans I’espace
des observations. La différence essentielle réside dans le formalisme qui passe
par des écritures matricielles des estimateurs et de leur variance. Sur le
plan pratique, la mise en ceuvre des méthodes statistiques obtenues nécessite
donc, sauf dans des situations particulieres, de recourir a des moyens in-
formatiques pour l'inversion de matrices. On retrouve dans ce chapitre la
plupart des éléments de base présentés dans le précédent et la justification
de certains d’entre eux : hypotheses du modele, méthode des moindres carrés,
propriétés des estimateurs, étude des résidus, prévision et tests. Nous con-
sidérons également la spécificité des applications a la régression polynomiale
et aux séries chronologiques. Nous illustrons notre propos par un exemple
issu du livre d’Antoniadis et al. (voir aussi Mongomery & Peck) auquel nous
renvoyons pour des compléments sur le sujet.

o1
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2.1 LES HYPOTHESES DU MODELE

2.1.1 Modéle standard

Le modele de régression linéaire simple peut s’écrire sous forme ma-
tricielle :

T Y] T [ 2 17 [ eq ]

. . . a .

Y, | =| = 1 [ﬂ]+ €; & Y =X0+e,
_Yn_ _mn 1_ _871_

ot X = [z,1] et § = (a,8)T. La généralisation consiste & considérer une
matrice X comportant p colonnes et par suite un parametre # de dimension
p. De facon précise, le modele de régression linéaire multiple suppose que
Y1, -- -, Yn sont les observations de variables aléatoires Y7, . .., Y, satisfaisant :

P
Y;:ZGJ'.I'U—FE“ i:17...,n,

j=1
ou :

e le plan d’expérience X est une matrice connue de dimension n X p, avec
p < n, et de rang p, appelée matrice des régresseurs,

e les parametres 04, ..., 0, sont réels et inconnus,

e les erreurs eq,...,&, sont des variables aléatoires centrées, de méme
variance o2 et non corrélées entre elles :

IE(g;)) =0, Var(e) =02, Couv(e;,e;) =0sii#j.
On peut synthétiser les écritures du modele sous la forme (Y, X6, 0%I) :
Y=X0+e, IE(e)=0, Var(e)=o"l,

ce qui implique :

IE(YY)=X0, Var(Y)= oI,

en introduisant les vecteurs aléatoires Y = (Y1,...,Y,) T et e = (e1,...,en)%,
ainsi que le vecteur des parametres 6 = (6y,...,0,)". Notons également
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I’écriture :

L1j
p :
Y:ZHJXJ—i_g? X:[Xl,...,Xp]Olej: Lij > jzl,...,p,
j=1 .
L Tnj |

montrant que IE(Y) est une combinaison linéaire des variables explicatives
X;,j=1,...,p, qui constituent les colonnes de X, dont les coefficients sont
les parametres du modele. C’est pourquoi on parle de régression linéaire
de Y sur les variables X;,7 = 1,...,p. Il faut cependant souligner que la
linéarité évoquée dans le terme modele linéaire signifie que les observations
Y;,i=1...,n dépendent linéairement des parametres, ce qui apparait dans
I'écriture initiale de chaque Y; en fonction des 60;,5 = 1,...,p. De facon
précise la moyenne est une application linéaire connue du parametre vecto-

riel 0 : IE(Y') = X0.

La variable explicative constante 1l ne fait pas nécessairement partie des
colonnes de X, bien que ce soit souvent le cas. La régression linéaire sim-
ple est une situation particuliere du cas p = 2 qui permet un traitement
spécifique du fait de la présence d’une seule variable explicative autre que
la constante 1. Dans le cas général, on ne fait pas de distinction entre les
modeles qui présentent ou non la variable 1, excepté dans la définition du
coefficient de détermination. L’hypothese fondamentale pour la matrice des
régresseurs X est qu’elle soit de rang p < n. Cela équivaut a ce que les p
vecteurs Xy, ..., X, de R" soient linéairement indépendants. Le sous-espace
de dimension p qu’ils engendrent est appelé espace des moyennes et est noté

M(X).

Pour construire des intervalles de confiance et effectuer des tests d’hypo-
these, on ajoutera 'hypothese de normalité des erreurs et par suite des obser-
vations. Lorsque le nombre n d’observations est important, on peut appliquer
les résultats obtenus sous hypothese gaussienne en invoquant les propriétés
asymptotiques des estimateurs. Dans ce cas il suffit que les erreurs soient
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.).

Dans le cas p = 3 avec la constante 1I, il est encore possible de visualiser
les observations dans 1'espace des variables R® ainsi que le plan solution au
probleme (cf. Figure 2.1).

Sinon seul I’ espace des observations IR™ conserve une interpétation géométrique
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X1

Figure 2.1: Espace des variables du modele linéaire

_—

E(Y):X;

M(X)

Figure 2.2: Espace des observations du modele linéaire
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intéressante (cf. Figure 2.2). On représente de facon symbolique le vecteur
aléatoire Y des observations comme la somme de sa moyenne inconnue,
IE(Y) = X0, dans I'espace des moyennes M(X) et du vecteur des erreurs e
non observable. On visualise également la projection Y = X0 et le vecteur
desrésidus =Y - Y =Y — X4.

2.1.2 Illustration

Cette illustration concerne la maintenance d’un réseau de distributeurs
de boissons (c¢f. Antoniadis et al. ou Montgomery & Peck). On dispose
de n = 25 observations du temps en minutes (variable d’intérét Y) pour
approvisionner un réseau de distributeurs de boissons selon le nombre de
caisses de bouteilles placées (variable X;) et la distance parcourue en metres
(variable X3). Le Tableau 2.1 présente 'ensemble des données, les valeurs
ajustées, les différentes formes de résidus et les éléments diagonaux de la
matrice de prédiction. Ces dernieres notions, ainsi que d’autres résultats
indiqués ci-apres, seront introduits dans la suite du chapitre.

J yi 0z Ti2 Ui i &> ey hii
T 1668 1 7 560 21,71 5,03 -1,63 -1,70 0,018
2 11,50 1 3 220 10,35 1,15 0,36 0,36 0,0707
3 1203 1 3 340 12,08 -0,05 -0,02 -0,02 0,0987
4 14,88 1 4 80 9,96 4,92 1,58 1,64 0,0854
5 1375 1 6 150 14,19 -0,44 -0,14 -0,14 0,0750
6 18,11 1 7 330 18,40 -0,29 -0,09 -0,09 0,0429
7 8,00 1 2 110 7,16 0,84 0,27 0,26  0,0818
8 17,83 1 7 210 16,67 1,16 0,37 0,36  0,0637
9 79,24 1 30 1460 71,82 7,42 3,21 4,31 0,4983
10 21,50 1 5 605 19,12 2,38 081 0,81 0,1963
11 40,33 1 16 688 38,09 2,24 0,72 0,71  0,0861
12 2100 1 10 215 21,59 -0,59 -0,19 -0,19 0,1137
13 13,50 1 4 255 12,47 1,03 0,33 0,32 0,0611
14 1975 1 6 462 1868 1,07 034 0,33 0,0782
15 24,00 1 9 448 23,33 0,67 0,21 0,21 0,0411
16 29,00 1 10 776 29,66 -0,66 -0,22 -0,22 0,1659
17 1535 1 6 200 1491 044 0,14 0,13 0,0594
18 19,00 1 7 132 15,55 3,45 1,11 1,12 0,0963
19 95 1 3 36 7,71 1,79 058 0,57 0,0964
20 35,10 1 17 770 40,89 -5,79 -1,87 -2,00 0,1017
21 17,90 1 10 140 20,51 -2,61 -0,88 -0,87 0,1653
22 52,32 1 26 810 56,01 -3,69 -1,45 -1,49 0,3916
23 1875 1 9 450 23,36 -4,61 -144 -1,48 0,0413
24 1983 1 8 635 2440 -457 -1,50 -1,54 0,1206
25 10,75 1 4 150 10,96 -0,21 -0,07 -0,07 0,0666

Tableau 2.1: Maintenance d’un réseau de distributeurs de boissons

Dans cet exemple, le plan d’expérience est X = [1I X; X5] et le parametre
est noté 6 = (6 6, 65)”. On utilise en effet I'indice 0 pour le coefficient de la
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constante 1. On obtient les résultats suivants :

25 219 10232 0,11321519 —0,00444859 —0, 00008367
XX = 219 3055 133899 |, [XX]"'=| —0,00444859  0,00274378 —0,00004786
10232 133899 6725688 —0,00008367 —0,00004786  0,00000123
559, 60 2,34123115
tXY = 7375,44 |, 6= 1,61590721 |,
337071, 69 0,01438483

° Equation du plan de régression : y = 2,341 41,6159z + 0,014385x2
e Analyse de la variance : SST = SSreq + SSE — 5784,5426 = 5550, 8109 + 233, 7317

e Coefficient de détermination : R? = 0,959593749 ~ 96, 0%

p o (SST-SSE)/(p=1) _ __R*/(p—1)

e Statistique de test : S5E(n=p) = 0o’ ) = 261,24, fo00.59 = 3,44

2.1.3 Modele général

On étend facilement la situation du modele standard a celle ou les erreurs
sont corrélées selon une structure connue :

Y=X0+e, IE(e)=0, Var(e)=IE(ee") =o*G,

ou G est une matrice symétrique définie positive (matrice de covariance des
erreurs au facteur d’échelle o2 pres). Ce modele, noté (Y, X6, 0%G), se ramene
au modele standard par toute transformation linéaire définie par une racine
carrée G2 de la matrice G. On a en effet :

Z=G"Y =G '*X0+G Ve =U0+n, IEMn) =0, Var(n) =l

Une racine carrée de G est une matrice, notée G2, satisfaisant GV/2GT/?2 = @
ott GT/? désigne la matrice transposée de G/2. Si G'/2 est une racine carrée
de G, toute autre racine est de la forme G2V, ot V est une matrice or-
thogonale, VV? = [. Parmi les racines les plus courantes, on distingue les
racines triangulaires inférieure ou supérieure et la racine symétrique. Les
racines triangulaires se calculent facilement par 1’algorithme de Cholesky. La
racine symétrique est associée a la décomposition spectrale G = VD?V7T en
posant G'/2 = VDV, Ces trois racines sont uniques alors que par exemple
la racine V' D dépend de l'ordre des valeurs propres et du choix des vecteurs
propres.

Un cas particulier du modele (Y, X6, 02G) est celui ou G est diagonale.
Les erreurs sont non corrélées mais présentent des variances différentes con-
nues a un facteur pres. C’est par exemple la situation ou, pour chaque
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valeur du plan d’expérience d'un modele standard, plusieurs observations
de la variable Y sont éffectuées et que 'on considere le modele associé aux
valeurs moyennes de ces observations. On a vu dans le premier chapitre que
ceci conduit a remplacer la droite des moindres carrés par celle des moindres
carrés pondérés. On parle de moindres carrés généralisés pour le modele
(Y, X0,0%G). Cette situation ne doit pas étre confondue avec la notion de
modele linéaire généralisé.

D’un point de vue géométrique, le modele (Y, X6, 0%G) équivaut & rem-
placer la norme euclidienne classique dans ’espace des observations IR", as-
sociée & la forme quadratique I,,, par celle définie par G, < x,y > 1=
txG~ Yy,

Une autre généralisation correspond a la situation ou la matrice du plan
d’expérience X n’est pas de rang plein. Cela signifie que certaines colonnes
de X s’expriment comme combinaisons linéaires des autres. Dans ce cas le
parametre # n’est pas identifiable puisque X0 = X 6 pour certaines valeurs
0 + 0 alors que IE(y) est unique.

2.2 METHODE DES MOINDRES CARRES

2.2.1 Estimateur des moindres carrés

La démarche est identique a celle utilisée en régression linéaire simple.
De plus les écritures matricielles liées a 1'aspect géométrique dans 'espace
des observations montrent la simplicité du probleme.

~ On appelle estimateur des moindres carrés du parametre 6 la statistique
0(y) qui, pour toute observation y, minimise le critere :

D(0) = i [y - imﬂy] = |ly — X0|* = [y — X0][y — X6).

i=1 j=1

L’estimateur est noté plus simplement 6. L encore le critere est strictement
convexe et la solution est donnée par le systéeme obtenu en annulant les
dérivées partielles de D(0) par rapport a chaque composante 0,k =1,... p:

0 " L
00 i=1 j=1
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Sous forme matricielle, on peut écrire directement :

52@y—WMXy+wUXwa:—yX@—Xﬂ:o

La matrice hessienne est définie positive, ce qui prouve la stricte convexité
du critere :

0? ;

(902D(9) =2'XX > 0.
Il est équivalent de remarquer que y = X g est la projection orthogonale de
y sur M(X). Celle-ci se caractérise en écrivant que le résidu é = y — X0 est
orthogonal a M(X), c’est-a-dire aux colonnes de X. Les équations normales

s’écrivent donc sous forme matricielle :
Xly—X0=0 < 'XX0="'Xy.

La matrice "X X est carrée d’ordre p, symétrique et inversible car X est de
rang p. La solution est donc :

0= ('XX)'Xy.

2.2.2 Coefficient de détermination

Lorsque la constante 1l est présente dans les variables explicatives (colonnes
de X), on écrit plutot le modele avec 6y pour coefficient de la constante :

P
Y}z@o—i—inﬂj—i—gi, Z:L,n
j=1

L’annulation de la dérivée du critere par rapport a 6y montre que I’hyperplan
solution passe par le point moyen (¥, 71, ..., %) :
g:éo—l—flél—F...—l—fpép.
On retrouve également la décomposition de la variance empirique :
L& 2 1 L R VPSR
var(y) = = [y =9 = = > lyi — 9 + = D5 — 7
niz izt =1

qui résulte de I'orthogonalité entre y — g1l et y — y dans 1’égalité :
y—yll=(y—9)+@—yl).
Ceci permet de définir le coefficient de détermination :

:H@—ZMle_ 1€]I?
ly — 7l ly —yl|*’

qui a la méme interprétation que r? en régression linéaire simple.

R2
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Remarques

e On définit également le coefficient de détermination corrigé R (Ad-
justed R-squared) qui consiste & remplacer, dans la définition de 1— R?,
les variances empiriques par les estimateurs sans biais de o2 (cf. Mélard,

p. 188) :
— -1 % - ?Ji—@iQ
- ="""(1-R)="1p nl( _>2.
n—p o i1 (yi —7)
On a alors : .
R=r-2" "Ry,
n—p

et ce coefficient, inférieur & R?, peut étre négatif.

e Lorsque la constante 1I ne fait pas partie du plan d’expérience, c’est-a-
dire que 'hyperplan passe par 1'origine, le coefficient de détermination
est défini par (c¢f. Antoniadis et al. p. 26) :

_ S 9i —1_ i (v — 9i)?

YDA YDA

Ceci équivaut & poser 7 = 0 dans I'expression initiale de R2.

R2

e Notons enfin que, dans ce type d’expressions, p désigne toujours la
dimension de M(X) et non le nombre de variables z; autres que la
constante.

2.3 PROPRIETES DES ESTIMATEURS

2.3.1 Biais et variance

On utilise la méme notation pour désigner I'estimateur § ou son observa-
tion et cet abus est également adopté pour le résidu €. Le calcul des deux
premiers moments est immédiat.

E0) = B{(XX)™"'XY} = (XX) MXIEY) = (‘XX) ' XX0 =0,
Var() = [(XX) M XVar(V)[((X X)X = o?(PX X)L

Soit H = X (*X X)~!*X la matrice définissant, dans 'espace des observations
IR", la projection orthogonale sur le sous-espace des moyennes M(X). On a
en effet :

~ ~ A

Y=X0=HY, é=Y-Y=(I-H)Y, IEY)=X0, IEE =0.



60 CHAPITRE 2. REGRESSION LINEAIRE MULTIPLE

On dit que H est la matrice “chapeau” ou la matrice de prédiction. Les
matrices H et I — H sont symétriques et idempotentes (H> = H, (I — H)? =
I — H). On en déduit immédiatement :

Var(Y) = o’H, Var(é)=o*I—H), Cov(é,Y)=0, Cov(£0) =0.

L’expression de Var(¢) montre qu'un estimateur sans biais de o est donné
par :

2|2 1 & 1
6'2 — H‘C:H _ ZélZ — (tYY _ tYHY),

n_p_n pi:l n—p

car
IE{||E|]’} = [E{'¢¢} = I[E{tr(¢'é)} = o*tr(I — H) = (n — p)o°.
Pour le calcul de ‘é¢, on a le choix parmi les différentes expressions suivantes :

teg = Yy —Y][Y —Y] =Y - XO)[Y — X0] = 'Y[Y — X0
VY - 'Y X0=tYY - 'YX(PXX)TVXY = 'YY — (X X)0.

Mais on peut surtout calculer 6% en utilisant le coefficient de déterminantion:

6% = (1— R? var(y).

n—p
2.3.2 Propriété de (Gauss-Markov

L’estimateur 6 est sans biais et satisfait la propriété suivante :

Soit 'wh une combinaison linéaire fixrée quelconque des composantes du
parameétre 0. Alors 'wl est 'unique estimateur de variance minimum de ‘w0
parmi les estimateurs sans biais linéaires en 'Y .

On dit que 6 est un estimateur de Gauss-Markov. En effet un estimateur
linéaire en Y est de la forme tcY et peut également s’écrire tcY = ‘wh+ tdY
puisque ‘wf est linéaire en Y. Ecrivons qu’il est sans biais :

E{'wl + *dY} = 'wl + 'dX6 = 'wh, VocR® < 'dX =0.

Calculons sa variance :

Var{'wl} + Var{'dY'} + 2Cov{'wd, 'dy}
= Var{'wd} + o'dd + 20> 'w(* X X)**Xd
= Var{'wl} + o*'dd.

Var{'wl + 'dy}
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Elle est donc minimum si et seulement si d = 0.

Une conséquence immédiate de ce résultat est que, si W est une matrice
r X p connue (r < p) et CY, un estimateur sans biais de W6, alors la
matrice de variance-covariance de C'Y est supérieure ou égale a celle de Wé
(la différence des deux matrices est définie non-négative). C’est en particulier
le cas pour W = I, c’est-a-dire que si 6 est un estimateur linéaire (en Y)
sans biais de 6, on a Var(d) > Var(9).

2.3.3 Lois de probabilités

Lorsque les erreurs €;,7 = 1,...,n sont indépendantes et gaussiennes
N(0,0?%), le vecteur ¢ est gaussien N(0,0%I,) ainsi que le vecteur des obser-
vations Y dont la loi est N(X0,02I,). Il s’en suit que les vecteurs 6,Y et
€ sont gaussiens comme transformations linéaires de €. Leurs moyennes et
variances ont été données ci-dessus. Le vecteur formé de Y et € est également
gaussien avec,

(S R A (R L

Les vecteurs Y et & sont donc indépendants. On considere une transfor-
mation orthogonale Z = MY telle que les p premieres composantes de Z
appartiennent & M(X), les suivantes étant dans le sous-espace orthogonal.

e[t (g ]
(7)o [ ]

(O}

ZMY[

Légalité |V|> = ||€]]? =
khi-deux a (n — p) degrés

— p)é? montre que (n — p)6?/o? suit la loi du
liberté.

2.3.4 Maximum de vraisemblance

Ecrivons la log-vraisemblance :

1
L(y;0,0%) = ——log27r— —loga ~ 52 "y — X0y — X0).
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Maximiser la log-vraisemblance par rapport a 6 équivaut a minimiser le
critere des moindrs carrés. Lestimateur 6 est donc de mazimum de vraisem-
blance. Par contre la maximisation par rapport a ¢? conduit a I'estimateur
biaisé,
1
Omo = —'ly = X6]ly — X].

Le calcul des dérivées permet d’obtenir la matrice d’information de Fisher,
puis son inverse, qui représente la borne de Cramer-Rao.

0 1 0 n 1
P Ly 0,0%) = — ' X[y—X0], L L(y:0,0%) = — +—— _ty—Xl[y—X
90 (y,@,a) o2 [y 9]7 o2 (y,G,U) 20_2+2(02)2 [y 0][y 9]7
P 00t =—Lixx L peet= Ly - xa)
802 3/; 70 - 0_2 78(0_2>2 y7 70 _2<O_2)2 (0_2>3 y y )
0 2 L,
aagaeL(yaeaa ) - _(0_2)2 X[y_X6]7
1 [ XX 0 B (‘XX)' 0
2y _ L 1 2y _ 2 ,
o= Y | mea= [

Ainsi 0 est un estimateur efficace, puisque sa variance est égale a la borne de
Cramer-Rao, alors que 62 n’est qu’asymptotiquement efficace,

20* 20*

Var(6?) =

n—p n

Remarque

Dans le cas gaussien, I'estimateur 6 est donc de variance minimum parmi
les estimateurs sans biais de 6 puisqu’il atteint la borne de Cramer-Rao. Il
n’est pas nécessaire de se restreindre a la classe des estimateurs linéaires
(Gauss-Markov). On montre aussi que 6% est un estimateur sans biais de
variance minimum (en utilisant le Théoreme de Lehmann-Scheffe).

2.4 INTERVALLES DE CONFIANCE
ET TESTS

On se place dans le cas gaussien pour valider les résultats qui suivent. On
peut aussi évoquer le point de vue asymptotique pour les utiliser dans le cas
ou les erreurs sont simplement indépendantes et identiquement distribuées.
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2.4.1 Intervalles de confiance
Sur le plan pratique, il est utile de disposer d’intervalles de confiance pour

chaque composante ¢, de 6 :

[(0;;1 — @) = 0; £t/ ((XX)', P{SE_| > tapa} = .

Jio

Ces intervalles ne sont pas indépendants, méme si *X X est diagonale, car ils
utilisent tous l'estimateur 62. C’est cependant le caractére non diagonal de
tX X qui crée la plus forte dépendance.

En toute rigueur, on peut construire un ellipsoide de confiance de niveau
1 — a, pour le parametre vectoriel 6, défini par 'inégalité,

t[e - é] tXX[Q - é] < pfp,n*p;ozaja P{fp,nfp > fp,nfp;a} = Q.

L’intervalle de confiance usuel pour o2 est donné par :

(n—p)o* (n—p)s°

’
Rn—p;a/2 An—p;l—a/2

I(e*%1-a)= o Py > e} = 0

2.4.2 Tests

On peut utiliser le test de Student pour analyser I'influence d’un facteur
X;. Cela équivaut a vérifier si la valeur nulle est dans 'intervalle de confi-
ance de 6;, ou encore a considérer 'estimateur studentisé éf . Pour étudier
I'influence de plusieurs facteurs simultanément, on utilise un test de Fisher.
Il s’agit de tester que la moyenne de Y appartient au sous-espace VW de
M(X) engendré par les colonnes de X associées aux #; non nuls. Pour cela
on considere la décomposition orthogonale de Y (c¢f. Figure 2.3) :

olt Py et Py (x) désignent les projecteurs orthogonaux sur les sous-espaces
W et M(X). Sous I'hypotheése nulle, les deux derniers vecteurs du second
membres sont centrés, de matrice de covariance proportionnelle a l'identité,
conjointement gaussiens et orthogonaux. Ils sont donc indépendants. On
peut effectuer une transformation orthogonale,

W IE(W) I, 0 0
Z=MY=|U |,[E(Z)= 0 Var(Z)=0>| 0 IL,, 0 |,
1% 0 0 0 I,
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ou ¢ est la dimension de WW. On a alors :
[1Prmco) (Y) = Pw(M)|IP = IUI17, Y = Pueo (V)P = IV
On en déduit que la statistique,

= plPus() = PMIE _ n—plewlP— €2 n—pR2 - R,

T? = _
p—q ||Y = Pux)(Y)|? pP—yq l1€]1? p—q 1—R?

suit, toujours sous I’hypotheése nulle, la loi de Fisher-Snedecor a (p — q) et
(n — p) degrés de liberté. La région critique du test est donnée par :

2
> fp—qm—p;om P{FP—‘L’”_P > fp—q,n—p;oc} = Q.

La forme de cette région critique se justifie par le fait que, sous l’alternative,
la statistique 72 a tendance & étre plus grande puisqu’elle ’est en moyenne
avec :

E{|éwl?® — 17} = (0 = g)0* + "IE(EW)E(Ew).

M(X)

Figure 2.3: Aspect géométrique du test de Fisher

Dans le cas particulier ou la constante 1 fait partie des colonnes de X,
le test de non influence des régresseurs (autres que la constante) consiste a
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considérer I'espace W engendré par 1. La décomposition orthogonale de Y
s’écrit : B B

Y —=YI=[Pux(Y)=YI&Y - Pyx(Y).
L’égalité portant sur le carré des normes est symbolisée comme suit :

IY =VIIP = | Pair (V) = V|P+[[Y = Pagoxy(V)]]? & SST = S, +SSE.

Elle donne lieu au tableau d’analyse de la variance :

Source Degrés Somme Carrés
de variation || de liberté | des carrés moyens
Régression p—1 SSreg SSreq/(p—1)
Résidus n—p SSE SSE/(n—p)
| Total | n—-1 [ SST |SST/(n—1) |

Tableau 2.2: Analyse de la variance du modele de régression

La statistique de test est une transformation monotone du coefficient de
détermination :
(55T - SS5E)/(p—1) R /(p—1)

P = S5Em-p) -

Illustration
On utilise les valeurs arrondies de la page 56. Les estimations de o2 et o
sont :
o SSE 2337317
T t—p  25-3
et la lecture dans la table de Fisher-Snedecor donne t,,_,., = to2.59% = 2, 074.
Les intervalles de confiance & 95% pour chacun des coefficients de régression

sont :

= 10,624168, o = 3,259,

o I(0y;95%) = 2,341 & 2,074 x 3,259,/0, [1321510 = 2, 341 & 2, 274,
o 1(01;95%) = 1,6159 & 2,074 x 3,259,/0,00274378 = 1, 6159 & 0, 3541,

o [(62;95%) = 0,014385 + 2,074 x 3,259,/0,00000123 = 0,014385 +
0,007496.

Le test d’égalité a zéro de chacun de ces parametres consiste a vérifier, pour
un niveaau de signification de 5%, que 0 est dans lintervalle de confiance
correspondant. A ce niveau, il apparait que le temps (variable d’intéréte
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Y') dépend significativement du nombre de caisses (variable X;), de la dis-
tance parcourue (variable X3) en plus d'un effet constant (variable 1I). Une
meilleure appréciation de cette significacité est obtenue en considérant les
versions studentisées de ces parametres :

s 2,341 _
o 0y = 335000 TI3asTe — 2 134,

S __ 1,6159 _
® 01 " 3,259/0,00274378 974658’

s _ 0,014385 _
* 07 = s35svs 000005 — o 9799,
Chacun de ces tests équivaut a tester le sous modele correspondant par le

test de Fisher. Par exemple le test du modele sans la variable X5 équivaut a
celui de #, = 0. On a :

n—p R2—r? 25-3  0,959594 — 0,965

T? =
v—q 1-R _ 3-2 " 1-0,959504

— 15, 446,

a comparer avec fp gn pa = fi2e5% = 4,30. On constate en effet que
3,9802 = 15,840 ~ 15,446 et 2,074% = 4,3014 ~ 4, 30.

2.4.3 Prévision

Les résultats de la régression linéaire simple s’étendent de fagon analogue
a la nouvelle situation. La prévision concerne la variable

t t
Yo = "zo0 + €0, "m0 = (To1,- .., Top),
oll 7o est donné et gy est une erreur centrée, de variance o2, non corrélée avec
les variables Y;, 7 = 1,...,n. Alors Yy = !xy0 est 'unique estimateur linéaire
sans biais pour lequel la variance de I'erreur de prévision est minimum. Elle
est donnée par :

Var(Yy — Yy) = Var(Yy) + Var(Yy) = 0[1 + ‘ao(X X)) ay).

Sous I'hypothese gaussienne, ou de facon asymptotique, I'intervalle de con-
fiance (1 — «v) pour la prévision (intervalle de prévision) est donc :

[(Yo;1—a) = ‘ol £ty pady/1+ 2ot X X) 1z, P{IS!_| > tupa} = a.



2.4. INTERVALLES DE CONFIANCE ET TESTS 67

2.4.4 Etude des résidus

Les résidus €;,7 = 1,...,n sont centrés et corrélés entre eux. Leurs vari-
ances sont obtenues en fonction de la matrice de prédiction H,

Var(é) = o*[I — H) & Var(é) = o[l —hy], i=1,...,n,

olt hy =t x;(*X X)) 1a; si x; désigne la ¢ ligne de la matrice X. Les résidus
standardisés ou résidus studentisés sont définis par normalisation en utilisant
I’estimation de o2 :

&} :&1—_%, 1=1,...,n.
Dans le cas gaussien, &; est une variable normale centrée et (n — p)é?/o?
suit la loi du chi-deux & (n — p) degrés de liberté. Bien que ces deux var-
iables ne soient pas indépendantes, on compare & avec t,_,., pour déceler
d’éventuelles données aberrantes ou, plus généralement, pour rejeter globale-
ment le modele.

De fagon plus rigoureuse on définit les résidus par validation croisée,

gV — Yi— Yo ,
&) \/ 1+ 2 (X ) X ) i

ou l'indice (i) signifie que la caractéristique correspondante est construite
sans la ¢ observation. Ainsi Y{; est la prévision de Y; obtenue a partir des

autres observations et &) est la version studentisée de I'erreur Y; — )7(i). Mais
ici la loi de &} est la loi de Student & (n — p — 1) degrés de liberté car
I'estimateur &(Qi) est indépendant de Y; — }7(i). On montre que ces résidus sont
obtenus en fonction des résidus studentisés initiaux par la relation :

n—p—1

AV S .

€ =&z, t=1...,n
n—p-—Ee;

Pour cela on utilise le lemme d’inversion,
(A+BCD) ' =A"1'-A'B(DA'B+C")'DA™!,
qui, appliqué & la relation "X, X(;) =" XX — zlz;, donne :
(X X)atr, (X X)!
1t xi(tXX)*lxi
EX X)) oty (PX X))
L — hy ‘

(XpXe)™" = (XX)7+

— (tXX)fl_i_ (
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On établit ainsi les relations suivantes :

- . A A
Oy =0 — (XX)Mair—1—, (n—p=1)60) = (n —p)6° = 7=

~

&
1—hy

Y%—Y(i)z

Il n'existe pas de différence sensible entre €7 et &Y lorsque n est grand et
ces résidus sont souvent proches de la normalisation brutale £;/6 assimilée a
une loi N(0,1). La différence est notable lorsque hy; est proche de 1 et &)
accentue alors les valeurs de €7 anormalement grandes.

Illustration

Il n’est pas possible de visualiser les observations par rapport a I’hyperplan
de régression. On peut représenter les chroniques des différentes formes de
résidus. La Figure 2.4 est constituée des points (i,€)),i = 1,...,n que l'on
joint par des segments de droites. La Figure 2.5 donne les résidus 7 en
fonction des valeurs ajustées 3;,7 = 1,...,n de la variable Y.

5,00 -

Résidus

4,00
2004 — T T T - T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1,00 A

0,00 = : . . . = .
3 10 - 15 = 20 25 30

-2,00 -

-3,00 -

Figure 2.4: Chronique des résidus par validation croisée pour le réseau de
distributeurs
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Reésidus

0,00 T T T T T T T 1

- =
0,00 10,00 20,08 3@a00 40,00 50,00 60,00 70.00 80,00
Valeurs ajustées

-1,00

-2,00

-3,00 -

Figure 2.5: Résidus standardisés en fonction des valeurs ajustées pour le
réseau de distributeurs de boissons

2.4.5 Etude des coefficients de régression

L’estimation de # par le critere des moindres carrés est globale. Il est
difficile d’apprécier la part de chaque variable explicative X; a travers les co-
efficients de régression éj dans la prévision de Y par Y = 21521 éjX ;. En effet
les vecteurs X, dans 'espace des observations IR", sont de normes différentes
et peuvent étre fortement dépendants entre eux. La situation idéale serait
qu’ils constituent une base orthonormée de M(X). Ce n’est pas le cas en
pratique et la suppression de I'un d’entre eux dans le plan d’expérience ne
détériore pas forcément de facon notable la prévision. Nous reviendrons sur
ce point dans la section suivante.

Pour tout j,1 < j < p, on note X; le plan d’expérience a (p—1) variables
obtenu en supprimant la colonne X; dans X. On considere alors les différents
éléments obtenus dans ce nouveau modele :

Yij =Xy, ey =Y - Y
Le vecteur £f;;, qui représente la ”partie” de Y non expliquée linéairement

par les (p — 1) variables autres que X, est appelé j¢ variable de réponse
ajustée. On effectue de méme la régression de X;sur X|; et on note e
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lerreur correspondante. Ce vecteur est appelé j¢ régresseur ajusté. Un
simple résultat de projection donne :

~ A ~ <Y, e[ >

Y= 0,X; =Y & ey
j=1 ||6[J] ”

Par identification des coefficients de X, on obtient :

i <Y>€U] > o <é[j],Xj >

T el el

On en déduit les relations suivantes :

~

Y =Yy @0, €=y —0Oiey,  NENI® = lEgl® — ey I

On dispose donc immédiatement de I’apport de la variable X, sans effectuer
un nouveau calcul de régression car |ep;[|> = 1/(*XX);;'. Notons que le
cosinus de 'angle entre les deux vecteurs ef; et ey,

r— e > _ g llenl
’ ||€[j]|| X He[j]H ! ||6[j]||

est un indicateur de la liaison linéaire qui subsiste entre Y et X; lorsque
I'on a éliminé celle due aux autres variables. Si la constante 1 fait partie
du plan d’expérience, 7; est la corrélation empirique entre ef; et ef;. On dit
qu'il s’agit de la corrélation partielle (empirique) entre Y et X; (autre que 1I)
dans 'ensemble {Y, X;,..., X, }. Dans ce cas on peut noter la décomposition
du coefficient de détermination sous la forme :

R? = R[Qj] + (1 — R[Zj])wj?.

Ainsi la proximité a zéro de 7rJ2- va dans le sens d’exclure la variable X; du
plan d’expérience, ce que devrait confirmer le test de I'hypothese 0; = 0.
Par contre sa proximité a 1 ne signifie pas que cette variable joue un role
important.

Illustration

Les Figures 2.6 et 2.7 représentent la régression du temps sur le nombre de
caisses d'une part et sur la distance parcourue d’autre part, en supprimant
donc 'autre variable. On constate que le coefficient de détermination est peu
affecté : 93% et 80% au lieu de 96%. Les coefficients de corrélation partielle
sont m = 0,896 et my = 0, 647.
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80,00 - -
70,00 - y =2,17617x + 3,321
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Figure 2.6: Temps en fonction du nombre de caisses pour le réseau de dis-

tributeurs de boissons
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Figure 2.7: Temps en fonction de la distance pour le réseau de distributeurs

de boissons
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2.4.6 Etude du plan d’expérience

Le plan d’expérience idéal est celui pour lequel les colonnes de X forment
une base orthonormée de M(X) puisque dans ce cas on a :

A~

p R R p N
YV =>6;X;, 0,=<Y,X;>j=1,...,p ||Y||2=ZQ§.
j=1

Les variables n’interagissent pas dans la reconstitution de Y et il est immédiat
d’apprécier 'influence de chacune d’elles. 1l est toujours possible de se
ramener a cette situation par changement de variables sans changer 1’espace
M(X). Mais les nouvelles variables, ainsi que les parametres correspondants,
peuvent perdre toute interprétation dans le contexte initial du probleme.
Ainsi en pratique il est fréquent de rencontrer des variables explicatives forte-
ment dépendantes.

Illustration

La Figure 2.8 représente la régression du nombre de caisses placées sur la

35

Nombre de caisses

30 -

Yy =0,0174x + 1,6

25 | r =0,824

r 2 =68%
20 4

15 +

10 - - -

Distance

o 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Figure 2.8: Nombre de caisses en fonction de la distance pour le réseau de
distributeurs de boissons

distance parcourue. On constate que ces deux variables explicatives sont
moyennement dépendantes (r? = 68%).
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La structure du plan d’expérience s’analyse a travers les éléments de la
matrice chapeau H = X(*XX) ''X (¢f. Antoniadis et al. p. 37). Les
expressions,

Vi = Do haYie=hiYi+ D haYe, i=1,...,n,
k=1 k#i

montrent que h;; représente le poids de l'observation Y; dans sa propre
prédiction Y;. On établit les propriétés suivantes :

n

> hiy=p, 0<h;<li=1,...,n, hy=1ou0= hy=0k#i.
=1

Ainsi h;; devrait en moyenne étre proche de p/n. Lorsque h;; > p/n, 'observation
correspondante est considérée comme influente.

La distance de Cook (cf. Antoniadis et al. p. 40) est une mesure de cette
influence. Rappelons l'ellipsoide de confiance du parametre 6 :

I{0;1—al={0: (0 —0)!XX(0—0) < pfonpabd’}.

La distance de Cook, notée C;, mesure le décentrage de l’estimation de 6
résultant de la suppression de la i¢ observation :
P L0 i 0)' XX (6w — 0)

po2

Elle se calcule dans le cadre du modele complet par :

1 i > 1 i
C;=—-x T e —
p 1- hiigl p (1- hii)Qa-QEZ

Plus C; est grande, plus la ¢ observation a une influence simultanée sur
I’ensemble des parametres du modele. Cook suggere de comparer C; & fp n—p:a
bien que la loi ne soit pas exacte.

2.5 REGRESSION POLYNOMIALE

2.5.1 Illustration

On illustre tout d’abord la régression polynomiale en construisant, par
simulation, la parabole bruitée suivante :

yi:10—x1+0,2x?+5i, 1=1,...,25,
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7 Yi il ZT; .Tzz 1% éi é,? EZV h“'
1 10,39 1 1 1 7,04 3,35 1,44 1,47  0,1018
2 599 1 2 4 6,91 -0,92 -0,37 -0,37 0,0707
3 6,30 1 3 9 7,17 -087 -0,34 -0,33 0,0987
4 728 1 4 16 781 -0,53 -0,20 -0,20 0,0854
5 5,18 1 5 25 883 -3,66 -1,36 -1,39 0,0750
6 687 1 6 36 10,22 -3,35 -1,25 -1,26 0,0429
7 15,67 1 7 49 12,00 3,67 1,36 1,39 0,0818
8 11,57 1 8 64 14,17  -2,60 -0,96 -0,96 0,0637
9 18,59 1 9 81 16,71 1,88 0,70 0,69 0,4983
10 2497 1 10 100 19,63 5,34 1,99 2,14 0,1963
11 2561 1 11 121 2293 268 1,00 1,00 0,0861
12 25,38 1 12 144 26,62 -1,24 -0,46 -0,45 0,1137
13 27,00 1 13 169 30,69 -3,69 -1,38 -1,41 0,0611
14 37,00 1 14 196 35,13 1,87 0,70 0,69 0,0782
15 37,30 1 15 225 39,96 -2,66 -0,99 -0,99 0,0411
16 46,67 1 16 256 45,17 1,50 0,56 0,55 0,1659
17 50,88 1 17 289 50,76 0,12 0,04 0,04 0,0594
18 5242 1 18 324 56,73 -4,31 -1,60 -1,66 0,0963
19 64,67 1 19 361 63,09 1,58 0,59 0,58  0,0964
20 72,35 1 20 400 69,82 253 0,94 0,94 0,1017
21 75,68 1 21 441 76,94 -1,26 -0,47 -0,46 0,1653
21 7568 1 21 441 76,94 -1,26 -047 -0,46 0,1653
22 83,33 1 22 484 84,43 -1,10 -0,42 -0,41 0,3916
23 94,52 1 23 529 92,31 2,21 0,86 0,85 0,0413
24 102,82 1 24 576 100,57 2,25 091 091 0,1206
25 106,42 1 25 625 109,21 -2,79 -1,19 -1,21 0,0666

Tableau 2.3: Parabole bruitée

considérée sur l'intervalle [1;25] avec un bruit uniforme sur [—5;5] (0 =
25/3). Le Tableau 2.3 présente 'ensemble des données et les principaux
résultats. Le plan d’expérience est X = (1l z %) et le parametre est noté
0 = (6 0; 02)". On a les résultats suivants :

25 325 5525 0,42434783 —0,06652174 —0,00217391
XX =| 325 5525 105625 |, [(XX]"'=| —0,06652174  0,01332062 —0,00048309 |,
5525 105625 2153645 —0,00217391 —0,00048309  0,00001858
1014, 86 7, 54658261
Xy = | 18727,19 |, 6= | —0,6969098
378422, 77 0,19053233

° Equation du polynéme ajusté : y = 7,547 — 0,69691x + 0, 1905322
e Analyse de la variance : SST = SSreq + SSE — 25684, 7280 = 25511, 7017 4 173, 0263
o Coefficient de détermination : R? = 0,993263 ~ 99, 3%

isti . p— (8S8T_SSE)/(p=1) _ _R?/(p—1)
e Statistique de test : F' = S5E(n=p) = T=BD) /(=7

=1621,77, fa00.59 = 3,44

Les Figures 2.9 et 2.10 représentent les différentes régressions de la parabole
bruitée Y en fonction de z et/ou de son carré z2. On constate, dans cette
situation, que le carré de la variable = (et la constante) est suffisant pour
représenter la variable d’intérét Y. Ceci est cohérent avec le fait que le
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Figure 2.9: Régression simple et ajustement d’une parabole sur une parabole
bruitée
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Figure 2.10: Régression simple sur le carré de x pour une parabole bruitée
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Figure 2.11: Résidus par validation croisée pour une parabole bruitée
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Figure 2.12: Résidus standardisés en fonction des valeurs ajustées pour une
parabole bruitée
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Figure 2.13: Régression de z en fonction de son carré z?

coefficient 6; de x n’est pas tres significativement différent de 0. On a en
effet les résutats suivants :

173,0263
6% = L0 =7,864832, G =2,804, tysq = 2,074,

22
7,547 —0,69691
65 = ’ =4,132, 67 = ’ = —2,153
02804 x /0,424348 "7 "1 2,804 x /0, 0133296 T
s 0,190532

05 = = 15, 764.
27 9,804 x /0, 00001858 '

Les résidus sont représentés sur les Figures 2.11 et 2.12 et la Figure 2.13
rend compte de la régression de x su x2. Ces deux variables (sur cette plage
de valeurs) sont fortement corrélées. Il est donc naturel qu'une seule, en
I'occurence 2 suffise pour expliquer Y.

2.5.2 Généralités

On peut ajuster, dans le cadre du modele linéaire, un polynome de degré
q en une variable,

q )
_ i
yi—g Ojz;, t=1,...,n.
j=0
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On peut aussi considérer la situation de plusieurs variables,
yi:00+81xi+92zi+‘93xizi+5i7 Z:]_,,TL

I1 est clair que le degré des polynomes et le nombre de variables doivent rester
faibles (principe de parsimonie) par rapport au nombre n d’observations.
Un polynome de degré n — 1 interpole exactement les observations! Il est
préférable de se ramener a un degré faible par transformations sur les vari-
ables. Pour choisir le degré ¢ du polynome, on procede par étapes succes-
sives a l’aide de tests de Student sur les coeflicients, soit de facon ascendante
(sélection progressive) a partir du degré 1, soit en reculant a partir d’'un
degré plus élévé (élimination rétrograde). La procédure n’est cependant pas
tres rigoureuse bien qu'’il soit possible de controler la probabilité de certaines
erreurs (cf. section suivante). En général le degré retenu doit étre faible (2
ou 3 maximum). La régression polynomiale est surtout une approximation
de relations non linéaires. En particulier elle ne doit pas étre utilisée pour
faire de la prédiction en dehors du domaine d’observation des variables ex-
plicatives. Il est possible de procéder a des ajustements par des polynomes
locaux (fonctions splines, c¢f. Montgomery & Peck).

2.5.3 Régression orthogonale

Les polynomes 1, z, 22, ..., sont naturellement ordonnés par ordre crois-
sant de leur degré mais ne sont pas orthogonaux entre eux dans IR". Le
procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt construit un nouveau systeme

de polynémes, ¢g(x), $1(z), do(z),..., qui sont orthogonaux entre eux et
normés (restreints aux valeurs xy,...,z,) :
bolw) = = bilw) = T 6y(a) = Y- ali. Bt
;) = ——= x;) = o 0i(r) =) a Ty, ...
0\+Lq \/ﬁ’ 1\4g Zyzl(gpi —E)Q’ 7\ = J R

Le calcul numérique des coefficients a(j, k) ne présente aucune difficulté. No-
tons X la matrice n x (r + 1) définie par les régresseurs 1,z,...,x, et X,
également n x (r+1), celle des régresseurs orthonormés ¢o(z), ¢1(z), . .. ¢, (x)
associés. Soit A la matrice carrée d’ordre (r + 1), triangulaire inférieure,
obtenue en rangeant en lignes les coefficients des polynomes ¢;(z) :

AG+1L,k+1) =a(k), k=0,....7 j=0,....r
On a alors :

XAT = X, AC'XX)AT = 'XX =14, ‘XX = A7'AT (IXX)' = tAA.
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Le calcul de A passe ainsi par la décomposition de Cholesky de (*X X)),
c’est le procédé souvent utilisé pour calculer I'inverse de cette matrice.

Le modeéle ainsi restructuré s’écrit :

q q
Y, = ZOzj:Ef +e = Z@ﬂﬁj(wi) +e&, i=1,...n, &~N(0,c°1,).
j=0 Jj=0

L’intéret de la méthode est que le sous-modele faisant intervenir un polynome
de degré g — 1 est obtenu en posant 6, = 0 dans la deuxieme écriture sans
remettre en cause les valeurs de 6; pour j < ¢. Ainsi on se fixe un degré
maximal r pour lequel on détermine I'estimateur du parametre vectoriel 6
dans le modele Y = X6 + e, puis on teste successivement les hypotheses
0,=0,0,_1=0,..., jusqua ce que 'hypothese nulle 0, = 0 soit rejetée et g
est alors le degré du polynome retenu. L’estimation de ¢ est donc réalisée a
travers un test d’hypotheses multiples.

Précisons les éléments de cette méthode. Pour une matrice X de rang
r + 1, il suffit de reprendre les résultats du modele linéaire en tenant compte
de la relation XX = I,,4. On a :
) t - 2 1
9: XY, Oj:Zgbj(mi)Y;,j:O,...,r, g, =
i=1

T oopnp—r—1

,

YY =) 0]2] ,
5=0

ott I'indice r dans 62 rappelle qu’il s’agit de I'estimateur sans biais de o2 sous

I’hypothese d’une régression polynomiale de degré r. Pour j =r,r—1,...,0,

on dispose du test de niveau de signification «;, défini par la région critique

(Var(b;) = o?)

0.
’&—J_’ > tnojtiay,  PUSH 1l > thjore,} =y,
J
pour tester I'hypothese 6; = 0 contre l'alternative ¢; # 0 dans le cadre du
modele ou la régression est un polynome de degré au plus j. Notons H;
I’hypothese selon laquelle la régression est un polynome de degré j. Cette
hypothese est retenue lorsque 'on a :

0 2
10| <tp—k-tip, k=m,7—1,...,7+1, | ]| > tn—j-10;-

A ~

O 0j
La probabilité de décider que le polynome est de degré 7, alors qu’il est d’un
degré inférieur, est donnée par :
Jj+1
p; =P{H;|HOUH,U...UH; 1} =q; H(l—ak), j=r—1,...,0.
k=r
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Celle de décider que le degré est supérieur ou égal a j , alors qu’il est inférieur,
est la somme p; + p;y1 + ... + p.. Notons que cette facon de procéder est
équivalente a celle consistant a effectuer les tests sur la paramétrisation ini-
tiale.

2.6 APPLICATION AUX CHRONIQUES

Une chronique, ou série chronologique, est une suite d’observations y;,t =
1,...,T, d'une grandeur scalaire effectuées a intervalles réguliers au cours
du temps. Il existe une théorie statistique complete consacrée a ce type de
données temporelles. Nous ne considérons ici que les aspects qui relevent
directement du modele linéaire.

Les observations sont modélisées comme celles de variables aléatoires
Y, t=1,...,T satisfaisant :

Yi=fi+Si+e, IEY)=f+S, IE(ge)= 51507

Ainsi seule la moyenne [E(Y;) traduit la partie structurée du phénomene.
Elle se décompose en deux parties : la tendance ou composante fondamentale
f+ représente ’évolution lente de la grandeur (polynome de degré faible) et
la composante saisonniére Sy prend en compte les aspects périodiques.

2.6.1 Modele de Buys-Ballot

Le modele de Buys-Ballot fournit un schéma additif simple que ’on peut
traiter tres completement par des méthodes élémentaires. La tendance est
représentée par une droite, 'effet saisonnier est rigoureusement périodique de
période p connue et la partie résiduelle est une suite de variables aléatoires
indépendantes identiquement distribuées de loi normale centrée et de variance
o :

K:Oét+ﬂ+st+5t, tzl,...,T, St:Ster, EtNZZdN(O,O'Q)

L’hypothese gaussienne n’est utilisée que pour les aspects de statistique
inférentielle (intervalles de confiance, tests,...). Il est clair que ce modele
rentre dans le cadre de la régression linéaire multiple. Mais, en supposant
que la série est observée pendant n “années” de p “mois”, il est possible de
conduire de facon directe 1'essentiel de I’étude comme en régression linéaire
simple. On pose :

K:a[p<2_1)+j]+ﬁj+€zja ﬁj:ﬁ‘i‘sj, j:17"'7p7i:17"'7na
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avec la contrainte Z§:1 S; = 0. Les coefficients saisonniers S;,j = 1,...,p,
caractérisent la composante périodique S; dont I'effet annuel moyen est nul.
Ainsi la partie déterministe du modele est décrite par p + 1 parametres
linéairement indépendants : «, 31, ...,3,. La méthode des moindres carrés
consiste a chercher, parmi les chroniques z;;(a, b1, ..., b,) = a[p(i—1)+j]+b;,
composées d'une tendance linéaire et d’'un mouvement saisonnier périodique,
celle qui est la plus proche de l'observation selon le critere des moindres
carrés :

min ZZyU z;j(a bl,...,bp)]Q.

a,b1,bp NP 5T 1=t

En d’autres termes elle retient les parametres pour lesquels la moyenne des
carrés des erreurs observées est minimum.

Notons plus simplement z;; = z;;(a, by, . .., b,) et introduisons les moyen-
nes mensuelles :

1 & '
*52%3'7 T szg—a (n—1)/24+j]+b;, j=1,...,p.
i=1
Le critere a minimiser se scinde en deux parties :

nl Z[yij —z)* = ;Z{y_j —alp(n —1)/2+ j] — b;}?

+ — Z i — 1+ — > [z — 7,07 2 > i =7 llwy — 7,4l

P P
Ainsi, pour une pente a fixée quelconque, le minimum par rapport a b; est
réalisé en annulant le premier terme et équivaut a écrire que les chroniques
y;; et x;; ont memes moyennes mensuelles :

b=y, —alpn-1)2+j] — T;=y; Jj=1....p

Solent t;; = p(i — 1) + j les dates d’observation et introduisons les moyennes
annuelles ainsi que les moyennes globales :

p
== vy, b= thg pi—1)+(p+1)/2, i=1,...,n,

DI I P R o —__
y..—np%;yw—n;yi.—p;y,j, i = th— (np + 1)/2.
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Tenant compte de la solution obtenue pour les variables b; et de la relation
x;; — T j = a(t; —1t.), il reste & minimiser par rapport a a la deuxieme partie
du critere :

72% 2 1 a®var(t;) — 2acov(t;, 7, ),

ou l'on a posé :

var(i) = -3~ = PO o g = Ly 1 -7

i i
L’estimation de la pente o de la tendance est alors :

. cov(t, ;) 12 . nn+1)

“= var(t;,) - np(n? — 1) [; Wi Ty]

Son report dans la solution pour b; donne les estimations des parametres 3; :

qui, par centrage, fournissent les estimations de 'ordonnée a l'origine [ de
la tendance ainsi que celles des coefficients saisonniers S; :

p
> Bi=7. —dl. =7 —anp+1)/2,

Si=0i—0=y;-9.—ali-(p+1)/2l, j=1....p

En résumé on observe les résultats suivants :

e La tendance ne dépend que des moyennes annuelles, elle est la droite
des moindres carrés construite sur les points (t;,7;),i=1,...,n, cest-
a-dire que & et B sont solution du probleme de minimisation :

n

1
min — ) [y, — atb; — b]*.

a,b nzl

e La composante saisonniere est définie par les moyennes mensuelles de
la chronique privée de la tendance estimée :

~

lzyz] 2—1)"‘]} ﬁ] jzl,,p

3
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mois janv | fév | mars | avr | mai | juin | juil | aout | sept | oct | nov | déc
7 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
année i moy. an.
1981 1 84 92 90 83 85 100 96 104 107 120 | 102 105 97
ajustée 99 93 102 90 86 94 105 101 112 122 94 106
1982 2 112 | 112 119 109 | 109 | 103 | 135 | 111 140 | 133 | 123 | 125 119 I
ajustée 116 110 119 107 103 111 122 118 129 139 111 123
1983 3 139 129 142 123 124 124 140 151 149 147 | 130 139 136 ”
ajustée 133 127 136 124 120 128 139 134 146 156 127 | 139
1984 4 158 | 150 171 137 | 138 | 145 | 155 | 149 155 | 178 | 139 | 156 153 I
ajustée 149 143 152 140 136 144 155 151 162 172 144 | 156
1985 5 171 | 150 157 167 | 142 | 167 | 167 | 157 177 | 200 | 143 | 171 164 I
ajustée 166 | 160 169 157 | 153 | 161 | 172 | 168 179 | 189 | 161 | 173
moy. géné.
moy. mens. 133 | 127 136 124 | 120 | 128 | 139 | 134 146 | 156 | 127 | 139 134
coef. sais. 7 -1 7 -7 -12 -5 4 -2 8 17 -13 -2
1986 prévues 183 | 177 186 174 | 170 | 178 | 189 | 184 196 | 206 | 177 | 189

Tendance : pente = 1,39 ; ordonnée a 'origine = 92

Tableau 2.4: Chiffre d’affaires mensuel de la presse parisienne dans une petite
ville de province (unité : 1KF)
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Figure 2.14: Chiffre d’affaires mensuel de la presse parisienne dans une petite
ville de province
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Illustration

Nous illustrons cette méthode sur la chronique mensuelle du chiffre d’affai-
res de la presse parisienne dans une petite ville de province (~ 8000 h.) de
1981 a 1985. Les données, leurs différentes moyennes et les résultats sont
présentés habituellement dans la Table de Buys-Ballot. Nous avons également
fait figurer les valeurs de la série ajustée ainsi que celles de la prévision pour
I'année 1986 (cf. Tableau 2.4). Celles-ci sont évidemment données par :

~

Vii=apli—1)+4+6+5S;, j=1,....p, i=1,....,n+1.

La série ajustée correspond aux années ¢ = 1,...,n et la prévision a l’année
1 = n+1. La représentation graphique de ces résultats permet de se faire une
premiere idée de la capacité de ce modele a rendre compte des observations
(cf. Figure 2.14). On constate que la série observée est au dessous de la
série ajustée aux deux extrémités alors qu’elle est au dessus dans la partie
centrale. L’étude des résidus (cf. Figure 2.15) permet de mieux visualiser
ce phénomeéne et invite a ajuster une tendance parabolique (c¢f. Paragraphe
2.6.4). Notons aussi que l'ordre de grandeur du mouvement saisonnier est
tres faible par rapport aux données (environ 10%) bien que la concordance
entre les pics et les creux des deux séries soit assez bien respectée. L’étude
du mouvement saisonnier dans le cadre de ce modele (c¢f. Paragraphe 2.6.3)
montre, grace a 'approche numérique, qu’il est effectivement présent avec
un mois d’octobre fort et les mois de mai et novembre faibles alors que la
représentation graphique n’est pas aussi nette sur ce point.

2.6.2 Moyenne et variance des estimateurs

Les propriétés des estimateurs obtenus a la section précédente résultent
de celles du modele linéaire général qui fera 'objet du Paragraphe 2.6.4. Ils
sont sans biais et de variance minimum parmi les estimateurs sans biais qui
sont linéaires en les observations (propriété de Gauss-Markov). Cependant
la particularité du modele de Buys-Ballot permet de donner des expressions
plus explicites de leurs variances.

Pour les parametres de la tendance, on utilise le modele de régression
linéaire simple :

— _ 1 &
YZ:O./tlﬂ-ﬁ—ng, Z:]_,,TL, gzz—zglelldN(O,O'Q/p)

J=1
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L’estimateur de la pente s’écrit :

a=— IS ivizar—— L SE T

var(t;) n = var(t;)n =
Il est sans biais et sa variance est donnée par :
o 1/n  o? 12

V) = @) T P~ 1)

L’estimateur de I'ordonnée a 1’origine,
A o . g 1 [t — )t | _
B=Y.—anp+1)/2=F—(G—a) +E. ﬁ+nkzl{ var(L,) }ak.,

est également sans biais, il est corrélé avec & et, en utilisant les expressions
en fonction des ;. ou la non corrélation entre & et § , on obtient :

. 2 3 1)2 . 26 1
Var(3) = & l1 + %] . Cov(a, ) = —Z—p%.

np
Pour les autres estimateurs, on introduit les erreurs mensuelles moyennes :
1 n
£ = EZ% ~iidN(0,0%/n), j=1,...,p,
i=1

qui satisfont :
0_2
Cov(E;,g;) =Cov(E ,g;) = Cov(e ,§)=—, Cov(g; —¢.,5.)=0.
np

Les estimateurs des coefficients saisonniers s’écrivent :
S;=Si+(E;—e)-li—-p+1)/2(@—a), j=1,....p.

Ils sont donc sans biais. D’autre part € ; — €. est non corrélé avec ¢, d’ou :

0.2

Var($) = [@ .

np

~

Notons que Var(S;) est symétrique par rapport au milieu de I'année, ou elle
J )

est minimum, et augmente lorsque 'on s’en écarte. Ces estimateurs sont

évidemment corrélés entre eux puisque leur somme est nulle et on a :

W ooy ot 12— (p+1)/2k— (p+1)/2]




86 CHAPITRE 2. REGRESSION LINEAIRE MULTIPLE

0?12[j — (p+1)/2]

np p*(n?2-—1)
o6l — (p+1)/2)(np + 1)
np p?(n? —1) '
La série ajustée et la prévision s’écrivent :

Cov(S;, &) = —

COU(SJ> B) =

Yi; = atij+B+8,4+8;+pli—(n+1)/2)(@—a), j=1,...,pi=1,...,n+1.

Ce sont des estimateurs sans biais de la valeur moyenne de la chronique pour
chacune des dates considérées et la variance,

i = (04 1)/2)
(n?=1) |
ne dépend pas du mois, elle est symétrique par rapport a I’année centrale, ou

elle est minimum, et augmente lorsque l'on s’en éloigne. Plus généralement
on a:

~ 0'2
Var(Y;;) = o~ [p + 12

Cov(¥,y Fi) = 0; lp5]l+12[ (n+1)/2][k—(n+1)/2]]'

(n?—1)
Enfin I'erreur résultant de ce modele, appelée résidu,
ém_}/z] Y; :5”—E]—p[z—(n+1)/2](éz—og),

a pour variance

2

Var(éy) =o* = lp pplt= et L2

(n? — 1)

ce qui confirme la non corrélation entre &;; et YU en chaque (7,7). En fait

= Var(Yy;) — Var(Yy),

les vecteurs aléatoires € et Y formés par l'ensemble des np composantes sont
non corrélés et vérifient Var(¢) = Var(Y) — Var(Y) ot Y est le vecteur
représentant les observations.

Tous ces estimateurs ont une variance proportionnelle & o2. On peut
vérifier avec les résultats ci-dessus que IF(*é¢) = (np —p — 1)o?. On dispose
ainsi d’un estimateur sans biais de o2,

A2 71 4,_A '_ ._A_A,2
T p—lZ _np_p_lzz,j:[}/;J Alpi =)+ 7] == 5]

~ ~ ~

qui est non corrélé avec les estimateurs &, 3, 5, et Yj;.
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2.6.3 Inférence statistique

Tous les résultats précédents restent vrais lorsque 1’on suppose simple-
ment que les erreurs sont centrées, non corrélées et de méme variance o2
L’hypothese de normalité des erreurs implique celle des variables &, B , S’j, fﬁ-j
et &;; et la non corrélation équivaut a l'indépendance. La variable (np —
p — 1)62/0? suit la loi du khi-deux a (np — p — 1) degrés de liberté. La loi
de Student permet donc de construire des intervalles de confiance pour les
parametres «, 3 et S;,j = 1,...,p, ainsi que pour la prévision de Y44 ;.
Dans ce dernier cas, Ynﬂ,j représente 'estimation de la moyenne et il faut
tenir compte de la variance de I’erreur pour construire I'intervalle. C’est ainsi
que, pour un intervalle de confiance au niveau (1 — ), on obtient :

J

ot P{IS;, , 1| > tup—p-1,0} = a. Tl est clair que la bande de confiance ainsi
obtenue en faisant varier j ne constitue pas une région de confiance de niveau
(1—a).

Nous pourrions construire selon le méme principe une bande de confiance
pour la série elle-méme afin d’apprécier la validité du modele. L’observation
de Y;; sera dans la bande si et seulement si :

N 15
Yot = Yo, £ tnp—p—l;a\/—n—p\/(n +hp+ —

5 i—(n 2
\/Ln_p\/[p(n +1) + 121=rER
Cet intervalle n’est pas correct car Y;; est utilisé dans sa construction. Une

autre approche consiste a utiliser directement les résidus en négligeant le fait
que &;; et 62 ne sont pas indépendants :

S tnp—p—l;oa'

o [i—(n+1)/2]2
ﬁ\/[p(n — 1) — 12l={nteE

Les résidus ainsi normalisés sont appelés résidus studentisés ou résidus stan-
dardisés et seront notés éfj. En toute rigueur il faut estimer I'erreur ainsi que
I’ensemble des parametres en supprimant la variable Y;;. Le nouveau résidu
standardisé ainsi obtenu est appelé résidu par validation croisée et sera noté
éx On montre qu’il s’exprime simplement en fonction du précédent (cf. An-
toniadis et al., p. 33),

S tnp—p— Lo

A527

AV A8 np—p—2
np—p—1-—¢;
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et qu’il suit la loi de Student a np — p — 2 degrés de liberté.

Le premier test portant sur Y;; est moins sévere que celui utilisant 5. Par
contre, il n’y a pas d’ordre systématique entre ceux utilisant é;s;- ou £;;, bien
qu’il y ait une relation monotone entre ces deux variables, car le seuil ¢, 2.0
est plus faible pour é}g que tpp—p—1;o POUr éf; Bien souvent la série est suf-
fisamment longue pour que tous ces tests soient équivalents et reviennent a
considérer que la variable é;;/¢ est N'(0;1). C’est le cas dans I'exemple du
chiffre d’affaires de la presse parisienne. Avec o = 5% on obtient ¢, = 2,01
pour les trois premiers tests et t, = 1,96 pour 'approximation normale. Les
différents résidus sont donnés dans le Tableau 2.5 et la représentation de é};

fait ’'objet de la Figure 2.15.

Résidus

2,01

1,50
0,50
-0,50

-1,50
-2,01

1981 1982 1984 1985
250 1983

Temps en mois

Figure 2.15: Chiffre d’affaires mensuel de la presse parisienne dans une petite
ville de province : représentation des résidus obtenus par validation croisée

Dans le cadre du modele de Buys-Ballot, il est naturel de vouloir apprécier
I'importance de l'effet saisonnier. La Figure 2.16 donne la représentation
graphique de cet effet pour notre illustration.

Pour comparer entre eux les coefficients saisonniers, il faut prendre en
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mois janv fév mars avr mai juin juil aolt sept oct nov déc

année Résidus
Prévus -1,61 | -0,13 | -1,29 | -0,77 | -0,13 | 0,58 | -0,96 | 0,31 | -0,54 | -0,23 | 0,83 | -0,09
1981 Studentisés || -2,04 | -0,16 | -1,64 | -0,98 | -0,16 | 0,74 | -1,22 | 0,39 | -0,69 | -0,29 | 1,05 | -0,11
Validés -2,11 | -0,16 | -1,67 | -0,98 | -0,16 | 0,73 | -1,23 | 0,39 | -0,69 | -0,29 | 1,05 | -0,11
Normalisés || -1,78 | -0,14 | -1,44 | -0,86 | -0,14 | 0,64 | -1,07 | 0,34 | -0,61 | -0,26 | 0,92 | -0,10
Prévus -0,43 | 0,22 | -0,01 | 0,20 0,64 | -0,85 | 1,38 | -0,71 | 1,17 | -0,62 | 1,29 0,26
1982 Studentisés || -0,53 | 0,27 | -0,02 | 0,24 0,79 | -1,05 | 1,70 | -0,87 | 1,44 | -0,77 | 1,60 0,32
Validés -0,53 | 0,27 | -0,01 | 0,24 0,79 | -1,06 | 1,74 | -0,87 | 1,46 | -0,77 | 1,62 0,32
Normalisés || -0,48 | 0,24 | -0,01 | 0,22 0,70 | -0,94 | 1,51 | -0,78 | 1,28 | -0,68 | 1,42 0,29
Prévus 0,65 0,25 0,65 | -0,08 | 0,46 | -0,40 | 0,15 1,75 0,36 | -0,91 | 0,27 | -0,02
1983 Studentisés 0,80 0,31 0,80 | -0,10 | 0,57 | -0,49 | 0,18 2,15 0,44 | -1,11 | 0,34 | -0,03
Validés 0,80 0,31 0,80 | -0,10 | 0,56 | -0,49 | 0,18 2,24 | 0,444 | -1,11 | 0,33 | -0,03
Normalisés 0,72 0,28 0,72 | -0,09 | 0,51 | -0,44 | 0,16 1,92 0,39 | -0,99 | 0,30 | -0,02
Prévus 0,90 0,71 1,95 | -0,37 | 0,18 0,05 | -0,03 | -0,22 | -0,77 | 0,60 | -0,53 | 0,01
1984 | Studentisés 1,11 0,87 2,41 | -0,45 | 0,22 0,07 | -0,04 | -0,27 | -0,95 | 0,74 | -0,66 | 0,02
Validés 1,11 0,87 2,54 | -0,45 | 0,22 0,07 | -0,04 | -0,27 | -0,95 | 0,74 | -0,66 | 0,01
Normalisés 0,98 0,78 2,14 | -0,40 | 0,20 0,06 | -0,03 | -0,24 | -0,84 | 0,66 | -0,59 | 0,01
Prévus 0,50 | -1,04 | -1,27 | 1,02 | -1,14 | 0,61 | -0,52 | -1,12 | -0,20 | 1,15 | -1,85 | -0,16
1985 Studentisés 064 | -1,32 | -1,61 | 1,30 | -1,45 | 0,77 | -0,66 | -1,42 | -0,26 | 1,46 | -2,35 | -0,21
Validés 0,63 | -1,33 | -1,63 | 1,31 | -1,47 | 0,77 | -0,65 | -1,44 | -0,26 | 1,47 | -2,47 | -0,20
Normalisés 0,56 | -1,15 | -1,41 | 1,14 | -1,27 | 0,67 | -0,57 | -1,24 | -0,23 | 1,28 | -2,05 | -0,18

Tableau 2.5: Chiffre d’affaires mensuel de la presse parisienne dans une petite
ville de province : les différentes formes de résidus

200 KF
175
85
150 84
83
125
82
100
81
75
D

Mois

Jt

Figure 2.16: Mouvement saisonnier du chiffre d’affaires mensuel de la presse
parisienne dans une petite ville de province
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compte leurs variances. On définit ainsi les coefficients standardisés :

A . ~1/2
gs _ 5|1 n o 20—+ 1D)/2 1
i = =~ | (p_ )+ CYID) y  J =L ...,D.
G [np p*(n* —1)
Le Tableau 2.6 donne ces résultats dans le cas de notre illustration.
mois janv | fév | mars | avr mai | juin | juil | aodt | sept | oct nov déc
Coef. réels 6,5 -1,1 6,7 -6,7 | -12,2 | -54 4,0 -1,6 8,2 16,8 | -12,8 | -24
Coef. studentisés 1,8 -0,3 1,8 -1,8 -3,3 -1,5 1,1 -0,4 2.2 4,5 -3,4 -0,6
Seuil du test de Student de niveau 5% a 47 d.l. : 2,01

Tableau 2.6: Coefficients saisonniers du chiffre d’affaires mensuel de la presse
parisienne dans une petite ville de province

Modéle pente | ordonnée & l'origine | écart-type de l'erreur | variance de 'erreur
Avec effet saisonnier 1,390 91,5 8,6 74,82
Sans effet saisonnier 1,388 91,6 11,6 133,88
var(Y) = 707,13 ; cov(t,Y) = 416,25 ; statistique du test observée = 5,16

Seuil du test de Fisher-Snedecor de niveau 5% & 11 et 47 d.1. : 1,98

Tableau 2.7: Test de I'effet saisonnier du chiffre d’affaires mensuel de la presse
parisienne dans une petite ville de province

Sous I’hypothese S; = 0, la variable suit la loi de Student a np —p — 1
degrés de liberté. Cela permet de considérer leurs valeurs sur une échelle
de mesure standard. Rappelons que le niveau de signification du test de
S; = 0 contre S; # 0 ne peut étre controlé rigoureusement que si un tel test
est envisagé pour un seul mois donné avant de consulter les observations.
Notons que ce test de Student équivaut a comparer par un test de Fisher-
Snedecor le modele global au sous-modele défini par 'hypothese S; = 0. Par
contre il est possible de tester “systématiquement” la présence ou non de
I’effet saisonnier de facon globale. Dans ce cas le sous-modele est limité a
la tendance linéaire. Celle-ci est estimée par la droite des moindres carrés
ajustée sur I’ensemble des observations mensuelles :

i Y) - i
Qo = covlly;, Yiy) Z]), Bo=79. — aot.,
var(t;;)
ou
1
cou(ti;, Y, Zth anr —7.

nptl
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1 112 n?p? -1
UCL’I” = Z |:np+ :| L

np = 12

L’estimateur sans biais de o2, sous cette hypothese, est

1 P A 12 np n2p2—1
~92 A ~2
— Y, — Gt — - Vi) — -5 T Ca2|,
90 np—QtZ;{t Qo ﬁo} np—Q[Uar( i) 1o o
ou
LSy -
var(Yy) = — S Y, 7.2
;) np 21

Sous I’hypothese nulle, la variable

(np —2)65 — (np —p — 1)5?
(p—1)52

suit la loi de Fisher-Snedecor a (p — 1,np — p — 1) degrés de liberté. Les
résultats de ce test pour notre illustration sont reportés dans le Tableau 2.7.

2.6.4 Modele linéaire général

Le modele de Buys-Ballot est un cas particulier du modele suivant :
th:f()—I_S +er = Z%Cb] +Zﬁ]w] + &y, tzl,...,T,

dans lequel ¢;(t) et 1;(t) sont des fonctions connues du temps, utilisées pour
modéliser respectivement la tendance f(t) et la composante saisonniere S(t)
a l'aide de parametres naturels o; et (3;, 'erreur €, étant un bruit blanc
gaussien. En effet la tendance linéaire est obtenue avec ¢o(t) = 1 et ¢1(t) =
Pour la partie périodique de période p, nous introduisons les fonctions

Y;(t) =0,(t) =1sit=jmod(p),0sinon, t=1,....,7, j=1,...,p.

Les parametres naturels sont ag = 3,01 = aet 8, = 5;,7 =1,...,p. Cepen-
dant pour que le modele soit identifiable, nous avons imposé la contrainte
S1+ ...+ S, = 0. En général les fonctions ¢;(t),j = 0,...q constituent
q + 1 vecteurs linéairement indépendants de R” et il en est de méme pour
les p fonctions ¢;,j = 1,...,p. Par contre I'intersection des sous-espaces de
dimensions ¢ + 1 et p ainsi définis est rarement réduite au vecteur nul. En
d’autres termes, les deux systemes de fonctions engendrent un sous-espace de
R” de dimension < p+g+1. Il sera donc nécessaire d’introduire p4+¢+1—r
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contraintes sur les parametres naturels. Cela conduit a restructurer le modele
sous la forme,

Vy=f(t)+S{t) +e = 0z;(t) +e, t=1,...,T,
j=1

ou les fonctions z;(t),j = 1,...,r, combinaisons linéaires des fonctions ¢;(t)
et 1;(t) initiales, définissent 7 vecteurs linéairement indépendants de R”.

Par exemple une généralisation immédiate du modele de Buys-Ballot con-
siste a poser :

0= et 50 =3[ a6 =S 5050, =17
k=0 Jj=1

k=0 =1

Dans ce cas la tendance est un polynome de degré q et les “coefficients saison-
niers” évoluent au cours du temps comme un polynome de degré s. La rela-
tion

doit)y=1, t=1,...,T,

Jj=1

conduit aux contraintes
k

> Bik=0, k=0,...,min(s,q),
j=1

qui seront suffisantes si 7" est assez grand. Notons qu’il n’est plus nécessaire
de supposer que T soit un multiple de la période.

De facon générale le modele initial, en fonction des parametres naturels,
et sa restructuration se décrivent sous forme vectorielle par :

Y =X04+e=X0+e, X=XG, ,0=G0, c~N(0,0%).

Dans cette écriture Y = '[Y3,...,Y7] est le vecteur des observations, ¢ =
t~[51, ...,er] est celui des erreurs, I7 étant la matrice identité d’ordre T', et
0 = Yo, ..., qq P, ..., 0] est le vecteur des parametres naturels. La ma-

trice X, de dimension T" x (p + g + 1), représente le systeme des fonctions
initiales ¢;(t) et ¢;(t) et X, de dimensions 7" x r, celui des nouvelles fonctions
z;(t). La matrice G, de dimension r X (p + ¢ + 1), est alors parfaitement
définie. Le choix de Pinverse généralisé G~ traduit les contraintes sur 0 as-
surant son identification & partir du parametre 6 = *[6y,...,6,] du modeéle.
Le choix des fonctions x;(t) peut étre guidé par U'interprétation du parametre
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f qui en résulte. Par exemple, on pourra faire en sorte que ’absence d’une
composante (saisonniére ou tendance) se traduise par la nullité des derniéres
composantes de 6.

Illustration

Les résultats concernant ’ajustement d’un modele avec une tendance quadra-
tique (noté modele quadratique) sur le chiffre d’affaires de la presse parisienne
sont indiqués dans les Tableaux 2.8 et 2.9 ainsi que sur la Figure 2.17. La
représentation graphique des résidus normalisés par I’approximation gaussi-
enne est donnée dans la Figure 2.18 et les tests concernant la présence de
I'effet saisonnier ou la nécessité d’introduire le terme quadratique dans la
tendance sont regroupés dans le Tableau 2.10.

mois janv | fév | mars | avr | mai | juin | juil | aout | sept | oct | nov | déc
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

année 7
1981 1 84 92 90 83 85 100 96 104 107 120 | 102 | 105
ajustée 93 87 97 85 82 91 102 98 110 | 121 93 106
1982 2 112 112 119 109 109 103 135 111 140 133 | 123 | 125
ajustée 116 110 120 108 104 113 124 120 131 142 | 114 | 126
1983 3 139 129 142 123 124 124 140 151 149 147 | 130 | 139
ajustée 136 130 139 127 | 123 131 142 138 149 159 | 131 | 143
1984 4 158 | 150 171 137 | 138 | 145 | 155 149 155 | 178 | 139 | 156
ajustée 153 146 155 143 139 146 157 152 163 173 | 145 | 156
1985 5 171 | 150 157 167 | 142 | 167 | 167 | 157 177 | 200 | 143 | 171
ajustée 166 | 159 168 155 | 150 | 158 | 168 164 174 | 184 | 155 | 166
coef. sais. 7 -1 7 -7 -12 -6 4 -2 8 17 -13 -2
1986 prévues 176 169 177 164 | 159 166 176 171 181 191 161 | 172

Tendance : ”"pente” = 2,13 ; "ordonnée a l'origine” = 84 ; terme quadratique = -0,0121

Tableau 2.8: Chiffre d’affaires mensuel de la presse parisienne dans une petite
ville de province, modele quadratique (unité : 1KF)

mois janv | fév | mars | avr mai | juin | juil | aott | sept | oct nov déc

Coef. réels 6,7 | -1,0 6,7 -6,7 | -124 | -5,6 | 3,8 | -1,7 8,1 16,8 | -12,7 | -2,2

Coef. studentisés 2,0 | -0,3 2,0 -20 | -36 | -16 | 1,1 | -0,5 2,4 4,9 -3,7 | -0,6
Seuil du test de Student de niveau 5% a 46 d.1. : 2,01

Tableau 2.9: Coefficients saisonniers du chiffre d’affaires mensuel de la presse
parisienne dans une petite ville de province, modele quadratique
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Série Ajustée Tendance linéaire Tendance quadratique
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Figure 2.17: Chiffre d’affaires de la presse parisienne dans une petite ville de
province, modele quadratique
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Figure 2.18: Résidus normalisés du chiffre d’affaires de la presse parisienne
dans une petite ville de province, modele quadratique
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Parameétres du modéle 6o 01 0o o 52
Avec effet saisonnier 83,9 | 2,131 | -0,0121 7,9 62,65
Sans effet saisonnier 84,0 | 2,120 | -0,0120 | 11,2 | 125,35

Seuil du test de Fisher-Snedecor de niveau 5% a 11 et 46 d.1. 1,97
Statistique du test observée pour la présence du mouvement saisonnier 6,19
Seuil du test de Fisher-Snedecor de niveau 5% & 1 et 46 d.l. 4,06
Statistique du test observée pour la présence du terme quadratique 10,14

Tableau 2.10: Tests de 'effet saisonnier et de la présence du terme quadra-
tique pour le chiffre d’affaires mensuel de la presse parisienne dans une petite
ville de province, modele quadratique
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