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INTRODUCTION

La régression linéaire constitue une partie importante du modèle linéaire.
De manière très générale, le modèle linéaire rend compte d’une situation dans
laquelle la moyenne du vecteur aléatoire Y , que constituent les observations,
dépend linéairement et de façon connue d’un paramètre vectoriel θ :

Y = Xθ + ε, IE(Y ) = Xθ, V ar(Y ) = V ar(ε) = σ2I

La partie aléatoire est donc représentée par une erreur additive ε dont les
composantes sont centrées, de même variance σ2 et non corrélées. Nous
ajouterons l’hypothèse gaussienne pour les problèmes de tests ou d’intervalles
de confiance. Les observations sont donc des variables aléatoires de même
variance et non corrélées entre elles (indépendantes dans le cas gaussien).
Leurs moyennes sont par contre différentes et représentées par les com-
posantes du vecteur Xθ. Ce vecteur est une combinaison linéaire inconnue,
dont les coefficients sont les composantes du paramètre θ, des colonnes de la
matrice X qui, elle, est connue et constitue le plan d’expérience. La diver-
sité des modèles provient de la nature de cette matrice. Dans le cas de la
régression linéaire simple ou multiple, les colonnes de X sont des variables
quantitatives comme Y , éventuellement observées, mais supposées parfaite-
ment connues, c’est-à-dire non aléatoires. En analyse de la variance, les
éléments de X sont à valeurs dans {0, 1} ; ils indiquent la présence ou non,
dans chaque observation, des différentes modalités de variables qualitatives
externes. L’analyse de la covariance correspond à la juxtaposition dans X
de ces deux types de variables. Les modèles logit et probit constituent un
exemple de généralisation dans lequel une fonction connue de la moyenne
dépend linéairement du paramètre.

L’intérêt du modèle linéaire est de fournir de façon simple, par la méthode
des moindres carrés, les estimateurs des paramètres θ et σ2, leurs propriétés
ainsi que les intervalles de confiance et les tests sous hypothèse gaussienne. De
plus une représentation géométrique (cf. Figure 1) facilite la compréhension
des résultats. Cependant le contexte de la régression linéaire est très différent
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de celui de l’analyse de la variance ou de la covariance et les techniques de
calcul sont finalement très spécifiques.
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Figure 1: Aspect géométrique du modèle linéaire

La régression linéaire simple, présentée dans le premier chapitre, permet
d’aborder le modèle linéaire de façon élémentaire. Dans ce cas la variable
d’intérêt est confrontée à une seule autre variable, c’est par exemple l’étude
du poids des individus en fonction de la taille. La régression linéaire multi-
ple, au chapitre suivant, nécessite un formalisme plus important car la vari-
able d’intérêt est analysée simultanément à travers plusieurs variables. La
régression poissonienne, ainsi que les modèles logit et probit, entrent dans le
cadre du modèle linéaire généralisé présenté au troisième chapitre. L’analyse
de la variance fait l’objet du quatrième chapitre. Elle a pour but d’étudier
l’influence d’un ou plusieurs facteurs sur la grandeur étudiée. On mesure
ainsi l’effet d’un ou plusieurs médicaments, à doses variables, pour le traite-
ment d’une maladie. L’organisation des calculs est très spécifique. L’analyse
de la covariance, au cinquième chapitre, permet de prendre en compte des
facteurs qualitatifs dans un problème de régression. Par exemple on cherche
à éliminer l’effet du sexe dans l’étude du poids en fonction de la taille chez les
individus. Elle utilise simultanément les techniques de la régression et celles
de l’analyse de la variance. Enfin le dernier chapitre est consacré à l’analyse
de la déviance.

N.B. Le présent document contient uniquement les deux premiers chapitres.



Chapitre 1

RÉGRESSION LINÉAIRE
SIMPLE

La régression linéaire simple a pour objectif d’étudier la dépendance, sous
forme linéaire, entre deux grandeurs. L’exemple classique du poids d’un in-
dividu en fonction de sa taille est illustré ci-dessous par un échantillon de 32
étudiants.
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1.1. DROITES ASSOCIÉES À UN ENSEMBLE DE POINTS DU PLAN 5

Nous commencerons par une approche descriptive du problème. Le pre-
mier paragraphe présente quatre principes différents permettant d’associer
une droite à un ensemble de points du plan. Le contexte de la droite de
régression est précisé au paragraphe suivant dans lequel est introduit le
coefficient de corrélation linéaire. L’aspect descriptif est étendu au cadre
de la régression non linéaire avec les courbes de régression et rapports de
corrélation dans le troisième paragraphe. Les deux derniers paragraphes sont
consacrés aux aspects de la statistique inductive dans ce contexte : étude des
estimateurs, intervalles de confiance et tests.

1.1 DROITES ASSOCIÉES À UN

ENSEMBLE DE POINTS DU PLAN

On se propose ici de montrer qu’il existe plusieurs façons assez naturelles
d’associer une droite à un ensemble de points du plan. On se donne n points
sous forme de leurs coordonnées (xi, yi), i = 1, . . . , n, dans un repère orthog-
onal. On cherche une droite d’équation y = ax + b qui soit le plus proche
possible de l’ensemble de ces points. Cela dépend de la manière de mesurer
la proximité du point (xi, yi) à la droite lorsque le critère global est la valeur
moyenne de ces n mesures.

1.1.1 Droites des moindres carrés

La droite des moindres carrés de y par rapport à x minimise la somme
des carrés des distances des points à la droite mesurées verticalement. Le
critère à minimiser se présente donc sous la forme

Dy/x(a, b) =
1

n

n∑
i=1

[yi − axi − b]2.

La dérivée partielle par rapport à b montre que la droite passe par le point
moyen (x, y) :

∂

∂b
Dy/x(a, b) =

−2

n

n∑
i=1

[yi − axi − b] = 0 ⇔ b = y − ax.

Le report de ce résultat dans la dérivée partielle par rapport à a donne la
pente :

∂

∂a
Dy/x(a, b) =

−2

n

n∑
i=1

xi[yi − axi − b] = 0 ⇒ cov(x, y)− avar(x) = 0.
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On peut aussi introduire le point moyen (x, y) dans l’expression du critère,

Dy/x(a, b) =
1

n

n∑
i=1

[(yi − y)− a(xi − x) + (y − ax− b)]2,

puis effectuer le développement,

Dy/x(a, b) = var(y) + a2var(x)− 2acov(x, y) + (y − ax− b)2.

Pour a fixé, la droite qui minimise le critère doit passer par le point moyen,
d’où la relation : b = y − ax. Puis Dy/x(a, y − ax) est un polynôme du
second degré en a dont l’annulation de la dérivée, 2avar(x)− 2cov(x, y) = 0,
donne la condition sur a. Cette seconde approche établit qu’il s’agit bien
d’un minimum. Dans le premier cas, on constate que la matrice des dérivées
secondes (matrice hessienne), en la solution, est définie positive,

∂2Dy/x(a, b)

∂

(
a
b

)
∂( a b )

= 2

[
x2 x
x 1

]
> 0.

En résumé la droite des moindres carrés de y par rapport à x est définie par :

y = âx + b̂, â =
cov(x, y)

var(x)
, b̂ = y − âx.

En inversant le rôle des variables, la droite des moindres carrés de x par
rapport à y minimise la somme des carrés des distances des points à la droite
mesurées, dans le même repère, horizontalement. Le critère s’écrit,

Dx/y(c, d) =
1

n

n∑
i=1

[xi − cxi − d]2,

et sa solution est donnée par :

x = ĉy + d̂, ĉ =
cov(x, y)

var(y)
, d̂ = x− ĉy.

Ces deux droites se coupent au point moyen (x, y), elles présentent le même
sens de variation, donné par le signe de la covariance, et la première est moins
inclinée que la seconde car le rapport des pentes est inférieur à un,

0 ≤ cov2(x, y)

var(x)var(y)
≤ 1.
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1.1.2 Droite des moindres distances

La droite des moindres distances accorde la même importance aux deux
variables car la distance de (xi, yi) à la droite est mesurée selon le sens usuel,
c’est-à-dire de façon perpendiculaire. Dans ce cas le repère doit être or-
thonormé. On parle aussi de droite de régression orthogonale. Le critère à
minimiser est (on utilise la relation cos2 θ = 1

1+tan2 θ
) :

Dx,y(a, b) =
1

(1 + a2)
× 1

n

n∑
i=1

[yi − axi − b]2,

La droite passe par le point moyen (x, y) et par suite b = y − ax. Ainsi a
doit minimiser la quantité,

Dx,y(a, y − ax) =
1

(1 + a2)
[var(y) + a2var(x)− 2acov(x, y)].

La dérivée par rapport à a,

∂

∂a
Dx,y(a, y− ax) =

2

(1 + a2)2
{a2cov(x, y) + a[var(x)− var(y)]− cov(x, y)},

s’annule en les valeurs,

var(y)− var(x)±
√

[var(y)− var(x)]2 + 4cov2(x, y)

2cov(x, y)

qui, reportées partiellement dans le critère, donnent :

Dx,y(a, y − ax) = var(x)± −1

(1 + a2)

√
[var(y)− var(x)]2 + 4cov2(x, y).

Ainsi la solution est :

â =
var(y)− var(x) +

√
[var(y)− var(x)]2 + 4cov2(x, y)

2cov(x, y)
.

L’autre solution correspond à la droite orthogonale à celle-ci puisque le pro-
duit des racines est égal à -1. Dans ce cas la somme des carrés des distances
est maximum sous la contrainte que la droite passe par le point moyen. Ces
directions correspondent aux deux composantes de l’analyse en composantes
principales (ACP) d’un nuage de points dans le plan. La droite de régression
orthogonale donne le sous-espace de dimension un du plan sur lequel le nu-
age projeté a la plus grande dispersion, c’est-à-dire conserve la plus grande
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information sur le couple (x, y) dans une seule variable.

La droite des moindres distances a le même sens de variation, donné par
le signe de cov(x, y), que les droites des moindres carrés. On montre qu’elle se
situe dans l’angle aigu formé par ces deux droites. Pour cela il faut étudier la
position des deux pentes de ces droites par rapport aux racines de l’équation
du second degré de la situation orthogonale.

1.1.3 Droite des moindres rectangles

Comme dans le cas précédent, la droite des moindres rectangles prend en
compte les deux variables de façon symétrique. La proximité de (xi, yi) à la
droite est mesurée par la surface du rectangle défini de la façon suivante :
ses côtés sont parallèles aux axes, (xi, yi) constitue un premier sommet et
les deux sommets qui lui sont adjacents sont situés sur la droite. Le repère
doit être orthonormé pour que la surface apparente soit bien celle que l’on
minimise. Le critère est :

Dxy(a, b) =
1

n

n∑
i=1

|yi− axi− b| × |xi−
1

a
(yi− b)| = 1

|a| ×
1

n

n∑
i=1

(yi− axi− b)2.

Là encore la droite passe par le point moyen (x, y) et donc b = y − ax. Puis
a doit minimiser la quantité,

Dxy(a, b) =
1

|a| [var(y) + a2var(x)− 2acov(x, y)].

Cette fonction présente deux minima locaux pour a = ±
√

var(y)
var(x)

et le min-

imum global est obtenu lorsque a a le signe de cov(x, y). Elle se situe
également dans l’angle aigu formé par les deux droites des moindres carrés,
sa pente étant la moyenne géométrique des deux autres pentes (en module),

√√√√var(y)

var(x)
=

[
cov(x, y)

var(x)
× var(y)

cov(x, y)

]1/2

.

Elle est proche de la droite de régression orthogonale et cöıncide avec elle
lorsque var(y) = var(x), la pente étant égale à ±1 selon le signe de la
covariance.
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1.1.4 Optimisation numérique

Le critère obtenu en considérant la somme des carrés des écarts verticaux
et horizontaux,

Dx|y(a, b) = Dy/x(a, b)+Dx/y(a, b) =
1

n

n∑
i=1

[yi−axi−b]2+
1

n

n∑
i=1

[xi−
1

a
(yi−b)]2,

n’admet pas de solution explicite mais peut être résolu de façon numérique.
L’introduction du point moyen (x, y) conduit à :

Dx|y(a, b) = var(y) + a2var(x)− 2acov(x, y) + (y − ax− b)2

+ var(x) +
1

a2
var(y)− 2

a
cov(x, y) +

1

a2
(y − ax− b)2

La droite cherchée passe donc par le point moyen (x, y) et sa pente a doit
minimiser la fonction f(a) suivante :

Dx|y(a, b)−var(x)−var(y) = a2var(x)+
1

a2
var(y)−2acov(x, y)− 2

a
cov(x, y).

La minimisation numérique consiste à prendre le minimum de la parabole
tangente au point d’abscisse a0, ce qui produit un point d’abscisse a1, puis
d’itérer le procédé. On obtient ainsi l’algorithme suivant :

a0 =
1

2

(
cov(x, y)

var(x)
+

cov(x, y)

var(y)

)
, ak+1 = ak −

f ′(ak)

f”(ak)
, k = 0, 1, . . .

On montre que la droite est également situé dans l’angle aigu formé par les
deux droites des moindres carrés. En utilisant le critère normalisé par les
variances,

1

var(y)
× 1

n

n∑
i=1

[yi − axi − b]2 +
1

var(x)
× 1

n

n∑
i=1

[xi −
1

a
(yi − b)]2,

on retrouve la droite des moindres rectangles.

1.1.5 Exemple

Un ensemble de points à coordonnées entières, pour simplifier les calculs,
permet d’illustrer les différentes droites introduites ci-dessus. Les données
sont les suivantes :

Indice i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Variable X xi 1 2 3 5 7 9 11 13 14 15
Variable Y yi 3 1 5 2 6 4 7 9 8 5
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Tous les paramètres calculés ne dépendent des données qu’à travers le résumé
numérique suivant :

n = 10; σx = 80; Σx2 = 880; Σy = 50; σy2 = 310; σxy = 489.

En particulier, les caractéristiques empiriques usuelles s’en déduisent immédiatement :

x = 8; var(x) = 24; y = 5; var(y) = 6; cov(x, y) = 8, 9.

Les équations des différentes droites sont alors données par :

Type Critère Équation

moindres carrés Dy/x y = 0, 37x + 2, 0
moindres carrés Dx/y y = 0, 67x− 0, 4
moindres carrés Dx|y y = 0, 57x + 0, 4

moindres distances Dx,y y = 0, 41x + 1, 7
moindres rectangles Dxy y = 0, 50x + 1, 0

N.B. L’équation y = 0, 67x− 0, 4 équivaut à x = 1, 48y + 0, 6.
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Figure 1.2: Droites associées à un ensemble de points selon différents critères
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1.2 DROITE DE RÉGRESSION LINÉAIRE

Le contexte de la régression linéaire simple est présenté en première sec-
tion à travers une illustration qui sera reprise tout au long de ce chapitre.
Les hypothèses du modèle ne sont précisées qu’à la section suivante. La
droite des moindres carrés constitue la base de l’estimation des paramètres
et fait l’objet de la dernière section ainsi que la présentation du coefficient
de corrélation linéaire empirique.

1.2.1 Illustration

On étudie la vitesse coronarienne Y en fonction du poids X chez les indi-
vidus. Une grande vitesse coronarienne est un indice de bon fonctionnement
cardiaque. On a mesuré chez n = 18 patients, le poids xi en kg et la vitesse
coronarienne yi, i = 1, . . . , n. Les données indiquées dans le Tableau 1.1 sont
représentées sur la Figure 1.3. Ce graphique fait apparâıtre une dépendance
linéaire entre les deux variables. Celle-ci est formalisée en postulant que la
fonction de régression de Y à X est linéaire : IE(Y |X = x) = ax + b. Les
deux variables sont donc appréhendées de façon différente. La variable Y
conserve son caractère aléatoire alors que X est supposée parfaitement con-
nue : on raisonne conditionnellement à X. On dit que X est la variable
explicative (variable indépendante, variable exogène, régresseur) et que Y est
la variable expliquée (variable dépendante, variable endogène, régressante).
L’objectif est par exemple de prévoir une plage de valeurs raisonnable (inter-
valle de confiance) pour la vitesse coronarienne d’un individu dont on connâıt
le poids.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
xi 45 48 50 50 52 53 56 58 63 66 66 69 72 74 79 79 84 89
yi 75 77 78 77 77 72 72 72 70 71 69 69 68 66 64 66 62 61

Tableau 1.1: Vitesse coronarienne yi et poids xi de 18 patients

Résumé numérique, caractéristiques empiriques et premiers résultats

n = 18; σx = 1153; Σx2 = 76903; Σy = 1266; σy2 = 89508; σxy = 79947.

x = 64, 1; var(x) = 169, 27; y = 70, 3; var(y) = 25, 89; cov(x, y) = −63, 74.

Droite de régression y = −0, 377x + 94, 5
Coefficient de corrélation linéaire r = −0, 96
Coefficient de détermination r2 = 93%
Variance estimée de l’erreur σ̂2 = 2, 12
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Figure 1.3: Vitesse coronarienne en fonction du poids chez 18 patients

1.2.2 Les hypothèses du modèle

Les données d’un modèle de régression linéaire simple sont constituées
de n couples de réels (xi, yi) dont l’origine peut être très diverse selon la
nature de la variable explicative X. Dans l’exemple ci-dessus X est aléatoire
si les patients ont été sélectionnés au hasard mais il est possible qu’on ait
veillé à choisir des patients de poids très différents. Plus généralement il
est des situations où les valeurs de X sont fixées par l’expérimentateur, c’est
pourquoi on dit que ces valeurs constituent le plan d’expérience. Par exemple
x1, x2, . . . peuvent être les instants d’observation d’une grandeur Y dont on
étudie l’évolution au cours du temps (série chronologique). Dans tous les cas
on considère que les valeurs de X sont connues et non aléatoires. L’aspect
aléatoire porte donc uniquement sur la variable expliquée Y . Ainsi y1, y2, . . .
sont considérés comme les observations de variables aléatoires Y1, Y2, . . . de
la forme,

Yi = axi + b + εi, i = 1, . . . , n,

où :

• le plan d’expérience x1, x2, . . . , xn est fixé connu,

• les paramètres a et b sont inconus,
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• les erreurs ε1, ε2, . . . , εn sont des variables aléatoires centrées, de même
variance σ2 et non corrélées entre elles :

IE(εi) = 0; V ar(εi) = σ2; Cov(εi, εj) = 0 si i �= j.

Pour les problèmes d’intervalles de confiance ou de tests, au dernier para-
graphe, on fait l’hypothèse supplémentaire que les erreurs εi, i = 1, . . . , n
sont gaussiennes et donc indépendantes. Dans ce cas la loi de probabilité des
observations associées au modèle linéaire est définie par la densité :

f(y1, . . . , yn; a, b, σ2) =
1(√

2πσ2
)n exp

{
−

n∑
i=1

(yi − axi − b)2

2σ2

}
.

Les variables Yi, i = 1, . . . , n sont gaussiennes, indépendantes, de même vari-
ance σ2 mais de moyennes différentes de la forme IE(Yi) = axi + b, i =
1, . . . , n. On notera que le plan d’expérience x1, x2, . . . , xn ne fait pas partie
des paramètres du modèle.

On peut écrire le modèle sous forme vectorielle :

Y = ax + b1I + ε, IE(ε) = 0, V ar(ε) = σ2I,

où

Y = (Y1, . . . , Yn)T , x = (x1, . . . , xn)T , 1I = (1, . . . , 1)T , ε = (ε1, . . . , εn)T ,

ce qui se traduit sur Y par :

IE(Y ) = ax + b1I, V ar(Y ) = σ2I.

L’espace des variables (ici IR2 ) permet de représenter les données (xi, yi), i =
1, . . . , n dans les axes, choisis orthogonaux, associés aux variables X et Y
(cf. Figure 1.3). L’espace des observations (ici IRn) est celui dans lequel Y
prend ses valeurs. Il permet de “représenter” l’observation y = (y1, . . . , yn)T ,
le sous-espace engendré par x et 1I dans lequel se situe la moyenne IE(Y ) =
ax+b1I , appelé espace des moyennes, ainsi que le terme d’erreur ε (cf. Figure
1.4).

1.2.3 Estimateur des moindres carrés

Si le paramètre (a, b) était connu, les erreurs εi seraient observables et
données par εi = yi − axi − b, i = 1, . . . , n. L’estimation de ce paramètre
par la méthode des moindres carrés consiste à retenir la valeur de (a, b) pour
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Figure 1.4: Régression linéaire simple dans l’espace des observations

laquelle la somme des carrés de ces erreurs est minimum. Ainsi la droite de
régression linéaire de Y par rapport à x est la droite des moindres carrés,
définie au Paragraphe 1.1, associée au critère :

DY/x(a, b) =
1

n

n∑
i=1

[yi − axi − b]2 =
1

n
||y − ax− b||2.

On dit que les coefficients,

â =
cov(x, y)

var(x)
, b̂ = y − âx,

définissant cette droite sont les estimateurs des moindres carrés. Dans l’espace
des variables, y = âx + b̂ est l’équation de la droite qui minimise la somme
des carrés des écarts verticaux. Dans l’espace des observations ŷ = âx + b̂1I
est la projection orthogonale de l’observation y sur l’espace des moyennes. Le
critère des moindres carrés est donc justifié par l’hypothèse d’erreurs centrées,
de même variance, et non corrélées entre elles. Les propriétés statistiques de
l’estimateur (â, b̂) seront étudiées par la suite.
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1.2.4 Coefficient de corrélation linéaire empirique

La variance empirique de Y se décompose sous la forme :

var(y) =
1

n

n∑
i=1

(yi − y)2 =
1

n

n∑
i=1

(yi − âxi − b̂)2 +
1

n

n∑
i=1

(âxi + b̂− y)2.

Le premier terme, d’ailleurs égal à la valeur minimum DY/x(â, b̂) du critère,
mesure la dispersion des points autour de la droite alors que le second mesure
la dispersion des points de mêmes abscisses situés sur la droite. En intro-
duisant le coefficient de corrélation linéaire empirique,

r =
cov(x, y)√

var(x)
√

var(y)
=

1
n

∑n
i=1(xi − x)(yi − y)√

1
n

∑n
i=1(xi − x)2

√
1
n

∑n
i=1(yi − y)2

,

cette décomposition s’écrit

var(y) = (1− r2)var(y) + r2var(y).

Ainsi r2, appelé coefficient de détermination, représente la part de variance
(empirique) de Y expliquée par la régréssion linéaire de Y sur x. On a
évidemment 0 ≤ r2 ≤ 1 et les variables sont dites non linéairement corrélées
lorsque r2 = 0. À l’opposé, l’égalité r2 = 1 équivaut à ce que les points
soient alignés (les variables sont linéairement liées, yi = âxi + b̂, i = 1, . . . , n).
On remarque que r est symétrique par rapport aux deux variables mais les
deux droites de régression sont distinctes, sauf si r2 = 1. Notons enfin que r
représente la pente de la droite exprimée en fonction des variables centrées
et réduites :

y = âx + b̂ ⇔ y − y√
var(y)

= r
x− x√
var(x)

.

Dans l’exemple de la section 1.2.1, on obtient r = −0, 96 et r2 = 93%. Il
s’agit d’une très forte corrélation. Cela est cohérent avec la proximité des
points à la droite. Pour fixer les ordres de grandeur, on considère que la
corrélation est faible, moyenne ou forte lorsque le module de r est inférieur
à 0,5, compris entre 0,5 et 0,7 ou supérieur à 0,7. La part r2de variance
expliquée est alors inférieure à 25%, comprise entre 25% et 50% ou plus
grande que 50%. Lorsque r2 dépasse 80% (|r| > 0, 9), on peut parler de
très forte corrélation. Cependant r2 peut être très voisin de 1 sans pour
autant que le modèle linéaire soit justifié (cf. section 1.2.6). Dans l’exemple
introductif, la corrélation entre le poids et la taille est faible puisque r est
de l’ordre de 0,5. De plus la faible taille de l’échantillon ne permet pas
d’apprécier à sa juste valeur la dépendance entre ces deux variables ; nous
préciserons ce point avec l’exemple des conscrits traité dans le Paragraphe
1.3.
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1.2.5 Analyse descriptive des résidus

Les erreurs estimées par ε̂i, i = 1, . . . , n sont appelées résidus. Ils sont
empiriquement centrés par construction,

1

n

n∑
i=1

ε̂i =
1

n

n∑
i=1

(yi − âxi − b̂) = 0.

Mais la représentation des ε̂i en fonction des xi peut révéler que le modèle
est mauvais. Cette représentation traduit la disposition des points autour
de la droite. On doit alors constater que cette disposition résulte du hasard.
Plus exactement il faut rejeter toute situation dans laquelle la disposition des
points autour de la droite aurait un aspect structuré. On donne ci-dessous
quelques exemples simples de situations structurées pour lesquelles les hy-
pothèses du modèle linéaire ne sont certainement pas satisfaites.
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Figure 1.5: Exemples de données structurées

Dans le même esprit, on peut considérer la représentation des résidus
ε̂i en fonction des valeurs ajustées ŷi = âxi + b̂ pour mettre en évidence,
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par exemple, une variance des résidus dépendante du niveau de la grandeur
étudiée. On observe ainsi que les résidus sont sensiblement plus élevés lorsque
la vitesse coronarienne est importante (cf. Tableau 1.2 et Figure 1.6). Dans le
cas de la régression simple, cette représentation n’ajoute rien à la précédente
(changement d’échelle). Elle est par contre très utile en régression linéaire
multiple.

ŷi 60,9 62,8 64,7 64,7 66,6 67,3 68,5 69,6 69,6
ε̂i 0,06 -0,82 -0,71 1,29 -0,59 0,66 0,53 1,40 -0,60
ŷi 70,7 72,6 73,4 74,5 74,9 75,6 75,6 76,4 77,5
ε̂i -0,73 -0,61 -1,37 -2,50 2,13 2,37 1,37 0,62 -2,51

Tableau 1.2: Valeurs ajustées et résidus pour la vitesse coronarienne

-3

-2

-1

0

1

2

3

60 62 64 66 68 70 72 74 76 78

Figure 1.6: Résidus en fonction des valeurs ajustées pour la vitesse corona-
rienne

1.2.6 Exemples

Le Tableau 1.3 donne le chiffre d’affaires moyen et la marge moyenne
des entreprises du secteur “réparation et commercialisation de l’automobile”
selon le nombre de salariés au 31 décembre 1988 (source INSEE). Les sommes
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sont exprimées en milliers de francs (KF). Les résultats concernant cet ex-
emple sont regroupés dans le Tableau 1.4.

Nombre de salariés Chiffre d’affaires Marge
hors tranche 1462 319

0 salarié 612 213
1 salarié 784 343
2 salariés 1308 495

3 à 5 salariés 2070 765
6 à 9 salariés 4204 1551

10 à 19 salariés 10363 3066
20 à 49 salariès 37386 8029
50 à 99 salariés 95874 18736

100 à 199 salariés 242496 48768
200 salariés et plus 1822758 345893

Tableau 1.3: Chiffre d’affaires et marge des entreprises

En représentant toutes les entreprises, on ne distingue pas les points
proche de l’origine, mais on constate l’alignement (cf. Figure 1.7). La représentation
sans les quatre derniers points permet de montrer que le modèle n’est pas
adapté car tous les premiers points sont au-dessous de la droite (cf. Fig-
ure 1.8). On doit donc distinguer les petites entreprises (de 0 à 9 salariés)
(cf. Figure 1.9) des moyennes ou grandes (10 salariés ou plus) (cf. Figure
1.10). Par ailleurs la catégorie “hors tranche” apparâıt comme un point
aberrant. Malgré la taille très faible des échantillons, les données sont très
significative car ce sont déjà des moyennes calculées sur l’ensemble des en-
treprises de chaque catégorie. Par contre la variance de l’erreur attachée à
chaque point n’est sans doute pas constante. Elle est cependant si faible par
rapport à la variation de la marge que l’interprétation des pentes (taux de
marge) conserve tout son sens. Ce taux est proche de 40% dans les petites
entreprises et de 20% dans les moyennes ou grandes.

De plus, devant l’interprétation de b, il est naturel d’ajuster dans chaque
situation le modèle associé à une droite passant par l’origine, yi = axi+εi, i =
1, . . . , n. Le critère s’écrit :

DY/x(a) =
1

n

n∑
i=1

[yi − axi]
2 = y2 + x2a2 − 2axy,

et la solution est donnée par :

â =
xy

x2
=

σxy

σx2
.
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Figure 1.7: Marge en fonction du chiffre d’affaires de l’ensemble des en-
treprises, unité = 1MF
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Figure 1.8: Zoom sur la marge en fonction du chiffre d’affaires de l’ensemble
des entreprises, unité = 1MF
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Figure 1.9: Marge en fonction du chiffre d’affaires des petites entreprises,
unité = 1MF
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Figure 1.10: Marge en fonction du chiffre d’affaires des moyennes ou grandes
entreprises, unité = 1MF
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Résultat Ensemble Petites Moyennes ou grandes
n 11 5 5
σx 2219317 8978 2208877
σx2 3, 391974761× 1012 24658580 3, 391974761× 1012

σy 428178 3367 424492
σy2 1, 224486887× 1011 3398869 1, 224451882× 1011

σxy 6, 444431352× 1011 9150682 6, 444335182× 1011

y = âx + b̂ y = 0, 189543x + 684 y = 0, 3636x + 20 y = 0, 189106x + 1356
r 0,99997 0,99990 0,99998

y = âx y = 0, 189991x y = 0, 3711x y = 0, 189989x

Tableau 1.4: Résultats sur les entreprises

L’exemple qui suit illustre une situation où la regression est un non-sens
que les arguments statistiques de nature mathématique ne peuvent déceler.
Le Tableau 1.5 indique, pour les années 1927 à 1937 en Grande Bretagne, le
nombre relatif à 10 000 habitants de certificats de déficience mentale (variable
Y ), le nombre, en millions, de licences de récepteurs radio (variable X), ainsi
que le prénom du Président des États Unis de l’époque (la variable Z est le
nombre de lettres) (cf. Montgomery & Peck, page 37).

Année Déficience Y Radio X Prénom Z
1924 8 1,350 Calvin 6
1925 8 1,960 Calvin 6
1926 9 2,270 Calvin 6
1927 10 2,483 Calvin 6
1928 11 2,730 Calvin 6
1929 11 3,091 Calvin 6
1930 12 3,647 Herbert 7
1931 16 4,620 Herbert 7
1932 18 5,497 Herbert 7
1933 19 6,260 Herbert 7
1934 20 7,012 Franklin 8
1935 21 7,618 Franklin 8
1936 22 8,131 Franklin 8
1937 23 8,593 Franklin 8

Tableau 1.5: Exemple de non-sens

Résumé numérique, caractéristiques empiriques et résultats

n = 14; σx = 65, 262; Σx2 = 385, 193966; Σy = 208; σy2 = 3490; σxy = 79947.

x = 4, 662; var(x) = 5, 783607; y = 14, 9; var(y) = 28, 55; cov(x, y) = 12, 7481.

σz = 96; σz2 = 668; σzy = 1485; z = 6, 9; var(z) = 0, 69; cov(z, y) = 4, 19.

Droites de régression y = 2, 20x + 4, 6 y = 6, 0z − 26, 6
Coefficients de corrélation linéaire rxy = 0, 992 rzy = 0, 94

On considère la régression linéaire du nombre de déficients mentaux en
fonction du nombre de licences radio, puis en fonction du nombre de lettres
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Figure 1.11: Déficience mentale en fonction des licences radio
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Figure 1.12: Déficience mentale en fonction du prénom du président
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du prénom du Président. Dans les deux cas, le coefficient de corrélation est
très élevé et les points sont bien répartis autour de la droite (cf. Figures 1.11
et 1.12).

On imagine facilement le type de conclusion erronée que l’on pourrait
faire dans la première situation. La deuxième renforce l’absurdité de ce type
d’étude. Ce phénomène se produira chaque fois que deux variables, sans
aucun lien a priori, sont très fortement linéairement corrélées à une même
troisième variable externe (ici l’année).

1.3 COURBES DE RÉGRESSION

Nous considérons ici une approche très ordinaire de la régression non
linéaire dans un cadre purement descriptif. Il s’agit de situations dans
lesquelles plusieurs observations de la variable d’intérêt Y sont associées,
de façon naturelle ou conventionnelle, à une même valeur x de la vari-
able explicative X. C’est par exemple le cas d’un plan d’expérience dans
lequel, pour chaque niveau xi, i = 1, . . . , k du facteur X, sont effectuées
les mesures yij, j = 1, . . . , ni de la grandeur Y . Plus généralement les
données sont en nombre très important et forment une table de contingence
{(xi, yj; nij), i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , p}. Dans le cas de variables continues,
les observations sont donc assimilées par convention aux centres des classes.
On donne en dernière section trois exemples illustrant ces diverses situations.
Notons que la première situation peut se formaliser dans le cadre d’une table
de contingence avec nij ∈ {o, 1}.

1.3.1 Courbe des moindres carrés

On se place dans le cadre d’une table de contingence pour notre présentation.
On rappelle les notations des caractéristiques conditionnelles empiriques.

Pour i = 1, . . . , k, on définit les :

• moyennes conditionnelles

yi. =
1

ni.

p∑
j=1

nijyj =
1

fi.

p∑
j=1

fijyj =
p∑

j=1

f i
jyj,

• variances et écarts-types conditionnels

s̃2
i (y) =

1

nij

p∑
j=1

nij(yj − yi.)
2 =

1

fi.

p∑
j=1

fij(yj − yi.)
2 =

p∑
j=1

f i
j(yj − yi.)

2,
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Y y1 yj yp Ensemble
X

x1 n11 n1j n1p n1.

xi ni1 nij nip ni.

xk nk1 nkj nkp nk.

Total n.1 n.j n.p n

Tableau 1.6: Table de contingence

s̃i(y) =
√

s̃2
i (y), (s̃2

i (y) = y2
i. − (yi.)

2).

On peut noter que le calcul des caractéristiques conditionnelles peut
s’effectuer à partir des effectifs nij ou des fréquences fij de la distribution
conjointe ou en utilisant les distributions conditionnelles f i

j . La distribution
marginale de Y est la moyenne, pondérée par la distribution marginale de
X, des distributions conditionnelles de Y sachant X = xi, i = 1, . . . , k :

f.j =
k∑

i=1

f j
i × fi., j = 1, . . . , p.

Ceci a pour conséquence les relations permettant de calculer les caractéristiques
marginales en fonction des caractéristiques conditionnelles et de la loi marginale
de la variable qui conditionne :

• La moyenne marginale y de Y est égale à la moyenne, pondérée par
la distribution marginale de X (fi., i = 1, . . . , k), des moyennes condi-
tionnelles yi. de Y sachant X = xi, i = 1, . . . , k :

y =
1

n

k∑
i=1

ni.yi. =
k∑

i=1

fi.yi..

• La variance marginale s̃2(y) de Y est égale à la moyenne, pondérée par
la distribution marginale de X (fi., i = 1, . . . , k), des variances condi-
tionnelles s̃2

i (y) de Y sachant X = xi, i = 1, . . . , k, augmentée de la
variance, calculée selon la loi de pondération, des moyennes condition-
nelles yi., i = 1, . . . , k :

s̃2(y) =
k∑

i=1

fi.s̃
2
i (y) +

k∑
i=1

fi.(yi. − y)2.
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Il s’agit de la décomposition de la variance d’un mélange de populations,
lorsque la variable X est de nature qualitative, en var intra et var inter et
que l’on retrouve en analyse de la variance.

On appelle courbe de régression de Y en x la courbe représentative des
moyennes conditionnelles yi. en fonction des valeurs xi, i = 1, . . . , k, de la
variable de liaison X.

La courbe se présente sous forme d’un ensemble de points (cf. Figure
1.13). Un tracé régulier joignant les points (xi, yi.), i = 1, . . . , k, souligne la
variation de Y en fonction de x. Lorsque la variable X est continue il peut
s’interpréter comme une “estimation” de la courbe là où elle n’est pas con-
nue. Par contre il n’a plus d’interprétation lorsque la variable X est discrète.

+
+

+
+ +

+

x

y

xi

yi

Figure 1.13: Courbe de régression

Cette courbe de régression s’interprète comme une courbe des moindres
carrés. Il y a nij observations en le même point Mij = (xi, yj). La grosseur
des points de la Figure 1.14 représente l’importance relative du nombre
d’individus.

Considérons une valeur xi fixée de la variable X. Le nombre d’observations
présentant cette valeur est égal à ni.. Ils se répartissent, selon la variable Y ,
en :

ni1 en y1, . . . , nij en yj, . . . , nip en yp.

Les représentants Mij sont sur la même verticale d’abscisse xi. On cherche
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Figure 1.14: Courbe des moindres carrés

l’ordonnée y du point M , d’abscisse xi, qui soit le plus proche d’eux selon le
critère de l’écart quadratique moyen :

min
y

1

ni.

p∑
j=1

nij(yj − y)2.

On sait que la solution est donnée par la moyenne,

yi =
1

ni.

p∑
j=1

nijyj,

et que la valeur du minimum est égale à la variance,

s̃2
i (y) =

1

ni.

p∑
j=1

nij(yj − yi.)
2.

Cherchons la fonction y = g(x) qui soit la plus proche de l’ensemble de
la population selon ce même critère. Cette fonction est en fait définie par
ses valeurs g(x1), . . . , g(xi), . . . , g(xk), en x1, . . . , xi, . . . , xk. On doit ainsi
trouver les valeurs g(x1), . . . , g(xi), . . . , g(xk) telles que l’écart quadratique
moyen suivant soit minimum :

1

n

k∑
i=1

p∑
j=1

nij[yj − g(xi)]
2 =

1

n

k∑
i=1


 1

ni.

p∑
j=1

nij[yj − g(xi)]
2


 .

Ce qui précède montre que la fonction la plus proche est la courbe de régression :

g(xi) = yi, i = 1, . . . , k.
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En ce sens on peut dire que la courbe de régression est la courbe des moindres
carrés.

Le minimum atteint est égal à :

1

n

k∑
i=1

ni.


 1

ni.

p∑
j=1

nij[yj − yi.]
2


 =

k∑
i=1

fi.s̃
2
i (y) = var intra.

Il mesure la dispersion des observations autour de la courbe de régression.
On peut imaginer l’utilisation d’autres critères :

• écart absolu → g(xi) = médiane des observations associées à xi ;

• distance discrète → g(xi) = valeur correspondant à la plus grande
fréquence des observations associées à xi (mode si la distribution est
unimodale ou celui associé à la plus grande fréquence).

Cependant il n’y a pas, pour ces critères, de décomposition de la variance
de Y en la somme de la partie expliquée par X (var inter) et du reste
(var intra).

Toutes ces notions se transposent immédiatement, avec des notations ana-
logues, en inversant le rôle des variables. En général l’étude de la régression
s’impose dans un seul sens. On considère ici les situations extrêmes, toujours
d’un point de vue empirique, que sont l’indépendance et la liaison fonction-
nelle.

• Cas de l’indépendance. On a les implications, réciproques ou non, suiv-
antes :
X et Y sont indépendantes ⇔ les distributions conditionnelles sont
identiques (et donc égales à la distribution marginale de même na-
ture) ⇒ les moyennes conditionnelles sont égales (et cöıncident avec la
moyenne marginale correspondante) ⇔ les courbes de régression sont
des droites parallèles aux axes (et se coupent au point moyen (x, y) :
x.j = x, j = 1, . . . , p; yi. = y, i = 1, . . . , k.

L’absence de réciproque à l’implication centrale ci-dessus est claire :
les distributions conditionnelles peuvent avoir la même moyenne sans
pour autant être identiques.

Lorsque les moyennes conditionnelles sont égales, on dit que la variable
étudiée est non corrélée à la variable de liaison. Cela équivaut à ce que
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la courbe de régression soit une droite horizontale, la variable de liaison
étant placée en abscisse. Sous forme symbolique on a les définitions
suivantes :

yi. = y, i = 1, . . . , k ⇔ Y est non corrélée avec X,
x.j = x, j = 1, . . . , p ⇔ X est non corrélée avec Y .

La notion d’absence de corrélation n’est pas réciproque : Y peut ne
pas être corrélée avec X alors que X est corrélée avec Y , la variable X
peut même être en liaison fonctionnelle avec Y . L’indépendance est un
cas particulier d’absence réciproque de corrélation.

• Cas de la liaison fonctionnelle. Lorsque Y est liée fonctionnellement
à X (X = xi ⇒ Y = yφ(i)), la courbe de régression de Y en x est
confondue avec la courbe de liaison. Si la liaison fonctionnelle n’est
pas réciproque, la courbe de régression de X en y est distincte de la
précédente. Lorsqu’il y a liaison fonctionnelle réciproque, les courbes
de liaison et les courbes de régression sont confondues en une seule
courbe.

En pratique, la situation est souvent intermédiaire entre les deux cas
extrêmes décrits ci-dessus, surtout si le nombre total d’observations est rela-
tivement faible. Cependant il est facile d’imaginer des situations d’indépendance :
chez l’adulte, la taille ne dépend pas de l’âge. Par contre en période de crois-
sance, on peut utiliser la courbe de régression de la taille (ou du poids)
en fonction de l’âge pour surveiller la santé d’un nourrisson. En effet la
régression permet d’établir, à l’aide d’un très grand nombre de données
expérimentales, une relation vraie en moyenne entre deux grandeurs. Une
relation fonctionnelle correspond plutôt à une courbe d’étalonnage dans un
système complexe.

1.3.2 Rapports de corrélation

Lorsque la courbe de régression de Y en x n’est pas parallèle à l’axe des
abscisses, on dit que la variable Y est corrélée avec la variable X ou Y est
en corrélation avec X.

Considérons la décomposition de la variance empirique de Y :

s̃2(y) =
k∑

i=1

fi.s̃
2
i (y) +

k∑
i=1

fi.(yi. − y)2.
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La moyenne (pondérée) des variances conditionnelles, premier terme du se-
cond membre de l’égalité, que nous avons appelé var intra pour ”variance in-
tragroupe”, représente la dispersion de Y ”autour” de la courbe de régression.
La variance des moyennes conditionnelles, deuxième terme du second mem-
bre de l’égalité, que nous avons appelé var inter pour ”variance intergroupe”,
représente la dispersion de Y ”le long” de la courbe de régression. Disons
que la variance totale de Y , variance marginale s̃2(y), s’explique en partie
par la variable X selon le terme de la ”variance intergroupe”,

k∑
i=1

fi.(yi. − y)2,

variance due à des ”observations moyennes” yi. situées sur la courbe de
régression en “nombre” fi., i = 1, . . . , k. L’importance relative de ce terme
est mesurée par le rapport de corrélation de Y en x, noté η2

y/x,

η2
y/x =

∑k
i=1 fi.(yi. − y)2

s̃2(y)
= 1−

∑k
i=1 fi.s̃

2
i (y)

s2(y)
.

Les deux expressions de η2
y/x permettent d’établir facilement les propriétés

suivantes.

• Le rapport de corrélation est un nombre positif compris entre 0 et 1 :

0 ≤ η2
y/x ≤ 1.

Les deux situations extrêmes s’interprètent comme suit :

• η2
y/x = 0⇔ Y est non corrélée avec X.

En effet η2
y/x = 0 si et seulement si yi. = y, i = 1, . . . , k, d’après

l’expression de la variance intergroupe (la courbe de régression est une
droite horizontale).

• η2
y/x = 1⇔ Y est liée fonctionnellement à X.

En effet η2
y/x = 1 si et seulement si s̃2

i (y) = 0, i = 1, . . . , k, d’après

l’expression de la variance intragroupe. Or, pour chaque i de 1, . . . , k, s̃2
i (y)

ne peut être nul que si toutes les observations, associées à la valeur xi

de la variable X, présentent la même valeur yφ(i) de la variable Y et
alors yi = yφ(i).

En échangeant les rôles des variables, on définit le rapport de corrélation
de X en Y , noté η2

x/y. Il n’a aucune raison d’être proche du précédent (il
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peut être nul alors que l’autre est égal à 1).

Les variables peuvent être corrélées, sans être linéairement corrélées, puisque
l’on a simplement les inégalités :

0 ≤ r2 ≤ min(η2
y/x, η

2
x/y) ≤ 1,

qui traduisent en particulier que la part de variance expliquée par la droite de
régression est inférieure ou égale à celle expliquée par la courbe de régression
(une droite est une courbe particulière et le critère est le même, cf. section
suivante). Ainsi si Y est non corrélée avec X (η2

y/x = 0) ou si X est non

corrélée avec Y (η2
x/y = 0), alors X et Y sont non linéairement corrélées

(r2 = 0). D’autre part, si les variables X et Y sont en liaison fonctionnelle
réciproque selon une droite (r2 = 1), alors Y est liée fonctionnellement à
X (η2

y/x = 1) et X est liée fonctionnellement à Y (η2
x/y = 1).

1.3.3 Droites des moindres carrés pondérés

Les droites de régression définies au paragraphe précédent conservent tout
leur sens ici. La présence de plusieurs observations nij au même point (xi, yj)
ne modifie que l’écriture symbolique des différentes grandeurs considérées. Le
critère définissant la droite de régression de Y par rapport à x s’écrit :

DY/x(a, b) =
1

n

k∑
i=1

p∑
j=1

nij[yj − axi − b]2,

et la solution est donnée par :

y = âx + b̂, â =
cov(x, y)

s2(x)
, b̂ = y − âx,

où :

x =
1

n

k∑
i=1

p∑
j=1

nijxi =
1

n

k∑
i=1

ni.xi,

y =
1

n

k∑
i=1

p∑
j=1

nijyj =
1

n

p∑
j=1

n.jyj =
1

n

∑
i=1

ni.yi.,

cov(x, y) =
1

n

k∑
i=1

p∑
j=1

nij(xi − x)(yj − y) =
1

n

k∑
i=1

ni.(xi − x)(yj − y),

s̃2(y) =
1

n

k∑
i=1

p∑
j=1

nij(xi − x)2 =
1

n

k∑
i=1

ni.(xi − x)2.
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On constate que la régression linéaire de Y par rapport à x est la droite
des moindres carrés construite sur les points (xi, yi.), i = 1, . . . , k, à condition
de donner à chaque point une importance relative égale à fi.. C’est-à-dire
que (â, b̂) est aussi la solution du problème :

min
a,b

k∑
i=1

fi.[yi. − axi − b]2.

Introduisons encore le point moyen (x, y), qui est aussi celui associé aux
nouvelles données :

x =
k∑

i=1

fi.xi, y =
k∑

i=1

fi.yi..

On obtient :

k∑
i=1

fi.[yi. − axi − b]2 =
k∑

i=1

fi.[(yi. − y)− a(xi − x) + (y − ax− b)]2

=
k∑

i=1

fi.(yi. − y)2 + a2s̃2(x)− 2a
k∑

i=1

fi.(xi − x)(yj − y) + (y − ax− b)2

= η2
y/xs̃

2(y) + a2s2(x)− 2acov(x, y) + (y − ax− b)2.

La solution est donc celle annoncée et son report dans le critère donne :

min
a,b

k∑
i=1

fi.[yi. − axi − b]2 =
k∑

i=1

fi.[yi. − âxi − b̂]2 = [η2
y/x − r2]s̃2(y).

Ceci permet de décomposer la variance de Y en trois parties :

s̃2(y) = [1− η2
y/x]s̃

2(y) + [η2
y/x − r2]s̃2(y) + r2s̃2(y).

La première, propre à la variable Y , mesure la dispersion des points autour de
la courbe de régression. Les deux suivantes traduisent la part expliquée par
la variable X . Celle-ci est alors décomposée en la partie due à la régression
linéaire (dernier terme) et le gain qu’apporte la courbe de régression par
rapport à la droite (terme central). On peut mettre cette décomposition
sous une forme plus explicite :

∑
i,j

fij(yj−y)2 =
∑

i

fi.

∑
j

fj(yj−yi.)
2+

∑
i

fi.[yi.−âxi−b̂]2+
∑

i

fi.[âxi+b̂−y]2.

La droite de régression prend tout son sens lorsque la liaison entre les deux
variables a un caractère linéaire ; c’est-à-dire que la courbe de régression doit
elle-même être proche d’une droite et donc r2 doit être voisin du rapport de
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corrélation correspondant. L’égalité η2
y/x = r2 équivaut à ce que la droite et

la courbe de régression de Y en x soient confondues. En effet cette égalité
dit que le gain de la courbe par rapport à la droite est nul, c’est-à-dire que
le minimum ci-dessus est égal à zéro :

k∑
i=1

fi.[yi. − âxi − b̂]2 = 0 ⇔ yi. = âxi + b̂, i = 1, . . . , k.

Une différence notable entre η2
y/x et r2 permet donc de rejeter une hypothèse

de liaison linéaire entre Y et X. La forme de la courbe de régression peut
suggérer des transformations à effectuer sur les variables de façon à rendre
la liaison linéaire, ce qui facilite les opérations de prévision (cf. Section 1.3.5).

La droite des moindres carrés calculée sur les couples (xi, yi.), sans le
systême de pondération (ni. ou fi.), est différente de la droite de régression
à l’exception des deux situations suivantes : les points (xi, yi.) sont alignés,
c’est-à-dire que la courbe et la droite de régression sont confondues, ou les
poids (ni. ou fi.) sont identiques. En pratique on peut être plus ou moins
proche de ces situations et constater ainsi la proximité des deux droites.
Seule la droite de régression est cependant à retenir bien que la droite des
moindres carrés soit plus proche graphiquement des points (xi, yi.) formant
la courbe de régression (le graphe ne fait pas apparâıtre l’importance relative
des points).

1.3.4 Vecteurs aléatoires gaussiens

On donne ci-dessous quelques rappels, sans démonstrations, sur les vecteurs
aléatoires gaussiens (cf. Barra, CH VII).

Soit X un vecteur aléatoire à valeurs dans IRn, d’espérance IE(X) = m
et de matrice de variance-covariance IE{(X −m)(X −m)T} = σ2. On dit
que X suit la loi normale (gaussienne, de Laplace-Gauss) N (m, σ2) lorsque
la fonction caractéristique est donnée par :

IE{exp(i < u, X >} = exp{i < u, m > −1

2
tuΣ2u}, u ∈ IRn.

Une matrice de covariance est toujours symétrique définie non négative,
σ2 ≥ 0, c’est-à-dire que ses valeurs propres sont réelles positives ou nulles.
Lorsqu’elle est définie strictement positive, σ2 > 0, la loi N (m, σ2) admet
une densité,

f(x) = (2π)−n/2(det Σ2)−1/2 exp{−1

2
t(x−m)σ−2(x−m)}, x ∈ IRn.



1.3. COURBES DE RÉGRESSION 33

C’est évidemment la situation la plus courante.

Toute transformation affine, Y = AX + b, où A est une matrice p× n, et
b ∈ IRp, conserve le caractère gaussien :

X ∼ N (m, σ2) ⇒ Y = AX + b ∼ N (Am + b, AΣ2AT )

Les formes linéaires taX, a ∈ IRn, sont donc des variables aléatoires gaus-
siennes. Réciproquement si taX est gaussienne pour tout a ∈ IRn, alors X
est un vecteur gaussien. Par contre lorsque les composantes d’un vecteur
aléatoire X sont gausiennes, celui-ci n’est pas nécessairement gaussien, sauf
si elles sont indépendantes. L’exemple suivant illustre ce problème. Soient X
et Y deux variables N (0, 1) indépendantes, alors le vecteur aléatoire (U, V )T

défini par U = X et V = signe(X)Y n’est pas gaussien alors que ses com-
posantes sont N (0, 1). Sa densité est donnée par :

f(u, v) =
1

π
exp{−1

2
(u2 + v2) si uv ≥ 0, 0 sinon.

Soient X ∼ N (m, σ2) et V Λ2V T = σ2 la décomposition spectrale de σ2

dans laquelle les valeurs propres sont rangées par ordre décroissant dans Λ2.
Si r est le rang de σ2 et σ la matrice formée par les r premières colonnes de
V Λ, on peut écrire X sous la forme X = m + σY avec Y ∼ N (0, Ir).

Soient X et Y deux vecteurs aléatoires à valeurs dans IRp et IRq auquels
on associe le vecteur aléatoire Z, à valeurs dans IRp+q, avec les notations
suivantes pour les deux premiers moments :

Z =

(
X
Y

)
, mZ =

(
mX

mY

)
, σ2

Z =

[
σ2

X σ2
XY

Σ2
Y X σ2

Y

]
.

Si X et Y sont indépendants et gaussiens alors Z est gaussien et la matrice
de covariance σ2

XY = IE{(X −mX)(Y −mY )T} est nulle. Réciproquement si
Z est gaussien et que σ2

XY = 0, alors X et Y sont indépendants et gaussiens.
Le résultat suivant éclaire le problème de la régression linéaire dans le cas de
variables gaussiennes.

On suppose que la matrice de variance-covariance σ2
X de X est non sin-

gulière. Pour que Z soit gaussien il faut et il suffit que les conditions suivantes
soient satisfaites :

• (i) X est gaussien,
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• (ii) la loi de Y conditionnelle à X est gaussienne ; de plus la moyenne
conditionnelle IE(Y |X = x) est une fonction linéaire de x,

IE(Y |X = x) = mY + σ2
Y XΣ−2

X (x−mX),

et la matrice de variance conditionnelle σ2(Y |X = x) ne dépend pas de
x,

σ2(Y |X = x) = σ2
Y XΣ−2

X σXY .

Dans le cas où X et Y sont les deux composantes d’un vecteur gaussien
Z = (X, Y )T , la fonction de régression IE(Y |X = x) et la variance condi-
tionnelle V ar(Y |X = x) se mettent sous la forme :

IE(Y |X = x) = mY +Cov(X, Y )
(x−mX)

V ar(X)
, V ar(Y |X = x) = V ar(Y )[1−ρ2],

où ρ est le coefficient de corrélation linéaire entre les deux variables,

ρ =
Cov(X, Y )√

V ar(X)V ar(Y )
.

Lorsque le couple (X, Y ) admet une densité,

fX,Y (x, y) =
exp− 1

2(1−ρ2)

{(
x−mX

σX

)2
+

(
y−mY

σY

)2 − 2ρ
(

x−mX

σX

) (
y−mY

σY

)}
2πσXσY

√
1− ρ2

,

la division par la densité marginale de X,

fX(x) =
1√

2πσX

exp−1

2

(
x−mX

σX

)2

,

donne la densité de la loi conditionnelle,

fY |X=x(y) =
exp− 1

2(1−ρ2)σ2
Y

{
y −mY − ρ σY

σX
(x−mX)

}2

2πσY

√
1− ρ2

.

Ceci justifie les résultats des moments conditionnels indiqués ci-dessus.

Ainsi lorsque les observations (xi, yi), i = 1, . . . , n sont celles d’un échantillon
gaussien, la droite de régression est une estimation de la fonction de régression
(linéaire) obtenue en remplaçant les paramètres inconnus par les éléments
empiriques correspondants. De plus la fonction de régression empirique doit
être proche de la droite de régression. Ceci justifie le rôle très important
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de la régression linéaire. Nous verrons également à la section suivante que
certaines transformations simples sur les variables permettent de se ramener
au cas linéaire.

Il existe des méthodes non paramétriques plus sophistiquées pour l’estima-
tion des fonctions de régression lorsque le nombre d’observations est impor-
tant (lissage par noyau, ajustement de fonctions splines, utilisations des on-
delettes). Ces techniques et surtout leur justification sortent du cadre de ce
cours.

1.3.5 Transformations sur les variables

De façon générale l’étude de la liaison d’une variable d’intérêt Y avec
une variable x se ramène à la situation linéaire lorsque l’on dispose de deux
fonctions connues f et g pour lesquelles la variable Z = f(Y ) satisfait avec
t = g(x) les hypothèses du modèle de régresssion linéaire simple :

Zi = ati + b + εi, i = 1, . . . , n, IE(εi) = 0, Cov(εi, εj) = σ2δij.

La fonction f doit être inversible pour obtenir la fonction de liaison y =
f−1{ag(x) + b}, mais cela n’est pas nécessaire pour g. Dans les transforma-
tions usuelles, le rôle des paramètres a et b est clairement identifié dans la
liaison entre les variables initiales, mais celui de l’erreur εi, et par suite la
qualité de l’approximation, sont souvent difficiles à interpréter. Notons qu’il
n’y a aucun problème lorsque la transformation porte uniquement sur la vari-
able x. Dans ce cas la fonction de liaison est aussi la fonction de régression,
ce qui n’est pas vrai dans le cas général.

Fonctions exponentielles

La transformation la plus courante concerne les phénomènes de variation
de type exponentiel. On ajuste une droite de régression sur le logarithme de
la grandeur étudiée (cf. . exemple en section 1.3.6) :

Zi = log Yi = axi + b + εi ⇔ Yi = βeαxi × ηi, i = 1, . . . , n,

où α = a, β = eb et ηi = eεi . On note que l’erreur est de type multiplicatif,
son effet sur la variable Y est d’autant plus grand que celle-ci est grande.
Lorsque Z suit la loi normaleN (ax+b, σ2) on dit que Y suit la loi log-normale
de paramètres ax + b et σ2. On montre les résultats suivants :

IE(Y ) = eax+b+σ2

, V ar(Y ) = e2(ax+b)+σ2

(eσ2 − 1).
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La fonction de régression ne correspond donc pas à la fonction exponentielle
ajustée par ce procédé.

La fonction y = βe−αx traduit une décroissance vers 0 lorsque α et β
sont positifs et est associée à l’équation différentielle dy/dx = −αy. On ren-
contre aussi des décroisances ou croissances vers une valeur limite L connue
modélisées par :
y = L + βe−αx → Z = log(Y − L), dy

dx
= −α(y − L),

y = L− βe−αx → Z = log(L− Y ), dy
dx

= −α(L− y).
Dans ces situations la vitesse de variation de y par rapport à x, dy/dx, est
proportionnelle à la variation possible, y, y − L et L− y.

Fonctions puissances

La variation relative de y est proportionnelle à celle de x :
y = βxα → Z = log Y = at + b + ε, dy

y
= αdx

x
,

y = L + βxα → Z = log(Y − L) = at + b + ε, dy
y−L

= αdx
x

,

où t = log x, α = a et β = eb.

Fonctions hyperboliques

y = 1
αx+β

→ Z = 1
Y

= ax + b + ε, dy/dx
y

= αy, α = a, β = b,

y = x
αx+β

→ Z = 1
Y

= at + b + ε, dy
y

= (1− α)dx
x

, α = b, β = a,

où t = 1
x
.

Autres transformations

y = L
1−e−L(αx+β) → Z = 1

L
log Y

Y−L
= ax + b + ε, dy/dx

y
= −α(y − L),

y = L
1+e−L(αx+β) → Z = 1

L
log Y

L−Y
= ax + b + ε, dy/dx

y
= α(L− y),

où α = a et β = b.

1.3.6 Exemples

Effet 519 sur décroissance DA après αMT

On dispose de quatre lots de quatre rats chacun que l’on traite par αMT
(alpha-Methyl-Tyrosine). Au bout d’un temps fixé t, variable pour chaque
lot, on mesure la teneur y en DA (Dépamide) dans le cerveau du rat.Les
données et quelques résultats, avec Z = log Y sont présentées dans le Tableau
1.7.

La courbe de régression (non représentée) correspond à un tracé régulier
passant par les valeurs moyennes. Elle apparâıt légèrement plus incurvée que
l’exponentielle ajustée par la méthode des moindres carrés (cf. Figure 1.15).
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Temps en mn : ti 30 60 120 180
yi1 545 451 350 237
yi2 588 400 320 230
yi3 554 462 298 237
yi4 525 470 292 276

Moyennes conditionnelles : yi 553 445,75 315 245
Variances conditionnelles : s̃2

i (y) 518,5 743,1875 517 328,5

Moyennes globales t = 97, 5 y = 389, 7 z = 5, 915
Variances globales var(t) = 3318, 75 var(y) = 14608, 46 var(z) = 0, 102345

Covariances globales cov(t, y) = −6685, 78 cov(t, z) = −17, 9709
Décomposition de la variance var inter(y) = 14081, 68 var intra(y) = 526, 80 η2

y;t = 0, 963

Tableau 1.7: Données et quelques résultats pour la décroissance DA
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Données

Droite MC

Moyennes

Exponentielle

Temps en mn

Da
y = -2,015t + 586,1 r(y,t) = -0,960

y = exp(-0,005415t + 6,4432)

r(z,t) = -0,975

Figure 1.15: Décroissance DA en fonction du temps

Poids en fonction de la taille d’un échantillon de conscrits

Une enquête a permis de répartir les 1000 conscrits d’un bureau de re-
crutement selon la taille X en cm et le poids Y en kg (cf. Tableau 1.8). Les
caractéristiques conditionnelles sont données dans le Tableau 1.9 et quelques
résultats figurent dans le Tableau 1.10. La courbe de régression est pra-
tiquement confondue avec la droite de régression (cf. Figure 1.16). Ceci est
cohérent avec la proximité entre le coefficient de détermination et le rapport
de corrélation : r2 = 9, 9% < η2

y;x = 10, 1%. Cela signifie que, en moyenne, le
poids est bien une fonction linéaire de la taille mais, pour une taille donnée,
le poids conserve une grande diversité.
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Poids en kg de 50 à 65 de 65 à 75 de 75 à 90 Ensemble
Taille en cm

de 150 à 165 80 52 10 142
de 165 à 175 113 150 41 304
de 175 à 185 91 210 67 368
de 185 à 195 21 102 63 186

Total 305 514 181 1000

Tableau 1.8: Répartition des conscrits selon la taille et le poids

Taille en cm Moyenne Variance Écart-type Fréquence
xi yi s̃2

i (y) s̃i(y) fi

157,5 63,8 61,06 7,8 14,2
170 67,0 70,39 8,4 30,4
180 69,2 66,42 8,1 36,8
190 72,8 62,60 7,9 18,6

Ensemble 68,5 73,54 8,6 100

Tableau 1.9: Caractéristiques conditionnelles du poids en fonction de la taille

Caractéristiques globales x = 175, 6 var(x) = 101, 75 cov(x, y) = 27, 16
Décomposition de la variance var inter = 7, 44 var intra = 66, 16 η2

y;x = 10, 1%

Tableau 1.10: Résultats concernant les conscrits
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Moyennes

Droite de régression

Poids

Taille

y = 0,268x + 21,3

r = 0,31

Figure 1.16: Courbe et droite de régression du poids en fonction de la taille
d’un ensemble de conscrits
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Ménages français en 1988 selon le nombre de personnes et le nom-
bre de pièces habitables

Les données, exprimées en fréquences, sont présentées dans le Tableau
1.11. Les Tableaux 1.12 et 1.13 donnent les carctéristiques conditionnelles
et les résultats sont reportés dans le Tableau 1.14. Les courbes et droites de
régression (cf. Figure 1.17) sont très proches : r2 = 23% < η2

y;x � η2
x;y = 24%

et la correlation entre les variables est plutôt faible.

Nombre de pièces 1 2 3 4 5 6 Ensemble
Nombre de personnes

1 4,0 6,9 6,4 4,1 1,9 1,3 24,6
2 0,9 4,0 8,3 8,4 4,7 4,0 30,3
3 0,2 0,6 4,3 6,1 3,8 3,0 18,2
4 0,1 0,2 1,8 5,2 4,7 4,0 16,2
5 0,0 0,1 0,7 2,8 3,0 4,1 10,6

Total 5,2 12,0 21,5 26,7 18,1 16,4 100

Tableau 1.11: Répartition des ménages selon le nombre de personnes et de
pièces habitables

Nombre de personnes Moyenne Variance Écart-type Fréquence
xi yi s̃2

i (y) s̃i(y) fi

1 2,9 1,87 1,4 24,6
2 3,8 1,71 1,3 30,3
3 4,2 1,31 1,1 18,2
4 4,6 1,11 1,1 16,2
5 5,0 0,99 1,0 10,6

Ensemble 3,9 1,99 1,4 100

Tableau 1.12: Caractéristiques du nombre de pièces conditionnelles au nom-
bre de personnes

1.4 PROPRIÉTÉS DES ESTIMATEURS

On reprend les hypothèses du modèle de régression linéaire simple en
remplaçant le paramètre (a, b) par (α, β) :

Yi = αxi + β + εi, i = 1, . . . , n, IE(εi) = 0, IE(εi, εj) = σ2δij.

On ajoutera l’hypothèse gaussienne lorsque cela sera nécessaire.
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Nombre de pièces Moyenne Variance Écart-type Fréquence
yj xj s̃2

j (x) s̃j(x) fj

1 1,3 0,41 0,6 5,2
2 1,5 0,55 0,7 12,0
3 2,2 1,10 1,0 21,5
4 2,8 1,50 1,2 26,7
5 3,1 1,59 1,3 18,1
6 3,3 1,69 1,3 16,4

Ensemble 2,6 1,70 1,3 100

Tableau 1.13: Caractéristiques du nombre de personnes conditionnelles au
nombre de pièces

Corrélation cov(x, y) = 0, 89 r = 0, 49 r2 = 23%
Décomposition de var(y) var inter = 0, 47 var intra = 1, 50 η2

y;x = 24%
Décomposition de var(x) var inter = 0, 40 var intra = 1, 29 η2

x;y = 24%

Équations des droites y = 0, 52x + 2, 6 x = 0, 45y + 0, 8

Tableau 1.14: Résultats concernant les ménages
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Figure 1.17: Courbes et droites de régression pour la répartition des ménages
selon le nombre de personnes et le nombre de pieces habitables
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1.4.1 Biais et variances

Le calcul des deux premiers moments (moyenne et variance) des estima-
teurs est facilité par les expressions suivantes :

• α̂ = α + 1
var(x)

1
n

∑n
i=1(xi − x)εi,

• Y = αx + β + ε, ε = 1
n

∑n
i=1 εi,

• β̂ = β − (α̂− α)x + ε.

Les estimateurs sont donc sans biais et les variances sont obtenues en remar-
quant que α̂ et Y (ou ε) sont non corrélés :

V ar(α̂) =
σ2

n var(x)
; V ar(β̂) =

σ2

n

[
x2

var(x)
+ 1

]
=

σ2x2

n var(x)
.

Par contre α̂ et β̂ sont corrélés et on a :

Cov(α̂, β̂) = − σ2x

n var(x)
.

L’estimation de la variance σ2 des erreurs utilise le vecteur des résidus :

ε̂ = (ε̂1, . . . , ε̂n)T , ε̂i = Yi − α̂xi − β̂, i = 1, . . . , n.

L’estimateur sans biais de σ2 est donné par :

σ̂2 =
1

n− 2

n∑
i=1

ε̂2
i =

1

n− 2

n∑
i=1

[Yi − α̂xi − β̂]2.

La division par n−2 et non par le nombre de termes n est une conséquence de
l’estimation des deux paramètres α et β. Un calcul direct permet également
de montrer que σ̂2 est sans biais. L’orthogonalité de ε̂ au sous-espace des
moyennes donne :

n∑
i=1

[Yi − αxi − β]2 =
n∑

i=1

[Yi − α̂xi − β̂]2 +
n∑

i=1

[α̂xi + β̂ − αxi − β]2.

En développant le dernier terme et en utilisant β̂ − β = ε − (α̂ − α)x, on
obtient :

n∑
i=1

[Yi − αxi − β]2 =
n∑

i=1

[Yi − α̂xi − β̂]2 + n var(x)(α̂− α)2 + nε2.
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Il suffit alors de prendre l’espérance des deux membres. On peut également
vérifier directement que le vecteur des résidus ε̂ est non corrélé avec le couple
(α̂, β̂) :

Cov(α̂, ε̂i) = Cov(β̂, ε̂i) = 0, i = 1, . . . , n.

Les résidus sont des variables aléatoires centrées, IE(ε̂i) = 0, mais corrélées
entre elles car

∑n
i=1 ε̂i = 0. Un calcul direct permet d’obtenir,

Cov(ε̂i, ε̂j) =
σ2

n

[
nδij − 1− (xi − x)(xj − x)

n var(x)

]

On peut aussi utiliser la non corrélation entre ε̂ et le couple (α̂, β̂) dans la
relation,

ε = ε̂ + (x 1I)

(
α̂− α

β̂ − β

)
, σ2

ε̂ = σ2In − (x 1I)

(
1 −x
−x x2

) (
tx
t1I

)
,

1.4.2 Propriété de Gauss-Markov

Il s’agit d’une conséquence de résultats généraux établis dans le cadre
du modèle linéaire. Elle ne dépend pas de la loi de probabilité des erreurs
car elle ne fait référence qu’à des propriétés du second ordre (moyennes et
variances).
Soit uα + vβ une combinaison linéaire fixée quelconque des composantes du
paramètre (α, β). Alors uα̂ + vβ̂ est l’unique estimateur de variance mini-
mum de uα + vβ parmi les estimateurs sans biais linéaires en Y .

Cette propriété est connue sous le nom d’estimateur de Gauss-Markov.
Si (α̃, β̃) désigne un autre estimateur sans biais de (α, β), linéaire en Y , sa
matrice de covariance est supérieure à celle de (α̂, β̂) (la différence des deux
matrices est une forme quadratique définie non-négative). On parle aussi de
BLUE pour Best Linear Unbiased Estimator.

1.4.3 Lois de probabilités

On suppose désormais que les erreurs εi, i = 1, . . . , n sont indépendantes
et gaussiennes N (0, σ2). Le vecteur ε est donc gaussien N (0, σ2In). Par suite
le vecteur t(α̂, β̂, ε̂), à valeurs dans IRn+2, est gaussien puisqu’il est obtenu
par transformation linéaire de ε :

• α̂ = α + 1
n var(x)

t(x− x1I)ε,

• β̂ = β − (α̂− α)x + 1
n

t1Iε = β − 1
nvar(x)

[t(x− x)1I− var(x)t1I] ε,
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• ε̂ = ε− (α̂− α)x− (β̂ − β)1I =
[
In − x(x−x1I)T +1I(x21I−xx)T

n var(x)

]
ε

Sa moyenne et sa matrice de covariance sont obtenues en reportant les
résultats de la section précédente. En particulier ε̂ et le couple (α̂, β̂) sont
indépendants puisque non corrélés. Alors σ̂2 et (α̂, β̂) sont indépendants. On
montre que (n− 2)σ̂2/σ2 suit la loi du khi-deux à (n− 2) degrés de liberté.
Pour cela, il faut effectuer une transformation orthogonale M sur Y dans
IRn (changement de base) de sorte que les deux premières composantes du
nouveau vecteur Z = MY engendrent l’espace des moyennes, c’est-à-dire le
plan défini par 1I et x. Les autres composantes constituent alors le vecteur
des résidus, elles sont indépendantes et de loi N (0, σ2) :

M =




1IT

√
n

(x−x1I)T√
n var(x)

N


 , IE(Z) =




√
(n)(αx + β)√
n var(x)α

(0)


 , V ar(Z) = σ2In,

où la matrice N est choisie de sorte que MMT = In.

1.4.4 Maximum de vraisemblance

La log-vraisemblance est le logarithme népérien de la densité :

L(y1, . . . , yn; α, β, σ2) = −n

2
log 2π − n

2
log σ2 − 1

2σ2

n∑
i=1

(yi − αxiβ)2.

Maximiser cette fonction par rapport au couple (α, β) équivaut donc à min-
imiser le terme quadratique. L’estimateur des moindres carrés α̂, β̂) est aussi
l’estimateur de maximum de vraisemblance. Ceci n’est plus vrai dans le cas
de σ2. Les trois dérivées sont données par :

• ∂
∂α

L(y1, . . . , yn; α, β, σ2) = 1
σ2

∑n
i=1 xi(yi − αxiβ),

• ∂
∂β

L(y1, . . . , yn; α, β, σ2) = 1
σ2

∑n
i=1(yi − αxiβ),

• ∂
∂σ2 L(y1, . . . , yn; α, β, σ2) = n

2σ2 + 1
2(σ2)2

∑n
i=1(yi − αxiβ)2.

L’estimateur de maximum de vraisemblance de (α, β, σ2), obtenu en annu-
lant les trois dérivées, donne (α̂, β̂) et la variance empirique, c’est-à-dire
l’estimateur biaisé, pour σ2 :

σ̂2
mv =

1

n

n∑
i=1

(yi − α̂xi − β̂)2 =
n− 2

n
σ̂2.

La matrice d’information de Fisher est l’opposé de l’espérance mathématique
des dérivées secondes :
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• ∂2

∂α2 L(·) = − 1
σ2

∑n
i=1 x2

i = − n
σ2 x2, ∂2

∂β2 L(·) = − n
σ2 ,

• ∂2

∂α∂β
L(·) = − 1

σ2

∑n
i=1 xi = − n

σ2 x,

• ∂2

∂(σ2)2
L(·) = n

2(σ2)2
− 1

(σ2)3
∑n

i=1(yi − αxiβ)2,

• ∂2

∂α∂σ2 L(·) = − 1
(σ2)2

∑n
i=1 xi(yi − αxiβ),

• ∂2

∂β∂σ2 L(·) = − 1
(σ2)2

∑n
i=1(yi − αxiβ),

• I(α, β, σ2) = n
σ2


 x2 x 0

x 1 0
0 0 1

2σ2


 .

Son inverse donne la borne de Cramer-Rao, c’est-à-dire la variance minimum
des estimateurs sans biais :

I(α, β, σ2)−1 =
σ2

n var(x)




1 −x 0
−x x2 0
0 0 2σ2var(x)


 .

L’estimateur (α̂, β̂) est efficace puisqu’il atteint la borne de Cramer-Rao. Ce
n’est pas vrai pour σ̂2 car

V ar(σ̂2) =
2σ4

n− 2
>

2σ4

n
.

Il est cependant asymptotiquement efficace.

1.5 INTERVALLES DE CONFIANCE

ET TESTS

1.5.1 Intervalles de confiance

Les intervalles de confiance se construisent de façon analogue à ceux des
paramètres d’une loi normale au vu d’un échantillon. Par exemple, dans le
cas de α, les lois de α̂ et σ̂2 et l’indépendance des estimateurs conduisent à
la loi de Student à (n− 2) degrés de liberté :

α̂ ∼ N
(
α,

σ2

n var(x)

)
et

n− 2

σ2
σ̂2 ∼ χ2

n−2 indépendantes

=⇒
√

n var(x)

σ̂
(α̂− α) ∼ St

n−2.
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L’intervalle de confiance de niveau (1−α) (ou de risque α) pour α (les deux
α n’ont pas la même signification!) est donné par :

I(α; 1− α) = α̂± tn−2;α
σ̂√

n var(x)
, P{|St

n−2| > tn−2;α} = α.

Celui de β,

I(β; 1− α) = β̂ ± tn−2;α

√
x2σ̂√

n var(x)
, P{|St

n−2| > tn−2;α} = α,

n’est pas indépendant du précédent. C’est cependant une pratique courante
plutôt que de chercher à construire une région de confiance pour le couple
(α, β) (cf. Tassi, p. 346). Notons que Y , qui est l’estimateur efficace de
l’ordonnée γ = αx + β de la droite du modèle en x, est indépendant de α̂.
L’intervalle de confiance,

I(γ; 1− α) = Y ± tn−2;α
σ̂√
n

, P{|St
n−2| > tn−2;α} = α,

n’est cependant pas indépendant de celui de α car ils sont tous deux fonction
de σ̂. Il sera tout de même préférable à celui de β pour construire une
région de confiance approximative pour la droite. La région rectangulaire
I(α; 1−α)× I(γ; 1−α) a pour niveau approximatif (1−α)2. De façon plus
précise on peut construire un ellipsöıde de confiance de niveau (1 − α) en
utilisant la loi de Fisher-Snedecor. On a

n

σ2
{(Y − γ)2 + var(x)(α̂− α)2} ∼ χ2

2 et
n− 2

σ2
σ̂2 ∼ χ2

n−2 indépendantes

=⇒ n

2σ̂2
{(Y − γ)2 + var(x)(α̂− α)2} ∼ F2,n−2.

La région est l’intérieur de l’ellipse centrée en (Y , α̂) définie par

n

2σ̂2
{(Y − γ)2 + var(x)(α̂− α)2} = f2,n−2;α, P{F2,n−2 > f2,n−2;α} = α.

Chacun des intervalles précédents, considéré isolément, est optimal au sens
où son amplitude est minimum pour la confiance imposée. Ce n’est pas le
cas de l’intervalle de confiance usuel pour σ2,

I(σ2; 1− α) =

[
(n− 2)σ̂2

zn−2;α/2

,
(n− 2)σ̂2

zn−2;1−α/2

]
, P{χ2

n−2 > zn−2;p} = p.
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Remarque

En pratique le calcul de σ̂2 ne s’effectue pas en fonction des résidus mais
en utilisant la relation

σ̂2 =
n

n− 2
(1− r2)var(y) =

n

n− 2
[var(y)− α̂2var(x)].

1.5.2 Tests

Les tests unilatéraux ou bilatéraux sur les paramètres scalaires α, β (tests
de Student et sur σ2 (tests du chi-deux) sont semblables à ceux de la théorie
des tests sur les paramètres de la loi normale au vu d’un échantillon. En
particulier le test de α = 0 contre α �= 0 permet de vérifier si Y dépend
significativement (de façon linéaire) de la variable explicative X. Sa région
critique, pour un test de niveau de signification α, est donnée par :

|α̂| > tn−2;α
σ̂√

n var(x)
, P{|St

n−2| > tn−2;α} = α.

Il équivaut à constater si l’intervalle de confiance au risque α contient ou non
zéro. On introduit souvent l’estimateur studentisé consistant à normaliser la
l’estimateur initial en le divisant par son écart-type estimé,

α̂S =
α̂

√
n var(x)

σ̂
.

Le test équivaut donc à comparer α̂S avec tn−2;α. On peut aussi noter la loi
d’une transformation de r sous l’hypothèse α = 0 :

α̂S =

√
n− 2r√
1− r2

∼ St
n−2.

Une autre approche consiste à tester l’appartenance de la moyenne IE(Y ) au
sous-espace {β1I, β ∈ IR}, c’est-à-dire α = 0, par comparaison des estima-
teurs de la variance σ2 à l’aide d’un test de Fisher. Dans la décomposition,
n∑

i=1

(Yi−Y )2 =
n∑

i=1

(Yi− α̂xi− β̂)2+
n∑

i=1

(α̂xi+ β̂−Y )2 = (n−2)σ̂2+n var(x)α̂2,

les deux termes du second membre sont indépendants. Sous l’hypothèse
nulle, α = 0, la statistique n var(x)α̂2 est aussi un estimateur sans biais de
σ2 et on a :

n− 2

σ2
σ̂2 ∼ χ2

n−2 et
n var(x)

σ2
α̂2 ∼ χ2

1 indépendantes

=⇒ n var(x)

σ̂2
α̂2 ∼ F1,n−2.
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Les deux tests sont équivalents puisque le carré d’une variable de loi St
n−2

suit la loi F1,n−2.

Illustration

Les résultats concernant l’exemple de la marge en fonction du chiffre
d’affaires des entreprises sont les suivants.
- Petites entreprises

• σ̂2 = 0, 000791; σ̂ = 0, 028MF ; α̂S = 37, 772; β̂S = 0, 954.

• I(α; 95%) = 0, 3637± 3, 182× 0,028√
5×1,307

= 0, 3637± 0, 0306.

• I(β; 95%) = 0, 020± 3, 182×
√

4,931716×0,028√
5×1,307

= 0, 020MF ± 0, 068MF.

- Moyennes ou grandes entreprises

• σ̂2 = 1, 074782; σ̂ = 1, 037MF ; α̂S = 283, 534; β̂S = 2, 468.

• I(α; 95%) = 0, 189106± 3, 182× 1,037√
5×695,143

= 0, 189106± 0, 002122.

• I(β; 95%) = 1, 356± 3, 182×
√

678389,593×1,037√
5×695,143

= 1, 356MF ± 1, 748MF.

Dans les deux cas, la marge dépend de façon très significative du chiffre
d’affaires. Par contre, β n’est pas significativement différent de zéro, mais il
le devient au niveau 10% dans le cas des grandes entreprises (t3;0,10 = 2, 353).

1.5.3 Étude des résidus

La représentation graphique des résidus, ou plus simplement la disposition
des données (xi, yi), i = 1, . . . , n, autour de la droite de régression permet
d’exclure les situations qui visiblement ne satisfont pas les hypothèses du
modèle de régression. Par ailleurs les résidus ε̂i, i = 1, . . . , n, sont centrés,
corrélés entre eux et de variance :

V ar(ε̂i) =
σ2

n

[
n− 1− (xi − x)2

var(x)

]
, i = 1, . . . , n.

Sous l’hypothèse gaussienne ε̂i est une variable normale. Bien qu’elle ne
soit pas indépendante de σ̂2, on appelle résidus studentisés (ou résidus stan-
dardisés), notés ε̂S

i , les variables normalisées par l’estimation de l’écart-type,

ε̂S
i =

ε̂i

σ̂√
n

√
n− 1− (xi−x)2

var(x)

, i = 1, . . . , n.
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La comparaison de |ε̂S
i | avec tn−2;α, i = 1, . . . , n, permet éventuellement de

rejeter le modèle.

Une étude plus rigoureuse du résidu en xi consiste à estimer l’ensemble
des paramètres du modèle sans l’observation yi. On note α̂(i), β̂(i) et σ̂2

(i) ces

estimateurs et ε̂(i) = Yi − α̂(i)xi − β̂(i) = Yi − Ŷ(i) le nouveau résidu. Les
résultats généraux, obtenus dans le cadre du modèle linéaire (cf. CH II),
montrent que l’on a :

ε̂(i) =
σ2ε̂i

V ar(ε̂i)
, (n−3)σ̂2

(i) = (n−2−ε̂S2

i )σ̂2, ε̂V
i = ε̂S

i

√
n− 3

n− 2− ε̂S2

i

∼ St
n−3,

où ε̂V
i est le résidu ε̂(i) studentisé, dit résidu par validation croisée.

Lorsque n est grand, ε̂V
i et ε̂S

i sont sensiblement égaux à la normalisation
“brutale” ε̂i/σ̂ dont la loi approximative est N (0, 1).

1.5.4 Prévision

La prévision concerne l’estimation de la valeur de Y0 associée à une nou-
velle donnée x0 de X. D’après le modèle, on a Y0 = αx0 + β + ε0 où ε0 est
une variable centrée de variance σ2 non corrélée avec Yi, i = 1, . . . , n, mais
non observable. On se limite aux prédicteurs Ỹ0 linéaires en Y , sans biais, et
on cherche à minimiser la variance de l’erreur de prédiction. On a :

IE(Ỹ0 − Y0) = 0⇒ IE(Ỹ0) = αx0 + β; V ar(Ỹ0 − Y0) = V ar(Ỹ0) + σ2.

On est donc ramené à chercher un estimateur sans biais de αx0 + β qui soit
linéaire en Y et de variance minimum. On a vu que la solution est donnée
par Ŷ0 = α̂x0 + β̂ et sa variance est égale à :

V ar(Ŷ0) =
σ2

n

1
n

∑n
i=1(xi − x0)

2

var(x)
=

σ2

n

[
1 +

(x0 − x)2

var(x)

]
.

Il est nécessaire de tenir compte de la variance de l’erreur ε0 pour définir
l’intervalle de confiance sous hypothèse gaussienne (intervalle de prévision) :

α̂x0 + β̂ ± tn−2;α
σ̂√
n

√√√√n + 1 +
(x0 − x)2

var(x)
, P{|St

n−2| > tn−2;α} = α

Notons que l’amplitude de cet intervalle est minimum lorsque x0 = x.
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Illustration

On considère la prévision en x0 = 1, 462MF , qui correspond à la catégorie
“hors tranche”, dans le cadre des petites entreprises :

Ŷ0 = α̂x0 + β̂ = 0, 3637× 1, 462 + 0, 020 = 0, 552MF.

L’intervalle de confiance de niveau 95% est donné par :

0, 552± 3, 182× 0, 028√
5
×

√
6 +

(1, 462− 1, 796)2

1, 707537
= 0, 552± 0, 098.

Il ne contient pas la valeur 0,319; la catégorie “hors tranche” serait donc un
point aberrant parmi les petites entreprises. La différence (0,319 – 0,552) est
le résidu ε̂(0) en x0 = 1, 462 du modèle incluant cette catégorie.

1.5.5 Prévision inverse

Dans certaines situations, il est naturel d’effectuer une prévison inverse,
c’est-à-dire d’estimer x0 au vu d’une observation de Y0. C’est par exemple
le cas de la calibration d’un appareil de mesure : pour les valeurs connues
x1, . . . , xn, de la grandeur mesurée X, on observe les valeurs de Y1, . . . , Yn

que donne l’appareil. Ceci permet d’estimer les paramètres α, β et σ2. Un
estimateur raisonable de x0 est obtenu en inversant la relation y = α̂x + β̂,
soit :

x̂0 =
1

α̂
(Y0 − β̂) = x +

1

α̂
(Y0 − Y ).

Cet estimateur est cependant biaisé et présente un écart quadratique moyen
infini (cf. Montgomery & Peck, p. 402). La région de confiance, de niveau
(1− α), est construite à partir du résultat suivant :

P{[Y0 − Y − α̂(x0 − x)]2 ≤ t2n−2;α

σ̂2

n

[
n + 1 +

(x0 − x)2

var(x)

]
} = 1− α,

où P{|St
n−2| > tn−2;α} = α. Il faut alors résoudre, par rapport à x0,

l’inégalité,
A(x0 − x)2 − 2B(x0 − x) + C ≤ 0,

où :

A =

[
α̂2 − t2n−2;α

σ̂2

n var(x)

]
, B = α̂(Y0 − Y ),

et

C =

[
(Y0 − Y )2 − t2n−2;α

(n + 1)σ̂2

n

]
.
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On constate que le coefficient A de (x0 − x)2 est négatif si et seulement si
l’hypothèse α = 0 est acceptée par le test qui la concerne. Dans ce cas
l’ensemble des x0 est constitué soit de toute la droite IR, soit de deux demi-
droites. Ces domaines sont sans intérêt, mais il n’est pas réaliste non plus
d’estimer x0 lorsque Y ne dépend pas de X. Par contre, lorsque le test
rejette l’hypothèse α = 0, la région de confiance pour x0 prend la forme d’un
intervalle :

x + α̂
(Y0 − Y )

A
± tn−2;α

σ̂√
nA

√√√√n + 1 +
(Y0 − Y )2

Avar(x)
.

On utilise parfois l’approximation

x̂0 ± tn−2;α
σ̂√
n|α̂|

√√√√n + 1 +
(Y0 − Y )2

α̂2var(x)
, x̂0 = x +

(Y0 − Y )

α̂
,

consistant à remplacer A par α̂2. Notons également l’expression de l’intervalle
en fonction de la statistique F du test de α = 0,

x̂0 ± tn−2;α
1√
A

√√√√n + 1

n
σ̂2 +

(Y0 − Y )2

F − t2n−2;α

, F =
α̂2n var(x)

σ̂2
.

Ainsi l’amplitude de l’intervalle est d’autant plus petite que F est grand.



Chapitre 2

RÉGRESSION LINÉAIRE
MULTIPLE

La régression linéaire multiple est une extension immédiate de la régression
linéaire simple, en particulier dans son interprétation géométrique dans l’espace
des observations. La différence essentielle réside dans le formalisme qui passe
par des écritures matricielles des estimateurs et de leur variance. Sur le
plan pratique, la mise en œuvre des méthodes statistiques obtenues nécessite
donc, sauf dans des situations particulières, de recourir à des moyens in-
formatiques pour l’inversion de matrices. On retrouve dans ce chapitre la
plupart des éléments de base présentés dans le précédent et la justification
de certains d’entre eux : hypothèses du modèle, méthode des moindres carrés,
propriétés des estimateurs, étude des résidus, prévision et tests. Nous con-
sidérons également la spécificité des applications à la régression polynomiale
et aux séries chronologiques. Nous illustrons notre propos par un exemple
issu du livre d’Antoniadis et al. (voir aussi Mongomery & Peck) auquel nous
renvoyons pour des compléments sur le sujet.
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2.1 LES HYPOTHÈSES DU MODÈLE

2.1.1 Modèle standard

Le modèle de régression linéaire simple peut s’écrire sous forme ma-
tricielle :




Y1
...
Yi
...

Yn




=




x1 1
...

...
xi 1
...

...
xn 1




[
α
β

]
+




ε1
...
εi
...
εn



⇔ Y = Xθ + ε,

où X = [x, 1I] et θ = (α, β)T . La généralisation consiste à considérer une
matrice X comportant p colonnes et par suite un paramètre θ de dimension
p. De façon précise, le modèle de régression linéaire multiple suppose que
y1, . . . , yn sont les observations de variables aléatoires Y1, . . . , Yn satisfaisant :

Yi =
p∑

j=1

θjxij + εi, i = 1, . . . , n,

où :

• le plan d’expérience X est une matrice connue de dimension n×p, avec
p < n, et de rang p, appelée matrice des régresseurs,

• les paramètres θ1, . . . , θp sont réels et inconnus,

• les erreurs ε1, . . . , εn sont des variables aléatoires centrées, de même
variance σ2 et non corrélées entre elles :

IE(εi) = 0, V ar(εi) = σ2, Cov(εi, εj) = 0 si i �= j.

On peut synthétiser les écritures du modèle sous la forme (Y, Xθ, σ2I) :

Y = Xθ + ε, IE(ε) = 0, V ar(ε) = σ2I,

ce qui implique :

IE(Y ) = Xθ, V ar(Y ) = σ2I,

en introduisant les vecteurs aléatoires Y = (Y1, . . . , Yn)T et ε = (ε1, . . . , εn)T ,
ainsi que le vecteur des paramètres θ = (θ1, . . . , θp)

T . Notons également
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l’écriture :

Y =
p∑

j=1

θjXj + ε, X = [X1, . . . , Xp] où Xj =




x1j
...

xij
...

xnj




, j = 1, . . . , p,

montrant que IE(Y ) est une combinaison linéaire des variables explicatives
Xj, j = 1, . . . , p, qui constituent les colonnes de X, dont les coefficients sont
les paramètres du modèle. C’est pourquoi on parle de régression linéaire
de Y sur les variables Xj, j = 1, . . . , p. Il faut cependant souligner que la
linéarité évoquée dans le terme modèle linéaire signifie que les observations
Yi, i = 1 . . . , n dépendent linéairement des paramètres, ce qui apparâıt dans
l’écriture initiale de chaque Yi en fonction des θj, j = 1, . . . , p. De façon
précise la moyenne est une application linéaire connue du paramètre vecto-
riel θ : IE(Y ) = Xθ.

La variable explicative constante 1I ne fait pas nécessairement partie des
colonnes de X, bien que ce soit souvent le cas. La régression linéaire sim-
ple est une situation particulière du cas p = 2 qui permet un traitement
spécifique du fait de la présence d’une seule variable explicative autre que
la constante 1I. Dans le cas général, on ne fait pas de distinction entre les
modèles qui présentent ou non la variable 1I, excepté dans la définition du
coefficient de détermination. L’hypothèse fondamentale pour la matrice des
régresseurs X est qu’elle soit de rang p < n. Cela équivaut à ce que les p
vecteurs X1, . . . , Xp de IRn soient linéairement indépendants. Le sous-espace
de dimension p qu’ils engendrent est appelé espace des moyennes et est noté
M(X).

Pour construire des intervalles de confiance et effectuer des tests d’hypo-
thèse, on ajoutera l’hypothèse de normalité des erreurs et par suite des obser-
vations. Lorsque le nombre n d’observations est important, on peut appliquer
les résultats obtenus sous hypothèse gaussienne en invoquant les propriétés
asymptotiques des estimateurs. Dans ce cas il suffit que les erreurs soient
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.).

Dans le cas p = 3 avec la constante 1I, il est encore possible de visualiser
les observations dans l’espace des variables IR3 ainsi que le plan solution au
problème (cf. Figure 2.1).
Sinon seul l’espace des observations IRn conserve une interpétation géométrique
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Figure 2.1: Espace des variables du modèle linéaire
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Figure 2.2: Espace des observations du modèle linéaire
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intéressante (cf. Figure 2.2). On représente de façon symbolique le vecteur
aléatoire Y des observations comme la somme de sa moyenne inconnue,
IE(Y ) = Xθ, dans l’espace des moyennesM(X) et du vecteur des erreurs ε
non observable. On visualise également la projection Ŷ = Xθ̂ et le vecteur
des résidus ε̂ = Y − Ŷ = Y −Xθ̂.

2.1.2 Illustration

Cette illustration concerne la maintenance d’un réseau de distributeurs
de boissons (cf. Antoniadis et al. ou Montgomery & Peck). On dispose
de n = 25 observations du temps en minutes (variable d’intérêt Y ) pour
approvisionner un réseau de distributeurs de boissons selon le nombre de
caisses de bouteilles placées (variable X1) et la distance parcourue en mètres
(variable X2). Le Tableau 2.1 présente l’ensemble des données, les valeurs
ajustées, les différentes formes de résidus et les éléments diagonaux de la
matrice de prédiction. Ces dernières notions, ainsi que d’autres résultats
indiqués ci-après, seront introduits dans la suite du chapitre.

i yi 1I xi1 xi2 ŷi ε̂i ε̂S
i εV

i hii

1 16,68 1 7 560 21,71 -5,03 -1,63 -1,70 0,1018
2 11,50 1 3 220 10,35 1,15 0,36 0,36 0,0707
3 12,03 1 3 340 12,08 -0,05 -0,02 -0,02 0,0987
4 14,88 1 4 80 9,96 4,92 1,58 1,64 0,0854
5 13,75 1 6 150 14,19 -0,44 -0,14 -0,14 0,0750
6 18,11 1 7 330 18,40 -0,29 -0,09 -0,09 0,0429
7 8,00 1 2 110 7,16 0,84 0,27 0,26 0,0818
8 17,83 1 7 210 16,67 1,16 0,37 0,36 0,0637
9 79,24 1 30 1460 71,82 7,42 3,21 4,31 0,4983

10 21,50 1 5 605 19,12 2,38 0,81 0,81 0,1963
11 40,33 1 16 688 38,09 2,24 0,72 0,71 0,0861
12 21,00 1 10 215 21,59 -0,59 -0,19 -0,19 0,1137
13 13,50 1 4 255 12,47 1,03 0,33 0,32 0,0611
14 19,75 1 6 462 18,68 1,07 0,34 0,33 0,0782
15 24,00 1 9 448 23,33 0,67 0,21 0,21 0,0411
16 29,00 1 10 776 29,66 -0,66 -0,22 -0,22 0,1659
17 15,35 1 6 200 14,91 0,44 0,14 0,13 0,0594
18 19,00 1 7 132 15,55 3,45 1,11 1,12 0,0963
19 9,50 1 3 36 7,71 1,79 0,58 0,57 0,0964
20 35,10 1 17 770 40,89 -5,79 -1,87 -2,00 0,1017
21 17,90 1 10 140 20,51 -2,61 -0,88 -0,87 0,1653
22 52,32 1 26 810 56,01 -3,69 -1,45 -1,49 0,3916
23 18,75 1 9 450 23,36 -4,61 -1,44 -1,48 0,0413
24 19,83 1 8 635 24,40 -4,57 -1,50 -1,54 0,1206
25 10,75 1 4 150 10,96 -0,21 -0,07 -0,07 0,0666

Tableau 2.1: Maintenance d’un réseau de distributeurs de boissons

Dans cet exemple, le plan d’expérience est X = [1I X1 X2] et le paramètre
est noté θ = (θ0 θ1 θ2)

T . On utilise en effet l’indice 0 pour le coefficient de la
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constante 1I. On obtient les résultats suivants :

tXX =

[
25 219 10232

219 3055 133899
10232 133899 6725688

]
, [tXX]−1 =

[
0, 11321519 −0, 00444859 −0, 00008367
−0, 00444859 0, 00274378 −0, 00004786
−0, 00008367 −0, 00004786 0, 00000123

]

tXY =

[
559, 60

7375, 44
337071, 69

]
, θ̂ =

[
2, 34123115
1, 61590721
0, 01438483

]
,

• Équation du plan de régression : y = 2, 341 + 1, 6159x1 + 0, 014385x2

• Analyse de la variance : SST = SSreg + SSE → 5784, 5426 = 5550, 8109 + 233, 7317

• Coefficient de détermination : R2 = 0, 959593749 � 96, 0%

• Statistique de test : F =
(SST−SSE)/(p−1)

SSE/(n−p)
=

R2/(p−1)

(1−R2)/(n−p)
= 261, 24, f2;22;5% = 3, 44

2.1.3 Modèle général

On étend facilement la situation du modèle standard à celle où les erreurs
sont corrélées selon une structure connue :

Y = Xθ + ε, IE(ε) = 0, V ar(ε) = IE(εεT ) = σ2G,

où G est une matrice symétrique définie positive (matrice de covariance des
erreurs au facteur d’échelle σ2 près). Ce modèle, noté (Y, Xθ, σ2G), se ramène
au modèle standard par toute transformation linéaire définie par une racine
carrée G1/2 de la matrice G. On a en effet :

Z = G−1/2Y = G−1/2Xθ + G−1/2ε = Uθ + η, IE(η) = 0, V ar(η) = σ2I.

Une racine carrée de G est une matrice, notée G1/2, satisfaisant G1/2GT/2 = G
où GT/2 désigne la matrice transposée de G1/2. Si G1/2 est une racine carrée
de G, toute autre racine est de la forme G1/2V , où V est une matrice or-
thogonale, V V T = I. Parmi les racines les plus courantes, on distingue les
racines triangulaires inférieure ou supérieure et la racine symétrique. Les
racines triangulaires se calculent facilement par l’algorithme de Cholesky. La
racine symétrique est associée à la décomposition spectrale G = V D2V T en
posant G1/2 = V DV T . Ces trois racines sont uniques alors que par exemple
la racine V D dépend de l’ordre des valeurs propres et du choix des vecteurs
propres.

Un cas particulier du modèle (Y, Xθ, σ2G) est celui où G est diagonale.
Les erreurs sont non corrélées mais présentent des variances différentes con-
nues à un facteur près. C’est par exemple la situation où, pour chaque
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valeur du plan d’expérience d’un modèle standard, plusieurs observations
de la variable Y sont éffectuées et que l’on considère le modèle associé aux
valeurs moyennes de ces observations. On a vu dans le premier chapitre que
ceci conduit à remplacer la droite des moindres carrés par celle des moindres
carrés pondérés. On parle de moindres carrés généralisés pour le modèle
(Y, Xθ, σ2G). Cette situation ne doit pas être confondue avec la notion de
modèle linéaire généralisé.

D’un point de vue géométrique, le modèle (Y, Xθ, σ2G) équivaut à rem-
placer la norme euclidienne classique dans l’espace des observations IRn, as-
sociée à la forme quadratique In, par celle définie par G−1, < x, y >G−1=
txG−1y.

Une autre généralisation correspond à la situation où la matrice du plan
d’expérience X n’est pas de rang plein. Cela signifie que certaines colonnes
de X s’expriment comme combinaisons linéaires des autres. Dans ce cas le
paramètre θ n’est pas identifiable puisque Xθ = Xθ̃ pour certaines valeurs
θ �= θ̃ alors que IE(y) est unique.

2.2 MÉTHODE DES MOINDRES CARRÉS

2.2.1 Estimateur des moindres carrés

La démarche est identique à celle utilisée en régression linéaire simple.
De plus les écritures matricielles liées à l’aspect géométrique dans l’espace
des observations montrent la simplicité du problème.

On appelle estimateur des moindres carrés du paramètre θ la statistique
θ̂(y) qui, pour toute observation y, minimise le critère :

D(θ) =
n∑

i=1


yi −

p∑
j=1

xijθj




2

= ‖y −Xθ‖2 = t[y −Xθ][y −Xθ].

L’estimateur est noté plus simplement θ̂. Là encore le critère est strictement
convexe et la solution est donnée par le système obtenu en annulant les
dérivées partielles de D(θ) par rapport à chaque composante θk, k = 1, . . . , p :

∂

∂θk

D(θ) = −2
n∑

i=1

xik


yi −

p∑
j=1

xijθj


 = 0, k = 1, . . . , p.
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Sous forme matricielle, on peut écrire directement :

∂

∂θ

[
tyy − 2 tθ tXy + tθ( tXX)θ

]
= −2 tX[y −Xθ] = 0.

La matrice hessienne est définie positive, ce qui prouve la stricte convexité
du critère :

∂2

∂θ2
D(θ) = 2 tXX > 0.

Il est équivalent de remarquer que ŷ = Xθ̂ est la projection orthogonale de
y surM(X). Celle-ci se caractérise en écrivant que le résidu ε̂ = y −Xθ̂ est
orthogonal àM(X), c’est-à-dire aux colonnes de X. Les équations normales
s’écrivent donc sous forme matricielle :

tX[y −Xθ̂] = 0 ⇔ tXXθ̂ = tXy.

La matrice tXX est carrée d’ordre p, symétrique et inversible car X est de
rang p. La solution est donc :

θ̂ = ( tXX)−1 tXy.

2.2.2 Coefficient de détermination

Lorsque la constante 1I est présente dans les variables explicatives (colonnes
de X), on écrit plutôt le modèle avec θ0 pour coefficient de la constante :

Yi = θ0 +
p∑

j=1

xijθj + εi, i = 1, . . . , n.

L’annulation de la dérivée du critère par rapport à θ0 montre que l’hyperplan
solution passe par le point moyen (y, x1, . . . , xp) :

y = θ̂0 + x1θ̂1 + . . . + xpθ̂p.

On retrouve également la décomposition de la variance empirique :

var(y) =
1

n

n∑
i=1

[yi − y]2 =
1

n

n∑
i=1

[yi − ŷi]
2 +

1

n

n∑
i=1

[ŷi − y]2,

qui résulte de l’orthogonalité entre ŷ − y1I et y − ŷ dans l’égalité :

y − y1I = (y − ŷ) + (ŷ − y1I).

Ceci permet de définir le coefficient de détermination :

R2 =
‖ŷ − y1I‖2
‖y − y‖2 = 1− ‖ε̂‖2

‖y − y‖2 ,

qui a la même interprétation que r2 en régression linéaire simple.
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Remarques

• On définit également le coefficient de détermination corrigé R
2

(Ad-
justed R-squared) qui consiste à remplacer, dans la définition de 1−R2,
les variances empiriques par les estimateurs sans biais de σ2 (cf. Mélard,
p. 188) :

1−R
2

=
n− 1

n− p
(1−R2) =

1
n−p

∑n
i=1(yi − ŷi)

2

1
n−1

∑n
i=1(yi − y)2

.

On a alors :

R
2

= R2 − p− 1

n− p
(1−R2),

et ce coefficient, inférieur à R2, peut être négatif.

• Lorsque la constante 1I ne fait pas partie du plan d’expérience, c’est-à-
dire que l’hyperplan passe par l’origine, le coefficient de détermination
est défini par (cf. Antoniadis et al. p. 26) :

R2 =

∑n
i=1 ŷ2

i∑n
i=1 y2

i

= 1−
∑n

i=1(yi − ŷi)
2∑n

i=1 y2
i

.

Ceci équivaut à poser y = 0 dans l’expression initiale de R2.

• Notons enfin que, dans ce type d’expressions, p désigne toujours la
dimension de M(X) et non le nombre de variables xj autres que la
constante.

2.3 PROPRIÉTÉS DES ESTIMATEURS

2.3.1 Biais et variance

On utilise la même notation pour désigner l’estimateur θ̂ ou son observa-
tion et cet abus est également adopté pour le résidu ε̂. Le calcul des deux
premiers moments est immédiat.

IE(θ̂) = IE{(tXX)−1 tXY } = (tXX)−1 tXIE(Y ) = (tXX)−1 tXXθ = θ,

V ar(θ̂) = [(tXX)−1 tX]V ar(Y )[(tXX)−1 tX]T = σ2(tXX)−1.

Soit H = X(tXX)−1 tX la matrice définissant, dans l’espace des observations
IRn, la projection orthogonale sur le sous-espace des moyennesM(X). On a
en effet :

Ŷ = Xθ̂ = HY, ε̂ = Y − Ŷ = (I −H)Y, IE(Ŷ ) = Xθ, IE(ε̂) = 0.
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On dit que H est la matrice “chapeau” ou la matrice de prédiction. Les
matrices H et I −H sont symétriques et idempotentes (H2 = H, (I −H)2 =
I −H). On en déduit immédiatement :

V ar(Ŷ ) = σ2H, V ar(ε̂) = σ2(I −H), Cov(ε̂, Ŷ ) = 0, Cov(ε̂, θ̂) = 0.

L’expression de V ar(ε̂) montre qu’un estimateur sans biais de σ2 est donné
par :

σ̂2 =
‖ε̂‖2
n− p

=
1

n− p

n∑
i=1

ε̂2
i =

1

n− p
(tY Y − tY HY ),

car

IE{‖ε̂‖2} = IE{tε̂ε̂} = IE{tr(ε̂ tε̂)} = σ2tr(I −H) = (n− p)σ2.

Pour le calcul de tε̂ε̂, on a le choix parmi les différentes expressions suivantes :

tε̂ε̂ = t[Y − Ŷ ][Y − Ŷ ] = t[Y −Xθ̂][Y −Xθ̂] = tY [Y −Xθ̂]

= tY Y − tY Xθ̂ = tY Y − tY X( tXX)−1 tXY = tY Y − tθ̂( tXX)θ̂.

Mais on peut surtout calculer σ̂2 en utilisant le coefficient de déterminantion:

σ̂2 = (1−R2)
n

n− p
var(y).

2.3.2 Propriété de Gauss-Markov

L’estimateur θ̂ est sans biais et satisfait la propriété suivante :

Soit twθ une combinaison linéaire fixée quelconque des composantes du
paramètre θ. Alors twθ̂ est l’unique estimateur de variance minimum de twθ
parmi les estimateurs sans biais linéaires en Y .

On dit que θ̂ est un estimateur de Gauss-Markov. En effet un estimateur
linéaire en Y est de la forme tcY et peut également s’écrire tcY = twθ̂+ tdY
puisque twθ̂ est linéaire en Y . Écrivons qu’il est sans biais :

IE{ twθ̂ + tdY } = twθ + tdXθ = twθ, ∀θ ∈ IRp ⇔ tdX = 0.

Calculons sa variance :

V ar{ twθ̂ + tdY } = V ar{ twθ̂}+ V ar{ tdY }+ 2Cov{ twθ̂, tdY }
= V ar{ twθ̂}+ σ2 tdd + 2σ2 tw( tXX)−1 tXd

= V ar{ twθ̂}+ σ2 tdd.
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Elle est donc minimum si et seulement si d = 0.

Une conséquence immédiate de ce résultat est que, si W est une matrice
r × p connue (r ≤ p) et CY , un estimateur sans biais de Wθ, alors la
matrice de variance-covariance de CY est supérieure ou égale à celle de Wθ̂
(la différence des deux matrices est définie non-négative). C’est en particulier
le cas pour W = I, c’est-à-dire que si θ̃ est un estimateur linéaire (en Y )
sans biais de θ, on a V ar(θ̃) ≥ V ar(θ̂).

2.3.3 Lois de probabilités

Lorsque les erreurs εi, i = 1, . . . , n sont indépendantes et gaussiennes
N (0, σ2), le vecteur ε est gaussien N (0, σ2In) ainsi que le vecteur des obser-
vations Y dont la loi est N (Xθ, σ2In). Il s’en suit que les vecteurs θ̂, Ŷ et
ε̂ sont gaussiens comme transformations linéaires de ε. Leurs moyennes et
variances ont été données ci-dessus. Le vecteur formé de Ŷ et ε̂ est également
gaussien avec,

IE

([
Ŷ
ε̂

])
=

[
Xθ
0

]
, V ar

([
Ŷ
ε̂

])
= σ2

[
H 0
0 I −H

]
.

Les vecteurs Ŷ et ε̂ sont donc indépendants. On considère une transfor-
mation orthogonale Z = MY telle que les p premières composantes de Z
appartiennent à M(X), les suivantes étant dans le sous-espace orthogonal.
On a :

Z = MY =

[
U
V

]
, IE

([
U
V

])
= MXθ =

[
IE(U)

0

]
,

V ar

([
U
V

])
= σ2MMT = σ2In = σ2

[
Ip

In−p

]
.

L’égalité ‖V ‖2 = ‖ε̂‖2 = (n − p)σ̂2 montre que (n − p)σ̂2/σ2 suit la loi du
khi-deux à (n− p) degrés de liberté.

2.3.4 Maximum de vraisemblance

Écrivons la log-vraisemblance :

L(y; θ, σ2) = −n

2
log 2π − n

2
log σ2 − 1

2σ2
t[y −Xθ][y −Xθ].
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Maximiser la log-vraisemblance par rapport à θ équivaut à minimiser le
critère des moindrs carrés. L’estimateur θ̂ est donc de maximum de vraisem-
blance. Par contre la maximisation par rapport à σ2 conduit à l’estimateur
biaisé,

σ̂2
mv =

1

n
t[y −Xθ][y −Xθ].

Le calcul des dérivées permet d’obtenir la matrice d’information de Fisher,
puis son inverse, qui représente la borne de Cramer-Rao.

∂

∂θ
L(y; θ, σ2) =

1

σ2
tX[y−Xθ],

∂

∂σ2
L(y; θ, σ2) = − n

2σ2
+

1

2(σ2)2
t[y−Xθ][y−Xθ],

∂2

∂θ2
L(y; θ, σ2) = − 1

σ2
tXX,

∂2

∂(σ2)2
L(y; θ, σ2) =

n

2(σ2)2
− 1

(σ2)3
t[y−Xθ][y−Xθ],

∂2

∂σ2∂θ
L(y; θ, σ2) = − 1

(σ2)2
tX[y −Xθ],

I(θ, σ2) =
1

σ2

[
tXX 0

0 n
2σ2

]
, I−1(θ, σ2) = σ2

[
( tXX)−1 0

0 2σ2

n

]
.

Ainsi θ̂ est un estimateur efficace, puisque sa variance est égale à la borne de
Cramer-Rao, alors que σ̂2 n’est qu’asymptotiquement efficace,

V ar(σ̂2) =
2σ4

n− p
>

2σ4

n
.

Remarque

Dans le cas gaussien, l’estimateur θ̂ est donc de variance minimum parmi
les estimateurs sans biais de θ puisqu’il atteint la borne de Cramer-Rao. Il
n’est pas nécessaire de se restreindre à la classe des estimateurs linéaires
(Gauss-Markov). On montre aussi que σ̂2 est un estimateur sans biais de
variance minimum (en utilisant le Théorème de Lehmann-Scheffe).

2.4 INTERVALLES DE CONFIANCE

ET TESTS

On se place dans le cas gaussien pour valider les résultats qui suivent. On
peut aussi évoquer le point de vue asymptotique pour les utiliser dans le cas
où les erreurs sont simplement indépendantes et identiquement distribuées.
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2.4.1 Intervalles de confiance

Sur le plan pratique, il est utile de disposer d’intervalles de confiance pour
chaque composante θj de θ :

I(θj; 1− α) = θ̂j ± tn−p;ασ̂
√

( tXX)−1
jj , P{|St

n−p| > tn−p;α} = α.

Ces intervalles ne sont pas indépendants, même si tXX est diagonale, car ils
utilisent tous l’estimateur σ̂2. C’est cependant le caractère non diagonal de
tXX qui crée la plus forte dépendance.

En toute rigueur, on peut construire un ellipsöıde de confiance de niveau
1− α, pour le paramètre vectoriel θ, défini par l’inégalité,

t[θ − θ̂] tXX[θ − θ̂] ≤ pfp,n−p;ασ̂2, P{Fp,n−p > fp,n−p;α} = α.

L’intervalle de confiance usuel pour σ2 est donné par :

I(σ2; 1− α) =

[
(n− p)σ̂2

zn−p;α/2

,
(n− p)σ̂2

zn−p;1−α/2

]
, P{χ2

n−p > zn−p;φ} = φ.

2.4.2 Tests

On peut utiliser le test de Student pour analyser l’influence d’un facteur
Xj. Cela équivaut à vérifier si la valeur nulle est dans l’intervalle de confi-

ance de θj, ou encore à considérer l’estimateur studentisé θ̂S
j . Pour étudier

l’influence de plusieurs facteurs simultanément, on utilise un test de Fisher.
Il s’agit de tester que la moyenne de Y appartient au sous-espace W de
M(X) engendré par les colonnes de X associées aux θj non nuls. Pour cela
on considère la décomposition orthogonale de Y (cf. Figure 2.3) :

Y = PW(Y )⊕ [PM(X)(Y )− PW(Y )]⊕ [Y − PM(X)(Y )],

où PW et PM(X) désignent les projecteurs orthogonaux sur les sous-espaces
W et M(X). Sous l’hypothèse nulle, les deux derniers vecteurs du second
membres sont centrés, de matrice de covariance proportionnelle à l’identité,
conjointement gaussiens et orthogonaux. Ils sont donc indépendants. On
peut effectuer une transformation orthogonale,

Z = MY =


 W

U
V


 , IE(Z) =


 IE(W )

0
0


 , V ar(Z) = σ2


 Iq 0 0

0 Ip−q 0
0 0 In−p


 ,
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où q est la dimension de W . On a alors :

‖PM(X)(Y )− PW(Y )‖2 = ‖U‖2, ‖Y − PM(X)(Y )‖2 = ‖V ‖2.

On en déduit que la statistique,

T 2 =
n− p

p− q

‖PM(X)(Y )− PW(Y )‖2
‖Y − PM(X)(Y )‖2 =

n− p

p− q

‖ε̂W‖2 − ‖ε̂‖2
‖ε̂‖2 =

n− p

p− q

R2 −R2
W

1−R2

suit, toujours sous l’hypothèse nulle, la loi de Fisher-Snedecor à (p − q) et
(n− p) degrés de liberté. La région critique du test est donnée par :

T 2 > fp−q,n−p;α, P{Fp−q,n−p > fp−q,n−p;α} = α.

La forme de cette région critique se justifie par le fait que, sous l’alternative,
la statistique T 2 a tendance à être plus grande puisqu’elle l’est en moyenne
avec :

IE{‖ε̂W‖2 − ‖ε̂‖2} = (p− q)σ2 + tIE(ε̂W)IE(ε̂W).

M(X)

Y

O

Y = PM( X)(Y)

PW(Y)
W

Figure 2.3: Aspect géométrique du test de Fisher

Dans le cas particulier où la constante 1I fait partie des colonnes de X,
le test de non influence des régresseurs (autres que la constante) consiste à
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considérer l’espace W engendré par 1I. La décomposition orthogonale de Y
s’écrit :

Y − Y 1I = [PM(X)(Y )− Y 1I]⊕ [Y − PM(X)(Y )].

L’égalité portant sur le carré des normes est symbolisée comme suit :

‖Y −Y 1I‖2 = ‖PM(X)(Y )−Y 1I‖2+‖Y −PM(X)(Y )‖2 ⇔ SST = SSreg+SSE.

Elle donne lieu au tableau d’analyse de la variance :

Source Degrés Somme Carrés
de variation de liberté des carrés moyens

Régression p− 1 SSreg SSreg/(p− 1)
Résidus n− p SSE SSE/(n− p)

Total n− 1 SST SST/(n− 1)

Tableau 2.2: Analyse de la variance du modèle de régression

La statistique de test est une transformation monotone du coefficient de
détermination :

F =
(SST − SSE)/(p− 1)

SSE/(n− p)
=

R2/(p− 1)

(1−R2)/(n− p)
.

Illustration
On utilise les valeurs arrondies de la page 56. Les estimations de σ2 et σ
sont :

σ̂2 =
SSE

(n− p)
=

233, 7317

25− 3
= 10, 624168, σ̂ = 3, 259,

et la lecture dans la table de Fisher-Snedecor donne tn−p;α = t22;5% = 2, 074.
Les intervalles de confiance à 95% pour chacun des coefficients de régression
sont :

• I(θ0; 95%) = 2, 341± 2, 074× 3, 259
√

0, 11321519 = 2, 341± 2, 274,

• I(θ1; 95%) = 1, 6159± 2, 074× 3, 259
√

0, 00274378 = 1, 6159± 0, 3541,

• I(θ2; 95%) = 0, 014385 ± 2, 074 × 3, 259
√

0, 00000123 = 0, 014385 ±
0, 007496.

Le test d’égalité à zéro de chacun de ces paramètres consiste à vérifier, pour
un niveaau de signification de 5%, que 0 est dans l’intervalle de confiance
correspondant. À ce niveau, il apparâıt que le temps (variable d’intérête
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Y ) dépend significativement du nombre de caisses (variable X1), de la dis-
tance parcourue (variable X2) en plus d’un effet constant (variable 1I). Une
meilleure appréciation de cette significacité est obtenue en considérant les
versions studentisées de ces paramètres :

• θS
0 = 2,341

3,259
√

0,11321519
= 2, 134,

• θS
1 = 1,6159

3,259
√

0,00274378
= 9, 4658,

• θS
1 = 0,014385

3,259
√

0,00000123
= 3, 9799.

Chacun de ces tests équivaut à tester le sous modèle correspondant par le
test de Fisher. Par exemple le test du modèle sans la variable X2 équivaut à
celui de θ2 = 0. On a :

T 2 =
n− p

p− q
× R2 − r2

1

1−R2
=

25− 3

3− 2
× 0, 959594− 0, 9652

1− 0, 959594
= 15, 446,

à comparer avec fp−q,n−p;α = f1,22;5% = 4, 30. On constate en effet que
3, 9802 = 15, 840 � 15, 446 et 2, 0742 = 4, 3014 � 4, 30.

2.4.3 Prévision

Les résultats de la régression linéaire simple s’étendent de façon analogue
à la nouvelle situation. La prévision concerne la variable

Y0 = tx0θ + ε0,
tx0 = (x01, . . . , x0p),

où x0 est donné et ε0 est une erreur centrée, de variance σ2, non corrélée avec
les variables Yi, i = 1, . . . , n. Alors Ŷ0 = tx0θ̂ est l’unique estimateur linéaire
sans biais pour lequel la variance de l’erreur de prévision est minimum. Elle
est donnée par :

V ar(Y0 − Ŷ0) = V ar(Y0) + V ar(Ŷ0) = σ2[1 + tx0(
tXX)−1x0].

Sous l’hypothèse gaussienne, ou de façon asymptotique, l’intervalle de con-
fiance (1− α) pour la prévision (intervalle de prévision) est donc :

I(Y0; 1−α) = tx0θ̂±tn−p;ασ̂
√

1 + tx0(tXX)−1x0, P{|St
n−p| > tn−p;α} = α.
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2.4.4 Étude des résidus

Les résidus ε̂i, i = 1, . . . , n sont centrés et corrélés entre eux. Leurs vari-
ances sont obtenues en fonction de la matrice de prédiction H,

V ar(ε̂) = σ2[I −H]⇔ V ar(ε̂i) = σ2[1− hii], i = 1, . . . , n,

où hii =t xi(
tXX)−1xi si xi désigne la ie ligne de la matrice X. Les résidus

standardisés ou résidus studentisés sont définis par normalisation en utilisant
l’estimation de σ2 :

ε̂S
i =

ε̂i

σ̂
√

1− hii

, i = 1, . . . , n.

Dans le cas gaussien, ε̂i est une variable normale centrée et (n − p)σ̂2/σ2

suit la loi du chi-deux à (n − p) degrés de liberté. Bien que ces deux var-
iables ne soient pas indépendantes, on compare ε̂S

i avec tn−p;α pour déceler
d’éventuelles données aberrantes ou, plus généralement, pour rejeter globale-
ment le modèle.

De façon plus rigoureuse on définit les résidus par validation croisée,

ε̂V
i =

Yi − Ŷ(i)

σ̂(i)

√
1 +t xi(tX(i)X

−1
(i) xi

,

où l’indice (i) signifie que la caractéristique correspondante est construite
sans la ie observation. Ainsi Ŷ(i) est la prévision de Yi obtenue à partir des

autres observations et εV
i est la version studentisée de l’erreur Yi− Ŷ(i). Mais

ici la loi de ε̂V
i est la loi de Student à (n − p − 1) degrés de liberté car

l’estimateur σ̂2
(i) est indépendant de Yi− Ŷ(i). On montre que ces résidus sont

obtenus en fonction des résidus studentisés initiaux par la relation :

ε̂V
i = ε̂S

i

√
n− p− 1

n− p− ε̂S2

i

, i = 1, . . . , n.

Pour cela on utilise le lemme d’inversion,

(A + BCD)−1 = A−1 − A−1B(DA−1B + C−1)−1DA−1,

qui, appliqué à la relation tX(i)X(i) =t XX − xt
ixi, donne :

(tX(i)X(i))
−1 = (tXX)−1 +

(tXX)−1xt
ixi(

tXX)−1

1−t xi(tXX)−1xi

= (tXX)−1 +
(tXX)−1xt

ixi(
tXX)−1

1− hii

.
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On établit ainsi les relations suivantes :

θ̂(i) = θ̂ − (tXX)−1xi
ε̂i

1− hii

, (n− p− 1)σ̂2
(i) = (n− p)σ̂2 − ε̂2

i

1− hii

,

Yi − Ŷ(i) =
ε̂i

1− hii

.

Il n’existe pas de différence sensible entre ε̂S
i et ε̂V

i lorsque n est grand et
ces résidus sont souvent proches de la normalisation brutale ε̂i/σ̂ assimilée à
une loi N (0, 1). La différence est notable lorsque hii est proche de 1 et ε̂V

i

accentue alors les valeurs de ε̂S
i anormalement grandes.

Illustration
Il n’est pas possible de visualiser les observations par rapport à l’hyperplan
de régression. On peut représenter les chroniques des différentes formes de
résidus. La Figure 2.4 est constituée des points (i, ε̂V

i ), i = 1, . . . , n que l’on
joint par des segments de droites. La Figure 2.5 donne les résidus ε̂S

i en
fonction des valeurs ajustées ŷi, i = 1, . . . , n de la variable Y .

-3,00

-2,00

-1,00

0,00

1,00

2,00

3,00

4,00

5,00

0 5 10 15 20 25 30

Indice

Résidus

Figure 2.4: Chronique des résidus par validation croisée pour le réseau de
distributeurs
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Figure 2.5: Résidus standardisés en fonction des valeurs ajustées pour le
réseau de distributeurs de boissons

2.4.5 Étude des coefficients de régression

L’estimation de θ par le critère des moindres carrés est globale. Il est
difficile d’apprécier la part de chaque variable explicative Xj à travers les co-

efficients de régression θ̂j dans la prévision de Y par Ŷ =
∑p

j=1 θ̂jXj. En effet
les vecteurs Xj, dans l’espace des observations IRn, sont de normes différentes
et peuvent être fortement dépendants entre eux. La situation idéale serait
qu’ils constituent une base orthonormée de M(X). Ce n’est pas le cas en
pratique et la suppression de l’un d’entre eux dans le plan d’expérience ne
détériore pas forcément de façon notable la prévision. Nous reviendrons sur
ce point dans la section suivante.

Pour tout j, 1 ≤ j ≤ p, on note X[j] le plan d’expérience à (p−1) variables
obtenu en supprimant la colonne Xj dans X. On considère alors les différents
éléments obtenus dans ce nouveau modèle :

Ŷ[j] = X[j]θ̂[j], ε̂[j] = Y − Ŷ[j].

Le vecteur ε̂[j], qui représente la ”partie” de Y non expliquée linéairement
par les (p − 1) variables autres que Xj, est appelé je variable de réponse
ajustée. On effectue de même la régression de Xjsur X[j] et on note e[j]
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l’erreur correspondante. Ce vecteur est appelé je régresseur ajusté. Un
simple résultat de projection donne :

Ŷ =
p∑

j=1

θ̂jXj = Ŷ[j] ⊕
< Y, e[j] >

‖e[j]‖2
e[j].

Par identification des coefficients de Xj, on obtient :

θ̂j =
< Y, e[j] >

‖e[j]‖2
=

< ε̂[j], Xj >

‖e[j]‖2
.

On en déduit les relations suivantes :

Ŷ = Ŷ[j] ⊕ θ̂je[j], ε̂ = ε̂[j] − θ̂je[j], ‖ε̂‖2 = ‖ε̂[j]‖2 − θ̂2
j‖e[j]‖2.

On dispose donc immédiatement de l’apport de la variable Xj, sans effectuer
un nouveau calcul de régression car ‖e[j]‖2 = 1/(tXX)−1

jj . Notons que le
cosinus de l’angle entre les deux vecteurs ε[j] et e[j],

πj =
< ε[j], e[j] >

‖ε[j]‖ × ‖e[j]‖
= θ̂j

‖e[j]‖
‖ε[j]‖

,

est un indicateur de la liaison linéaire qui subsiste entre Y et Xj lorsque
l’on a éliminé celle due aux autres variables. Si la constante 1I fait partie
du plan d’expérience, πj est la corrélation empirique entre ε[j] et e[j]. On dit
qu’il s’agit de la corrélation partielle (empirique) entre Y et Xj (autre que 1I)
dans l’ensemble {Y, X1, . . . , Xp}. Dans ce cas on peut noter la décomposition
du coefficient de détermination sous la forme :

R2 = R2
[j] + (1−R2

[j])π
2
j .

Ainsi la proximité à zéro de π2
j va dans le sens d’exclure la variable Xj du

plan d’expérience, ce que devrait confirmer le test de l’hypothèse θj = 0.
Par contre sa proximité à 1 ne signifie pas que cette variable joue un rôle
important.
Illustration
Les Figures 2.6 et 2.7 représentent la régression du temps sur le nombre de
caisses d’une part et sur la distance parcourue d’autre part, en supprimant
donc l’autre variable. On constate que le coefficient de détermination est peu
affecté : 93% et 80% au lieu de 96%. Les coefficients de corrélation partielle
sont π1 = 0, 896 et π2 = 0, 647.
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Figure 2.6: Temps en fonction du nombre de caisses pour le réseau de dis-
tributeurs de boissons
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Figure 2.7: Temps en fonction de la distance pour le réseau de distributeurs
de boissons
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2.4.6 Étude du plan d’expérience

Le plan d’expérience idéal est celui pour lequel les colonnes de X forment
une base orthonormée deM(X) puisque dans ce cas on a :

Ŷ =
p∑

j=1

θ̂jXj, θ̂j =< Y, Xj >, j = 1, . . . , p, ‖Ŷ ‖2 =
p∑

j=1

θ̂2
j .

Les variables n’interagissent pas dans la reconstitution de Y et il est immédiat
d’apprécier l’influence de chacune d’elles. Il est toujours possible de se
ramener à cette situation par changement de variables sans changer l’espace
M(X). Mais les nouvelles variables, ainsi que les paramètres correspondants,
peuvent perdre toute interprétation dans le contexte initial du problème.
Ainsi en pratique il est fréquent de rencontrer des variables explicatives forte-
ment dépendantes.
Illustration
La Figure 2.8 représente la régression du nombre de caisses placées sur la
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Figure 2.8: Nombre de caisses en fonction de la distance pour le réseau de
distributeurs de boissons

distance parcourue. On constate que ces deux variables explicatives sont
moyennement dépendantes (r2 = 68%).
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La structure du plan d’expérience s’analyse à travers les éléments de la
matrice chapeau H = X(tXX)−1 tX (cf. Antoniadis et al. p. 37). Les
expressions,

Ŷi =
n∑

k=1

hikYk = hiiYi +
n∑

k �=i

hikYk, i = 1, . . . , n,

montrent que hii représente le poids de l’observation Yi dans sa propre
prédiction Ŷi. On établit les propriétés suivantes :

n∑
i=1

hii = p, 0 ≤ hii ≤ 1, i = 1, . . . , n, hii = 1 ou 0⇒ hik = 0, k �= i.

Ainsi hii devrait en moyenne être proche de p/n. Lorsque hii > p/n, l’observation
correspondante est considérée comme influente.
La distance de Cook (cf. Antoniadis et al. p. 40) est une mesure de cette
influence. Rappelons l’ellipsöıde de confiance du paramètre θ :

I{θ; 1− α} = {θ :t (θ − θ̂)tXX(θ − θ̂) ≤ pfp,n−p;ασ̂2}.

La distance de Cook, notée Ci, mesure le décentrage de l’estimation de θ
résultant de la suppression de la ie observation :

Ci =
t(θ(i) − θ̂)tXX(θ(i) − θ̂)

pσ̂2
.

Elle se calcule dans le cadre du modèle complet par :

Ci =
1

p
× hii

1− hii

ε̂S2

i =
1

p
× hii

(1− hii)2σ̂2
ε̂2

i .

Plus Ci est grande, plus la ie observation a une influence simultanée sur
l’ensemble des paramètres du modèle. Cook suggère de comparer Ci à fp,n−p;α

bien que la loi ne soit pas exacte.

2.5 RÉGRESSION POLYNOMIALE

2.5.1 Illustration

On illustre tout d’abord la régression polynomiale en construisant, par
simulation, la parabole bruitée suivante :

yi = 10− xi + 0, 2x2
i + εi, i = 1, . . . , 25,
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i yi 1I xi x2
i ŷi ε̂i ε̂S

i εV
i hii

1 10,39 1 1 1 7,04 3,35 1,44 1,47 0,1018
2 5,99 1 2 4 6,91 -0,92 -0,37 -0,37 0,0707
3 6,30 1 3 9 7,17 -0,87 -0,34 -0,33 0,0987
4 7,28 1 4 16 7,81 -0,53 -0,20 -0,20 0,0854
5 5,18 1 5 25 8,83 -3,65 -1,36 -1,39 0,0750
6 6,87 1 6 36 10,22 -3,35 -1,25 -1,26 0,0429
7 15,67 1 7 49 12,00 3,67 1,36 1,39 0,0818
8 11,57 1 8 64 14,17 -2,60 -0,96 -0,96 0,0637
9 18,59 1 9 81 16,71 1,88 0,70 0,69 0,4983

10 24,97 1 10 100 19,63 5,34 1,99 2,14 0,1963
11 25,61 1 11 121 22,93 2,68 1,00 1,00 0,0861
12 25,38 1 12 144 26,62 -1,24 -0,46 -0,45 0,1137
13 27,00 1 13 169 30,69 -3,69 -1,38 -1,41 0,0611
14 37,00 1 14 196 35,13 1,87 0,70 0,69 0,0782
15 37,30 1 15 225 39,96 -2,66 -0,99 -0,99 0,0411
16 46,67 1 16 256 45,17 1,50 0,56 0,55 0,1659
17 50,88 1 17 289 50,76 0,12 0,04 0,04 0,0594
18 52,42 1 18 324 56,73 -4,31 -1,60 -1,66 0,0963
19 64,67 1 19 361 63,09 1,58 0,59 0,58 0,0964
20 72,35 1 20 400 69,82 2,53 0,94 0,94 0,1017
21 75,68 1 21 441 76,94 -1,26 -0,47 -0,46 0,1653
21 75,68 1 21 441 76,94 -1,26 -0,47 -0,46 0,1653
22 83,33 1 22 484 84,43 -1,10 -0,42 -0,41 0,3916
23 94,52 1 23 529 92,31 2,21 0,86 0,85 0,0413
24 102,82 1 24 576 100,57 2,25 0,91 0,91 0,1206
25 106,42 1 25 625 109,21 -2,79 -1,19 -1,21 0,0666

Tableau 2.3: Parabole bruitée

considérée sur l’intervalle [1; 25] avec un bruit uniforme sur [−5; 5] (σ2 =
25/3). Le Tableau 2.3 présente l’ensemble des données et les principaux
résultats. Le plan d’expérience est X = (1I x x2) et le paramètre est noté
θ = (θ0 θ1 θ2)

T . On a les résultats suivants :

tXX =

[
25 325 5525

325 5525 105625
5525 105625 2153645

]
, [tXX]−1 =

[
0, 42434783 −0, 06652174 −0, 00217391
−0, 06652174 0, 01332962 −0, 00048309
−0, 00217391 −0, 00048309 0, 00001858

]
,

tXY =

[
1014, 86

18727, 19
378422, 77

]
, θ̂ =

[
7, 54658261
−0, 6969098
0, 19053233

]
.

• Équation du polynôme ajusté : y = 7, 547− 0, 69691x + 0, 190532x2

• Analyse de la variance : SST = SSreg + SSE → 25684, 7280 = 25511, 7017 + 173, 0263

• Coefficient de détermination : R2 = 0, 993263 � 99, 3%

• Statistique de test : F =
(SST−SSE)/(p−1)

SSE/(n−p)
=

R2/(p−1)

(1−R2)/(n−p)
= 1621, 77, f2;22;5% = 3, 44

Les Figures 2.9 et 2.10 représentent les différentes régressions de la parabole
bruitée Y en fonction de x et/ou de son carré x2. On constate, dans cette
situation, que le carré de la variable x (et la constante) est suffisant pour
représenter la variable d’intérêt Y . Ceci est cohérent avec le fait que le
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Figure 2.11: Résidus par validation croisée pour une parabole bruitée
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Figure 2.12: Résidus standardisés en fonction des valeurs ajustées pour une
parabole bruitée
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Figure 2.13: Régression de x en fonction de son carré x2

coefficient θ1 de x n’est pas très significativement différent de 0. On a en
effet les résutats suivants :

σ̂2 =
173, 0263

22
= 7, 864832, σ̂ = 2, 804, t22;5% = 2, 074,

θS
0 =

7, 547

2, 804×√0, 424348
= 4, 132, θS

1 =
−0, 69691

2, 804×√0, 0133296
= −2, 153,

θS
2 =

0, 190532

2, 804×√0, 00001858
= 15, 764.

Les résidus sont représentés sur les Figures 2.11 et 2.12 et la Figure 2.13
rend compte de la régression de x su x2. Ces deux variables (sur cette plage
de valeurs) sont fortement corrélées. Il est donc naturel qu’une seule, en
l’occurence x2 suffise pour expliquer Y .

2.5.2 Généralités

On peut ajuster, dans le cadre du modèle linéaire, un polynôme de degré
q en une variable,

yi =
q∑

j=0

θjx
j
i , i = 1, . . . , n.
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On peut aussi considérer la situation de plusieurs variables,

yi = θ0 + θ1xi + θ2zi + θ3xizi + εi, i = 1, . . . , n.

Il est clair que le degré des polynômes et le nombre de variables doivent rester
faibles (principe de parsimonie) par rapport au nombre n d’observations.
Un polynôme de degré n − 1 interpole exactement les observations! Il est
préférable de se ramener à un degré faible par transformations sur les vari-
ables. Pour choisir le degré q du polynôme, on procède par étapes succes-
sives à l’aide de tests de Student sur les coefficients, soit de façon ascendante
(sélection progressive) à partir du degré 1, soit en reculant à partir d’un
degré plus élévé (élimination rétrograde). La procédure n’est cependant pas
très rigoureuse bien qu’il soit possible de contrôler la probabilité de certaines
erreurs (cf. section suivante). En général le degré retenu doit être faible (2
ou 3 maximum). La régression polynomiale est surtout une approximation
de relations non linéaires. En particulier elle ne doit pas être utilisée pour
faire de la prédiction en dehors du domaine d’observation des variables ex-
plicatives. Il est possible de procéder à des ajustements par des polynômes
locaux (fonctions splines, cf. Montgomery & Peck).

2.5.3 Régression orthogonale

Les polynômes 1, x, x2, . . ., sont naturellement ordonnés par ordre crois-
sant de leur degré mais ne sont pas orthogonaux entre eux dans IRn. Le
procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt construit un nouveau système
de polynômes, φ0(x), φ1(x), φ2(x), . . ., qui sont orthogonaux entre eux et
normés (restreints aux valeurs x1, . . . , xn) :

φ0(xi) =
1√
n

, φ1(xi) =
xi − x√∑n

i=1(xi − x)2
, . . . , φj(xi) =

j∑
k=0

a(j, k)xk
i , . . .

Le calcul numérique des coefficients a(j, k) ne présente aucune difficulté. No-
tons X̃ la matrice n × (r + 1) définie par les régresseurs 1, x, . . . , xr et X,
également n×(r+1), celle des régresseurs orthonormés φ0(x), φ1(x), . . . φr(x)
associés. Soit A la matrice carrée d’ordre (r + 1), triangulaire inférieure,
obtenue en rangeant en lignes les coefficients des polynômes φj(x) :

A(j + 1, k + 1) = a(j, k), k = 0, . . . , j j = 0, . . . , r.

On a alors :

X̃AT = X, A( tX̃X̃)AT = tXX = Ir+1,
tX̃X̃ = A−1A−T , (tX̃X̃)−1 = tAA.
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Le calcul de A passe ainsi par la décomposition de Cholesky de (tX̃X̃)−1,
c’est le procédé souvent utilisé pour calculer l’inverse de cette matrice.

Le modèle ainsi restructuré s’écrit :

Yi =
q∑

j=0

αjx
j
i + εi =

q∑
j=0

θjφj(xi) + εi, i = 1, . . . n, ε ∼ N (0, σ2In).

L’intérêt de la méthode est que le sous-modèle faisant intervenir un polynôme
de degré q − 1 est obtenu en posant θq = 0 dans la deuxième écriture sans
remettre en cause les valeurs de θj pour j < q. Ainsi on se fixe un degré
maximal r pour lequel on détermine l’estimateur du paramètre vectoriel θ
dans le modèle Y = Xθ + ε, puis on teste successivement les hypothèses
θr = 0, θr−1 = 0, . . . , jusqu’à ce que l’hypothèse nulle θq = 0 soit rejetée et q
est alors le degré du polynôme retenu. L’estimation de q est donc réalisée à
travers un test d’hypothèses multiples.

Précisons les éléments de cette méthode. Pour une matrice X de rang
r + 1, il suffit de reprendre les résultats du modèle linéaire en tenant compte
de la relation tXX = Ir+1. On a :

θ̂ = tXY, θj =
n∑

i=1

φj(xi)Yi, j = 0, . . . , r, σ̂2
r =

1

n− r − 1


tY Y −

r∑
j=0

θ̂2
j


 ,

où l’indice r dans σ̂2
r rappelle qu’il s’agit de l’estimateur sans biais de σ2 sous

l’hypothèse d’une régression polynomiale de degré r. Pour j = r, r−1, . . . , 0,
on dispose du test de niveau de signification αj, défini par la région critique

(V ar(θ̂j) = σ2)

|θ̂j|
σ̂j

> tn−j−1;αj
, P{|St

n−j−1| > tn−j−1;αj
} = αj,

pour tester l’hypothèse θj = 0 contre l’alternative θj �= 0 dans le cadre du
modèle où la régression est un polynôme de degré au plus j. Notons Hj

l’hypothèse selon laquelle la régression est un polynôme de degré j. Cette
hypothèse est retenue lorsque l’on a :

|θ̂k|
σ̂k

< tn−k−1;αk
, k = r, r − 1, . . . , j + 1,

|θ̂j|
σ̂j

> tn−j−1;αj
.

La probabilité de décider que le polynôme est de degré j, alors qu’il est d’un
degré inférieur, est donnée par :

pj = P{Hj|H0 ∪H1 ∪ . . . ∪Hj−1} = αj

j+1∏
k=r

(1− αk), j = r − 1, . . . , 0.
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Celle de décider que le degré est supérieur ou égal à j , alors qu’il est inférieur,
est la somme pj + pj+1 + . . . + pr. Notons que cette façon de procéder est
équivalente à celle consistant à effectuer les tests sur la paramétrisation ini-
tiale.

2.6 APPLICATION AUX CHRONIQUES

Une chronique, ou série chronologique, est une suite d’observations yt, t =
1, . . . , T , d’une grandeur scalaire effectuées à intervalles réguliers au cours
du temps. Il existe une théorie statistique complète consacrée à ce type de
données temporelles. Nous ne considérons ici que les aspects qui relèvent
directement du modèle linéaire.

Les observations sont modélisées comme celles de variables aléatoires
Yt, t = 1, . . . , T satisfaisant :

Yt = ft + St + εt, IE(Yt) = ft + St, IE(εtεs) = δtsσ
2.

Ainsi seule la moyenne IE(Yt) traduit la partie structurée du phénomène.
Elle se décompose en deux parties : la tendance ou composante fondamentale
ft représente l’évolution lente de la grandeur (polynôme de degré faible) et
la composante saisonnière St prend en compte les aspects périodiques.

2.6.1 Modèle de Buys-Ballot

Le modèle de Buys-Ballot fournit un schéma additif simple que l’on peut
traiter très complètement par des méthodes élémentaires. La tendance est
représentée par une droite, l’effet saisonnier est rigoureusement périodique de
période p connue et la partie résiduelle est une suite de variables aléatoires
indépendantes identiquement distribuées de loi normale centrée et de variance
σ2 :

Yt = αt + β + St + εt, t = 1, . . . , T, St = St+p, εt ∼ i.i.d.N (0; σ2).

L’hypothèse gaussienne n’est utilisée que pour les aspects de statistique
inférentielle (intervalles de confiance, tests,. . . ). Il est clair que ce modèle
rentre dans le cadre de la régression linéaire multiple. Mais, en supposant
que la série est observée pendant n “années” de p “mois”, il est possible de
conduire de façon directe l’essentiel de l’étude comme en régression linéaire
simple. On pose :

Yij = α[p(i− 1) + j] + βj + εij, βj = β + Sj, j = 1, . . . , p, i = 1, . . . , n,
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avec la contrainte
∑p

j=1 Sj = 0. Les coefficients saisonniers Sj, j = 1, . . . , p,
caractérisent la composante périodique St dont l’effet annuel moyen est nul.
Ainsi la partie déterministe du modèle est décrite par p + 1 paramètres
linéairement indépendants : α, β1, . . . , βp. La méthode des moindres carrés
consiste à chercher, parmi les chroniques xij(a, b1, . . . , bp) = a[p(i−1)+j]+bj,
composées d’une tendance linéaire et d’un mouvement saisonnier périodique,
celle qui est la plus proche de l’observation selon le critère des moindres
carrés :

min
a,b1,...,bp

1

np

n∑
i=1

p∑
j=1

[yij − xij(a, b1, . . . , bp)]
2.

En d’autres termes elle retient les paramètres pour lesquels la moyenne des
carrés des erreurs observées est minimum.

Notons plus simplement xij = xij(a, b1, . . . , bp) et introduisons les moyen-
nes mensuelles :

y.j =
1

n

n∑
i=1

yij, x.j =
1

n

n∑
i=1

xij = a[p(n− 1)/2 + j] + bj, j = 1, . . . , p.

Le critère à minimiser se scinde en deux parties :

1

np

∑
i,j

[yij − xij]
2 =

1

p

∑
j

{y.j − a[p(n− 1)/2 + j]− bj}2

+
1

np

∑
i,j

[yij − y.j]
2 +

1

np

∑
i,j

[xij − x.j]
2 − 2

np

∑
i,j

[yij − y.j][xij − x.j].

Ainsi, pour une pente a fixée quelconque, le minimum par rapport à bj est
réalisé en annulant le premier terme et équivaut à écrire que les chroniques
yij et xij ont mêmes moyennes mensuelles :

bj = y.j − a[p(n− 1)/2 + j] ⇐⇒ x.j = y.j, j = 1, . . . , p.

Soient tij = p(i− 1) + j les dates d’observation et introduisons les moyennes
annuelles ainsi que les moyennes globales :

yi. =
1

p

p∑
j=1

yij, ti. =
1

p

p∑
j=1

tij = p(i− 1) + (p + 1)/2, i = 1, . . . , n,

y.. =
1

np

∑
i,j

yij =
1

n

∑
i

yi. =
1

p

∑
j

y.j, t.. =
1

np

∑
i,j

tij = (np + 1)/2.
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Tenant compte de la solution obtenue pour les variables bj et de la relation
xij − x.j = a(ti.− t..), il reste à minimiser par rapport à a la deuxième partie
du critère :

1

np

∑
i,j

[yij − y.j]
2 + a2var(ti.)− 2acov(ti., yi.),

où l’on a posé :

var(ti.) =
1

n

∑
i

[ti.− t..]
2 =

p2(n2 − 1)

12
, cov(ti., yi.) =

1

n

∑
i

[ti.− t..][yi.− y..].

L’estimation de la pente α de la tendance est alors :

α̂ =
cov(ti., yi.)

var(ti.)
=

12

np(n2 − 1)
[

n∑
i=1

iyi. −
n(n + 1)

2
y..].

Son report dans la solution pour bj donne les estimations des paramètres βj :

β̂j = y.j − α̂[p(n− 1)/2 + j], j = 1, . . . , p,

qui, par centrage, fournissent les estimations de l’ordonnée à l’origine β de
la tendance ainsi que celles des coefficients saisonniers Sj :

β̂ =
1

p

p∑
j=1

β̂j = y.. − α̂t.. = y.. − α̂(np + 1)/2,

Ŝj = β̂j − β̂ = y.j − y.. − α̂[j − (p + 1)/2], j = 1, . . . , p.

En résumé on observe les résultats suivants :

• La tendance ne dépend que des moyennes annuelles, elle est la droite
des moindres carrés construite sur les points (ti., yi.), i = 1, . . . , n, c’est-
à-dire que α̂ et β̂ sont solution du problème de minimisation :

min
a,b

1

n

n∑
i=1

[yi. − atbi. − b]2.

• La composante saisonnière est définie par les moyennes mensuelles de
la chronique privée de la tendance estimée :

Ŝj =
1

n

n∑
i=1

[yij − α̂[p(i− 1) + j]− β̂], j = 1, . . . , p.
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mois janv fév mars avr mai juin juil août sept oct nov déc
j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

année i moy. an.
1981 1 84 92 90 83 85 100 96 104 107 120 102 105 97

ajustée 99 93 102 90 86 94 105 101 112 122 94 106
1982 2 112 112 119 109 109 103 135 111 140 133 123 125 119

ajustée 116 110 119 107 103 111 122 118 129 139 111 123
1983 3 139 129 142 123 124 124 140 151 149 147 130 139 136

ajustée 133 127 136 124 120 128 139 134 146 156 127 139
1984 4 158 150 171 137 138 145 155 149 155 178 139 156 153

ajustée 149 143 152 140 136 144 155 151 162 172 144 156
1985 5 171 150 157 167 142 167 167 157 177 200 143 171 164

ajustée 166 160 169 157 153 161 172 168 179 189 161 173
moy. géné.

moy. mens. 133 127 136 124 120 128 139 134 146 156 127 139 134
coef. sais. 7 -1 7 -7 -12 -5 4 -2 8 17 -13 -2

1986 prévues 183 177 186 174 170 178 189 184 196 206 177 189
Tendance : pente = 1,39 ; ordonnée à l’origine = 92

Tableau 2.4: Chiffre d’affaires mensuel de la presse parisienne dans une petite
ville de province (unité : 1KF)

Temps en mois
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1981 1982 1983 1984 1985 1986

Figure 2.14: Chiffre d’affaires mensuel de la presse parisienne dans une petite
ville de province
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Illustration

Nous illustrons cette méthode sur la chronique mensuelle du chiffre d’affai-
res de la presse parisienne dans une petite ville de province (� 8000 h.) de
1981 à 1985. Les données, leurs différentes moyennes et les résultats sont
présentés habituellement dans la Table de Buys-Ballot. Nous avons également
fait figurer les valeurs de la série ajustée ainsi que celles de la prévision pour
l’année 1986 (cf. Tableau 2.4). Celles-ci sont évidemment données par :

Ŷij = α̂[p(i− 1) + j] + β̂ + Ŝj, j = 1, . . . , p, i = 1, . . . , n + 1.

La série ajustée correspond aux années i = 1, . . . , n et la prévision à l’année
i = n+1. La représentation graphique de ces résultats permet de se faire une
première idée de la capacité de ce modèle à rendre compte des observations
(cf. Figure 2.14). On constate que la série observée est au dessous de la
série ajustée aux deux extrémités alors qu’elle est au dessus dans la partie
centrale. L’étude des résidus (cf. Figure 2.15) permet de mieux visualiser
ce phénomène et invite à ajuster une tendance parabolique (cf. Paragraphe
2.6.4). Notons aussi que l’ordre de grandeur du mouvement saisonnier est
très faible par rapport aux données (environ 10%) bien que la concordance
entre les pics et les creux des deux séries soit assez bien respectée. L’étude
du mouvement saisonnier dans le cadre de ce modèle (cf. Paragraphe 2.6.3)
montre, grâce à l’approche numérique, qu’il est effectivement présent avec
un mois d’octobre fort et les mois de mai et novembre faibles alors que la
représentation graphique n’est pas aussi nette sur ce point.

2.6.2 Moyenne et variance des estimateurs

Les propriétés des estimateurs obtenus à la section précédente résultent
de celles du modèle linéaire général qui fera l’objet du Paragraphe 2.6.4. Ils
sont sans biais et de variance minimum parmi les estimateurs sans biais qui
sont linéaires en les observations (propriété de Gauss-Markov). Cependant
la particularité du modèle de Buys-Ballot permet de donner des expressions
plus explicites de leurs variances.

Pour les paramètres de la tendance, on utilise le modèle de régression
linéaire simple :

Y i. = αti. + β + εi., i = 1, . . . , n, εi. =
1

p

p∑
j=1

εij ∼ i.i.d.N (0; σ2/p).
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L’estimateur de la pente s’écrit :

α̂ =
1

var(ti.)

1

n

n∑
i=1

[ti. − t..]Y i. = α +
1

var(ti.)

1

n

n∑
i=1

[ti. − t..]εi.

Il est sans biais et sa variance est donnée par :

V ar(α̂) =
σ2

p

1/n

var(ti.)
=

σ2

np

12

p2(n2 − 1)
.

L’estimateur de l’ordonnée à l’origine,

β̂ = Y ..− α̂(np+1)/2 = β− (α̂−α)t.. + ε.. = β +
1

n

n∑
k=1

{
1− [tk. − t..]t..

var(ti.)

}
εk.,

est également sans biais, il est corrélé avec α̂ et, en utilisant les expressions
en fonction des εi. ou la non corrélation entre α̂ et y.., on obtient :

V ar(β̂) =
σ2

np

[
1 +

3(np + 1)2

p2(n2 − 1)

]
, Cov(α̂, β̂) = −σ2

np

6(np + 1)

p2(n2 − 1)
.

Pour les autres estimateurs, on introduit les erreurs mensuelles moyennes :

ε.j =
1

n

n∑
i=1

εij ∼ i.i.d.N (0, σ2/n), j = 1, . . . , p,

qui satisfont :

Cov(εi., ε.j) = Cov(ε.., ε.j) = Cov(ε.., εi.) =
σ2

np
, Cov(ε.j − ε.., εi.) = 0.

Les estimateurs des coefficients saisonniers s’écrivent :

Ŝj = Sj + (ε.j − ε..)− [j − (p + 1)/2](α̂− α), j = 1, . . . , p.

Ils sont donc sans biais. D’autre part ε.j − ε.. est non corrélé avec α̂, d’où :

V ar(Ŝj) =
σ2

np

[
(p− 1) +

12[j − (p + 1)/2]2

p2(n2 − 1)

]
, j = 1, . . . p.

Notons que V ar(Ŝj) est symétrique par rapport au milieu de l’année, où elle
est minimum, et augmente lorsque l’on s’en écarte. Ces estimateurs sont
évidemment corrélés entre eux puisque leur somme est nulle et on a :

Cov(Ŝj, Ŝk) = −σ2

np

[
1− 12[j − (p + 1)/2][k − (p + 1)/2]

p2(n2 − 1)

]
,
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Cov(Ŝj, α̂) = −σ2

np

12[j − (p + 1)/2]

p2(n2 − 1)
,

Cov(Ŝj, β̂) =
σ2

np

6[j − (p + 1)/2](np + 1)

p2(n2 − 1)
.

La série ajustée et la prévision s’écrivent :

Ŷij = αtij +β+Sj +ε.j +p[i−(n+1)/2](α̂−α), j = 1, . . . , p, i = 1, . . . , n+1.

Ce sont des estimateurs sans biais de la valeur moyenne de la chronique pour
chacune des dates considérées et la variance,

V ar(Ŷij) =
σ2

np

[
p + 12

[i− (n + 1)/2]2

(n2 − 1)

]
,

ne dépend pas du mois, elle est symétrique par rapport à l’année centrale, où
elle est minimum, et augmente lorsque l’on s’en éloigne. Plus généralement
on a :

Cov(Ŷij, Ŷkl) =
σ2

np

[
pδjl + 12

[i− (n + 1)/2][k − (n + 1)/2]

(n2 − 1)

]
.

Enfin l’erreur résultant de ce modèle, appelée résidu,

ε̂ij = Yij − Ŷij = εij − ε.j − p[i− (n + 1)/2](α̂− α),

a pour variance

V ar(ε̂ij) = σ2 − σ2

np

[
p + 12

[i− (n + 1)/2]2

(n2 − 1)

]
= V ar(Yij)− V ar(Ŷij),

ce qui confirme la non corrélation entre ε̂ij et Ŷij en chaque (i, j). En fait

les vecteurs aléatoires ε̂ et Ŷ formés par l’ensemble des np composantes sont
non corrélés et vérifient V ar(ε̂) = V ar(Y ) − V ar(Ŷ ) où Y est le vecteur
représentant les observations.

Tous ces estimateurs ont une variance proportionnelle à σ2. On peut
vérifier avec les résultats ci-dessus que IE(tε̂ε̂) = (np− p− 1)σ2. On dispose
ainsi d’un estimateur sans biais de σ2,

σ̂2 =
1

np− p− 1

∑
i,j

ε̂2
ij =

1

np− p− 1

∑
i,j

[
Yij − α̂[p(i− 1) + j]− β̂ − Ŝj

]2
,

qui est non corrélé avec les estimateurs α̂, β̂, Ŝj, et Ŷij.
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2.6.3 Inférence statistique

Tous les résultats précédents restent vrais lorsque l’on suppose simple-
ment que les erreurs sont centrées, non corrélées et de même variance σ2.
L’hypothèse de normalité des erreurs implique celle des variables α̂, β̂, Ŝj, Ŷij

et ε̂ij et la non corrélation équivaut à l’indépendance. La variable (np −
p − 1)σ̂2/σ2 suit la loi du khi-deux à (np − p − 1) degrés de liberté. La loi
de Student permet donc de construire des intervalles de confiance pour les
paramètres α, β et Sj, j = 1, . . . , p, ainsi que pour la prévision de Yn+1,j.

Dans ce dernier cas, Ŷn+1,j représente l’estimation de la moyenne et il faut
tenir compte de la variance de l’erreur pour construire l’intervalle. C’est ainsi
que, pour un intervalle de confiance au niveau (1− α), on obtient :

Yn+1,j = Ŷn+1,j ± tnp−p−1;α
σ̂√
np

√
(n + 1)[p +

3

n− 1
],

où P{|St
np−p−1| > tnp−p−1;α} = α. Il est clair que la bande de confiance ainsi

obtenue en faisant varier j ne constitue pas une région de confiance de niveau
(1− α).
Nous pourrions construire selon le même principe une bande de confiance
pour la série elle-même afin d’apprécier la validité du modèle. L’observation
de Yij sera dans la bande si et seulement si :∣∣∣∣∣∣∣∣

ε̂ij

σ̂√
np

√[
p(n + 1) + 12 [i−(n+1)/2]2

(n2−1)

]
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ tnp−p−1;α.

Cet intervalle n’est pas correct car Yij est utilisé dans sa construction. Une
autre approche consiste à utiliser directement les résidus en négligeant le fait
que ε̂ij et σ̂2 ne sont pas indépendants :∣∣∣∣∣∣∣∣

ε̂ij

σ̂√
np

√[
p(n− 1)− 12 [i−(n+1)/2]2

(n2−1)

]
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ tnp−p−1;α.

Les résidus ainsi normalisés sont appelés résidus studentisés ou résidus stan-
dardisés et seront notés ε̂S

ij. En toute rigueur il faut estimer l’erreur ainsi que
l’ensemble des paramètres en supprimant la variable Yij. Le nouveau résidu
standardisé ainsi obtenu est appelé résidu par validation croisée et sera noté
ε̂V

ij . On montre qu’il s’exprime simplement en fonction du précédent (cf. An-
toniadis et al., p. 33),

ε̂V
ij = ε̂S

ij

√√√√ np− p− 2

np− p− 1− ε̂S2

ij

,
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et qu’il suit la loi de Student à np− p− 2 degrés de liberté.

Le premier test portant sur Yij est moins sévère que celui utilisant ε̂S
ij. Par

contre, il n’y a pas d’ordre systématique entre ceux utilisant ε̂S
ij ou ε̂V

ij , bien
qu’il y ait une relation monotone entre ces deux variables, car le seuil tnp−p−2;α

est plus faible pour ε̂V
ij que tnp−p−1;α pour ε̂S

ij. Bien souvent la série est suf-
fisamment longue pour que tous ces tests soient équivalents et reviennent à
considérer que la variable ε̂ij/σ̂ est N (0; 1). C’est le cas dans l’exemple du
chiffre d’affaires de la presse parisienne. Avec α = 5% on obtient tα = 2, 01
pour les trois premiers tests et tα = 1, 96 pour l’approximation normale. Les
différents résidus sont donnés dans le Tableau 2.5 et la représentation de ε̂V

ij

fait l’objet de la Figure 2.15.
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Figure 2.15: Chiffre d’affaires mensuel de la presse parisienne dans une petite
ville de province : représentation des résidus obtenus par validation croisée

Dans le cadre du modèle de Buys-Ballot, il est naturel de vouloir apprécier
l’importance de l’effet saisonnier. La Figure 2.16 donne la représentation
graphique de cet effet pour notre illustration.

Pour comparer entre eux les coefficients saisonniers, il faut prendre en
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mois janv fév mars avr mai juin juil août sept oct nov déc
année Résidus

Prévus -1,61 -0,13 -1,29 -0,77 -0,13 0,58 -0,96 0,31 -0,54 -0,23 0,83 -0,09
1981 Studentisés -2,04 -0,16 -1,64 -0,98 -0,16 0,74 -1,22 0,39 -0,69 -0,29 1,05 -0,11

Validés -2,11 -0,16 -1,67 -0,98 -0,16 0,73 -1,23 0,39 -0,69 -0,29 1,05 -0,11
Normalisés -1,78 -0,14 -1,44 -0,86 -0,14 0,64 -1,07 0,34 -0,61 -0,26 0,92 -0,10

Prévus -0,43 0,22 -0,01 0,20 0,64 -0,85 1,38 -0,71 1,17 -0,62 1,29 0,26
1982 Studentisés -0,53 0,27 -0,02 0,24 0,79 -1,05 1,70 -0,87 1,44 -0,77 1,60 0,32

Validés -0,53 0,27 -0,01 0,24 0,79 -1,06 1,74 -0,87 1,46 -0,77 1,62 0,32
Normalisés -0,48 0,24 -0,01 0,22 0,70 -0,94 1,51 -0,78 1,28 -0,68 1,42 0,29

Prévus 0,65 0,25 0,65 -0,08 0,46 -0,40 0,15 1,75 0,36 -0,91 0,27 -0,02
1983 Studentisés 0,80 0,31 0,80 -0,10 0,57 -0,49 0,18 2,15 0,44 -1,11 0,34 -0,03

Validés 0,80 0,31 0,80 -0,10 0,56 -0,49 0,18 2,24 0,44 -1,11 0,33 -0,03
Normalisés 0,72 0,28 0,72 -0,09 0,51 -0,44 0,16 1,92 0,39 -0,99 0,30 -0,02

Prévus 0,90 0,71 1,95 -0,37 0,18 0,05 -0,03 -0,22 -0,77 0,60 -0,53 0,01
1984 Studentisés 1,11 0,87 2,41 -0,45 0,22 0,07 -0,04 -0,27 -0,95 0,74 -0,66 0,02

Validés 1,11 0,87 2,54 -0,45 0,22 0,07 -0,04 -0,27 -0,95 0,74 -0,66 0,01
Normalisés 0,98 0,78 2,14 -0,40 0,20 0,06 -0,03 -0,24 -0,84 0,66 -0,59 0,01

Prévus 0,50 -1,04 -1,27 1,02 -1,14 0,61 -0,52 -1,12 -0,20 1,15 -1,85 -0,16
1985 Studentisés 0,64 -1,32 -1,61 1,30 -1,45 0,77 -0,66 -1,42 -0,26 1,46 -2,35 -0,21

Validés 0,63 -1,33 -1,63 1,31 -1,47 0,77 -0,65 -1,44 -0,26 1,47 -2,47 -0,20
Normalisés 0,56 -1,15 -1,41 1,14 -1,27 0,67 -0,57 -1,24 -0,23 1,28 -2,05 -0,18

Tableau 2.5: Chiffre d’affaires mensuel de la presse parisienne dans une petite
ville de province : les différentes formes de résidus
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Figure 2.16: Mouvement saisonnier du chiffre d’affaires mensuel de la presse
parisienne dans une petite ville de province
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compte leurs variances. On définit ainsi les coefficients standardisés :

ŜS
j =

Ŝj

σ̂

[
1

np

[
(p− 1) +

12[j − (p + 1)/2]2

p2(n2 − 1)

]]−1/2

, j = 1, . . . , p.

Le Tableau 2.6 donne ces résultats dans le cas de notre illustration.

mois janv fév mars avr mai juin juil août sept oct nov déc
Coef. réels 6,5 -1,1 6,7 -6,7 -12,2 -5,4 4,0 -1,6 8,2 16,8 -12,8 -2,4

Coef. studentisés 1,8 -0,3 1,8 -1,8 -3,3 -1,5 1,1 -0,4 2,2 4,5 -3,4 -0,6

Seuil du test de Student de niveau 5% à 47 d.l. : 2,01

Tableau 2.6: Coefficients saisonniers du chiffre d’affaires mensuel de la presse
parisienne dans une petite ville de province

Modèle pente ordonnée à l’origine écart-type de l’erreur variance de l’erreur
Avec effet saisonnier 1,390 91,5 8,6 74,82
Sans effet saisonnier 1,388 91,6 11,6 133,88

var(Y ) = 707, 13 ; cov(t, Y ) = 416, 25 ; statistique du test observée = 5, 16

Seuil du test de Fisher-Snedecor de niveau 5% à 11 et 47 d.l. : 1,98

Tableau 2.7: Test de l’effet saisonnier du chiffre d’affaires mensuel de la presse
parisienne dans une petite ville de province

Sous l’hypothèse Sj = 0, la variable suit la loi de Student à np − p − 1
degrés de liberté. Cela permet de considérer leurs valeurs sur une échelle
de mesure standard. Rappelons que le niveau de signification du test de
Sj = 0 contre Sj �= 0 ne peut être contrôlé rigoureusement que si un tel test
est envisagé pour un seul mois donné avant de consulter les observations.
Notons que ce test de Student équivaut à comparer par un test de Fisher-
Snedecor le modèle global au sous-modèle défini par l’hypothèse Sj = 0. Par
contre il est possible de tester “systématiquement” la présence ou non de
l’effet saisonnier de façon globale. Dans ce cas le sous-modèle est limité à
la tendance linéaire. Celle-ci est estimée par la droite des moindres carrés
ajustée sur l’ensemble des observations mensuelles :

α̂0 =
cov(tij, Yij)

var(tij)
, β̂0 = y.. − α̂0t..,

où

cov(tij, Yij) =
1

np

np∑
t=1

tYt −
np + 1

2
y..,
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var(tij) =
1

np

np∑
t=1

t2 −
[
np + 1

2

]2

=
n2p2 − 1

12
.

L’estimateur sans biais de σ2, sous cette hypothèse, est

σ̂2
0 =

1

np− 2

np∑
t=1

[
Yt − α̂0t− β̂0

]2
=

np

np− 2

[
var(Yij)−

n2p2 − 1

12
α̂2

0

]
,

où

var(Yij) =
1

np

np∑
t=1

[Yt − y..]
2.

Sous l’hypothèse nulle, la variable

(np− 2)σ̂2
0 − (np− p− 1)σ̂2

(p− 1)σ̂2

suit la loi de Fisher-Snedecor à (p − 1, np − p − 1) degrés de liberté. Les
résultats de ce test pour notre illustration sont reportés dans le Tableau 2.7.

2.6.4 Modèle linéaire général

Le modèle de Buys-Ballot est un cas particulier du modèle suivant :

Yt = f(t) + S(t) + εt =
q∑

j=0

αjφj(t) +
p∑

j=1

βjψj(t) + εt, t = 1, . . . , T,

dans lequel φj(t) et ψj(t) sont des fonctions connues du temps, utilisées pour
modéliser respectivement la tendance f(t) et la composante saisonnière S(t)
à l’aide de paramètres naturels αj et βj, l’erreur εt étant un bruit blanc
gaussien. En effet la tendance linéaire est obtenue avec φ0(t) = 1 et φ1(t) = t.
Pour la partie périodique de période p, nous introduisons les fonctions

ψj(t) = δj(t) = 1 si t = j mod(p), 0 sinon, t = 1, . . . , T, j = 1, . . . , p.

Les paramètres naturels sont α0 = β, α1 = α et βj = Sj, j = 1, . . . , p. Cepen-
dant pour que le modèle soit identifiable, nous avons imposé la contrainte
S1 + . . . + Sp = 0. En général les fonctions φj(t), j = 0, . . . q constituent
q + 1 vecteurs linéairement indépendants de IRT et il en est de même pour
les p fonctions ψj, j = 1, . . . , p. Par contre l’intersection des sous-espaces de
dimensions q + 1 et p ainsi définis est rarement réduite au vecteur nul. En
d’autres termes, les deux systèmes de fonctions engendrent un sous-espace de
IRT de dimension r ≤ p+q+1. Il sera donc nécessaire d’introduire p+q+1−r
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contraintes sur les paramètres naturels. Cela conduit à restructurer le modèle
sous la forme,

Yt = f(t) + S(t) + εt =
r∑

j=1

θjxj(t) + εt, t = 1, . . . , T,

où les fonctions xj(t), j = 1, . . . , r, combinaisons linéaires des fonctions φj(t)
et ψj(t) initiales, définissent r vecteurs linéairement indépendants de IRT .

Par exemple une généralisation immédiate du modèle de Buys-Ballot con-
siste à poser :

f(t) =
q∑

k=0

αkt
k, S(t) =

p∑
j=1

[
s∑

k=0

βjkt
k

]
δj(t) =

p∑
j=1

Sj(t)δj(t), t = 1, . . . , T.

Dans ce cas la tendance est un polynôme de degré q et les “coefficients saison-
niers” évoluent au cours du temps comme un polynôme de degré s. La rela-
tion

p∑
j=1

δj(t) = 1, t = 1, . . . , T,

conduit aux contraintes

k∑
j=1

βjk = 0, k = 0, . . . , min(s, q),

qui seront suffisantes si T est assez grand. Notons qu’il n’est plus nécessaire
de supposer que T soit un multiple de la période.

De façon générale le modèle initial, en fonction des paramètres naturels,
et sa restructuration se décrivent sous forme vectorielle par :

Y = X̃θ̃ + ε = Xθ + ε, X̃ = XG, , θ̃ = G−θ, ε ∼ N (0, σ2IT ).

Dans cette écriture Y = t[Y1, . . . , YT ] est le vecteur des observations, ε =
t[ε1, . . . , εT ] est celui des erreurs, IT étant la matrice identité d’ordre T , et
θ̃ = t[α0, . . . , αq, β1, . . . , βp] est le vecteur des paramètres naturels. La ma-
trice X̃, de dimension T × (p + q + 1), représente le système des fonctions
initiales φj(t) et ψj(t) et X, de dimensions T×r, celui des nouvelles fonctions
xj(t). La matrice G, de dimension r × (p + q + 1), est alors parfaitement
définie. Le choix de l’inverse généralisé G− traduit les contraintes sur θ̃ as-
surant son identification à partir du paramètre θ = t[θ1, . . . , θr] du modèle.
Le choix des fonctions xj(t) peut être guidé par l’interprétation du paramètre



2.6. APPLICATION AUX CHRONIQUES 93

θ qui en résulte. Par exemple, on pourra faire en sorte que l’absence d’une
composante (saisonnière ou tendance) se traduise par la nullité des dernières
composantes de θ.
Illustration
Les résultats concernant l’ajustement d’un modèle avec une tendance quadra-
tique (noté modèle quadratique) sur le chiffre d’affaires de la presse parisienne
sont indiqués dans les Tableaux 2.8 et 2.9 ainsi que sur la Figure 2.17. La
représentation graphique des résidus normalisés par l’approximation gaussi-
enne est donnée dans la Figure 2.18 et les tests concernant la présence de
l’effet saisonnier ou la nécessité d’introduire le terme quadratique dans la
tendance sont regroupés dans le Tableau 2.10.

mois janv fév mars avr mai juin juil août sept oct nov déc
j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

année i
1981 1 84 92 90 83 85 100 96 104 107 120 102 105

ajustée 93 87 97 85 82 91 102 98 110 121 93 106
1982 2 112 112 119 109 109 103 135 111 140 133 123 125

ajustée 116 110 120 108 104 113 124 120 131 142 114 126
1983 3 139 129 142 123 124 124 140 151 149 147 130 139

ajustée 136 130 139 127 123 131 142 138 149 159 131 143
1984 4 158 150 171 137 138 145 155 149 155 178 139 156

ajustée 153 146 155 143 139 146 157 152 163 173 145 156
1985 5 171 150 157 167 142 167 167 157 177 200 143 171

ajustée 166 159 168 155 150 158 168 164 174 184 155 166

coef. sais. 7 -1 7 -7 -12 -6 4 -2 8 17 -13 -2
1986 prévues 176 169 177 164 159 166 176 171 181 191 161 172

Tendance : ”pente” = 2,13 ; ”ordonnée à l’origine” = 84 ; terme quadratique = -0,0121

Tableau 2.8: Chiffre d’affaires mensuel de la presse parisienne dans une petite
ville de province, modèle quadratique (unité : 1KF)

mois janv fév mars avr mai juin juil août sept oct nov déc
Coef. réels 6,7 -1,0 6,7 -6,7 -12,4 -5,6 3,8 -1,7 8,1 16,8 -12,7 -2,2

Coef. studentisés 2,0 -0,3 2,0 -2,0 -3,6 -1,6 1,1 -0,5 2,4 4,9 -3,7 -0,6

Seuil du test de Student de niveau 5% à 46 d.l. : 2,01

Tableau 2.9: Coefficients saisonniers du chiffre d’affaires mensuel de la presse
parisienne dans une petite ville de province, modèle quadratique
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Figure 2.17: Chiffre d’affaires de la presse parisienne dans une petite ville de
province, modèle quadratique
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Figure 2.18: Résidus normalisés du chiffre d’affaires de la presse parisienne
dans une petite ville de province, modèle quadratique
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Paramètres du modèle θ̂0 θ̂1 θ̂2 σ̂ σ̂2

Avec effet saisonnier 83,9 2,131 -0,0121 7,9 62,65
Sans effet saisonnier 84,0 2,120 -0,0120 11,2 125,35

Seuil du test de Fisher-Snedecor de niveau 5% à 11 et 46 d.l. 1,97
Statistique du test observée pour la présence du mouvement saisonnier 6,19
Seuil du test de Fisher-Snedecor de niveau 5% à 1 et 46 d.l. 4,06
Statistique du test observée pour la présence du terme quadratique 10,14

Tableau 2.10: Tests de l’effet saisonnier et de la présence du terme quadra-
tique pour le chiffre d’affaires mensuel de la presse parisienne dans une petite
ville de province, modèle quadratique
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treprises, unité = 1MF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.8 Zoom sur la marge en fonction du chiffre d’affaires de l’ensemble
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mathématique. Dunod, Paris, 1969.

[BJR94] G.E.P. BOX, G.M. JENKINS, and G.C. REINSEL. Time Se-
ries Analysis, Forecasting and Control. Prentice Hall, Englewood
Cliffs, New Jersey, third edition, 1994.

[BL87] D. BOSQ and J.-P. LECOUTRE. Théorie de l’estimation fonc-
tionnelle. Economica, Paris, 1987.

[CAL65] G. CALOT. Cours de statistique descriptive. Dunod,
Paris, 3e edition, 1965. Collection Statistique et Programmes
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calcul des probabilités. Masson, 3e edition, 1996.

[KS71] M.G. KENDALL and A. STUART. The advanced theory of statis-
tics. Charles Griffin, London, 3e edition, 1971. 3 volumes.

[LEH59] E.L. LEHMANN. Testing statistical hypothesis. John Wiley,
1959.

[LMF79] L. LEBART, A. MORINEAU, and J.-P. FÉNELON. Traitement
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droite de régression orthogonale, 7
droite des moindres carrés, 5
droite des moindres distances, 7
droite des moindres rectangles, 8
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paramètres, 12
plan d’expérience, 2, 12
plan d’expérience, 52
probit, 2
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1.3.4 Vecteurs aléatoires gaussiens . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.3.5 Transformations sur les variables . . . . . . . . . . . . 35
1.3.6 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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2.5.3 Régression orthogonale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

2.6 APPLICATION AUX CHRONIQUES . . . . . . . . . . . . . 80
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