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Chapitre 1

Introduction

Comme son nom l'indique, le cours de premier semestre de Principes et Méthodes Sta-
tistiques (PMS) a présenté les principes et les méthodes de base d’une analyse statistique
de données. On peut résumer rapidement son contenu de la fagon suivante :

e Statistique descriptive : le but est de décrire et résumer l'information contenue
dans les données a l'aide de représentations graphiques (diagrammes en batons, his-
togrammes, graphes de probabilité) et d’indicateurs statistiques (moyenne, variance,
médiane, quantiles, ...). Tous les exemples vus portent sur des données unidimen-
sionnelles. L’extension a des descriptions de données multidimensionnelles sera vue
dans le cours d’Analyse Statistique Multidimensionnelle (ASM).

e Statistique inférentielle : le but est de faire des prévisions et prendre des décisions
au vu des données. Nous avons vu deux grandes catégories de méthodes :

— L’estimation, ponctuelle et par intervalles de confiance, avec la méthode des
moments et la méthode du maximum de vraisemblance.

— Les tests d’hypotheses, avec les tests paramétriques sur un ou deux échantillons
et les tests du 2.

Le but du cours de Statistique Inférentielle Avancée (STA) est d’approfondir et d’étendre
ces notions, en allant plus loin dans la théorie mathématique sous-jacente.

Nous commencerons par donner des concepts généraux sur I'inférence statistique, en
introduisant la notion de modele statistique. Puis nous étudierons des propriétés d’op-
timalité des notions déja étudiées : comment trouver un estimateur optimal ? Qu’est-ce
qu’un test optimal et comment le trouver ? Nous étudierons une nouvelle méthode d’es-
timation, 'estimation bayésienne, qui ouvre un champ tres important de la statistique
moderne.

Nous distinguerons la statistique paramétrique, qui suppose I'existence d’un modele
connu avec des parametres inconnus, et la statistique non paramétrique, qui ne fait
pas ces hypotheses. Dans ce contexte, nous verrons comment estimer des fonctions de
répartition et des densités de probabilité.

Enfin, nous étudierons des tests non paramétriques, permettant de déterminer si
des observations sont indépendantes et de méme loi ou présentent une tendance, de tester
une moyenne ou de comparer des échantillons sans faire d’hypotheses sur un modele sous-
jacent, ou de tester I’adéquation d’un modele.
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Nous établirons des propriétés sur des parameétres a plusieurs dimensions (avec la
notion de matrice d’information au lieu de celle de quantité d’information) et étudierons
des résultats asymptotiques (optimalité asymptotique de I'estimateur de maximum de
vraisemblance).



Chapitre 2

Concepts de l'inférence statistique

2.1 Le modele statistique

Un modele statistique est un objet mathématique associé a l'observation de données
issues d’un phénomene aléatoire.

Une expérience statistique consiste a recueillir une observation x d’un élément aléatoire
X, a valeurs dans un espace X et dont on ne connait pas exactement la loi de probabilité
P. Des considérations de modélisation du phénomene observé amenent a admettre que P
appartient a une famille P de lois de probabilité possibles.

Définition 1 : Le modele statistique (ou la structure statistique) associé a cette
expérience est le triplet (X, A, P), ot :

o X est l'espace des observations, ensemble de toutes les observations possibles.
o A est la tribu des évenements observables associée.

e P est une famille de lois de probabilités possibles définie sur A.

L’intérét de cette notion de modele statistique est qu’elle permet de traiter avec le
méme formalisme tous les types d’observations possibles.

On dit que le modele est discret quand X est fini ou dénombrable. Dans ce cas, la
tribu A est ’ensemble des parties de X' : A = P(X). C’est le cas quand ’élément aléatoire
observé X a une loi de probabilité discrete.

On dit que le modele est continu quand X C IR et VP € P, P admet une densité
(par rapport a la mesure de Lebesgue) dans IR?. Dans ce cas, A est la tribu des boréliens
de X (tribu engendrée par les ouverts de X) : A = B(X).

On peut aussi envisager des modeles ni continus ni discrets, par exemple si ’'observation
a certains éléments continus et d’autres discrets. X et A sont alors plus complexes.

Le cas le plus fréquent, celui qui a été principalement vu en PMS, est celui ou I’élément
aléatoire observé est constitué de variables aléatoires indépendantes et de méme loi (i.i.d.) :
X = (Xy,...,X,), o les X; sont i.i.d. On dit que I'on a alors un modeéle d’échantillon.
Dans ce cas, par convention, si on note (X', A, P) le modele correspondant & un échantillon
de taille 1, on notera (X, A, P)" le modele correspondant a un échantillon de taille n.
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Exemple 1 : ampoules. L’exemple de référence du cours de PMS a consisté a recueillir
les durées de vie, supposées indépendantes et de méme loi exponentielle, de n ampoules
électriques. L’observation est de la forme z = (x1,...,z,), ou les x; sont des réalisations
de variables aléatoires X; indépendantes et de méme loi exponentielle de parametre A
inconnu.

Pour tout i, z; € R", donc l'espace des observations est X = R™". Alors la tribu
associée est A = B(R™). Le modele est continu. Comme on admet que la loi est ex-
ponentielle mais que son parametre est inconnu, l’ensemble des lois de probabilités pos-
sibles pour chaque X; est {eazp()\); S R+}. Comme les X; sont indépendantes, la loi
de probabilité du vecteur (Xi,...,X,) est la loi produit P = {ea:p()\)@m; S R+}, en-
semble des lois de probabilité des vecteurs aléatoires de taille n dont les composantes sont
indépendantes et de méme loi exponentielle de parametre inconnu.

Finalement, le modele statistique associé est :

(RY",B(R™"), {exp(\)*"; A € R"})
qu’on peut aussi écrire, d’apres la convention énoncée :

(R*, B(R"), {ezp(A\); A € RT})".

Ezemple 2 : controle de qualité. Une chaine de production produit un tres grand nombre
de pieces et on s’intéresse a la proportion inconnue de pieces défectueuses. Pour ’estimer,
on préleve indépendamment n pieces dans la production et on les controle. L’observation
est x = (x1,...,2,), OU :

] 1sila ™€ piece est défectueuse
‘ 0 sinon

Par conséquent, 1'espace des observations est X = {0,1}". Il est fini, donc le modele
est discret et A = P ({0, 1}"). Les X; sont indépendants et de méme loi de Bernoulli B(p),
ou p = P(X; = 1) est la probabilité qu'une piece soit défectueuse.

Alors le modele statistique peut s’écrire :

({0,133, P ({0,1}") . {B(p)*";p € [0,1]})

ou

({0,1}, P ({0,1}),{B(p);p € [0,1]})".

Remarque : Quand I’élément aléatoire X est numérique, il admet une fonction de répartition
F'. La fonction de répartition caractérisant une loi de probabilité, I’ensemble P des lois de
probabilité possibles pour X est en bijection avec ’ensemble F des fonctions de répartition
possibles. Aussi le modele statistique peut dans ce cas étre noté (X, .4, F) au lieu de

(X, A, P).
2.2 Modele paramétrique ou non paramétrique
Un modele paramétrique est un modele ou 1’on suppose que le type de loi de X est

connu, mais qu’il dépend d’un parametre 6 inconnu, de dimension d. Alors, la famille de
lois de probabilité possibles pour X peut s’écrire P = {Pg; e C Rd}.
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C’est évidemment le cas des deux exemples. Le probleme principal est alors de faire
de l'inférence statistique sur 6 : ’estimer, ponctuellement ou par régions de confiance
(intervalles si d = 1), et effectuer des tests d’hypotheses portant sur 6. On fait alors de la
statistique paramétrique.

Un modele non paramétrique est un modele ot P ne peut pas se mettre sous la
forme ci-dessus. Par exemple, P peut étre :

e |’ensemble des lois de probabilité continues sur R,

e l'ensemble des lois de probabilité dont le support est [0, 1],

e I’ensemble des lois de probabilité sur IR symétriques par rapport a ’origine,
e ctc...

Dans ce cadre, il est possible de déterminer des estimations, des intervalles de confiance,
d’effectuer des tests d’hypotheses. Mais les objets sur lesquels portent ces procédures
statistiques ne sont plus des parametres de lois de probabilité. On peut vouloir estimer des
quantités réelles comme ’espérance et la variance des observations. On a vu en PMS qu’on
pouvait utiliser la moyenne et la variance empirique des données. On peut aussi vouloir
estimer des fonctions, comme la fonction de répartition et la densité des observations. On
a vu en PMS qu’'un histogramme est une estimation de densité.

En termes de tests d’hypotheses, on peut effectuer des tests sur la valeur d'une
espérance, tester si les observations sont indépendantes, si elles présentent une croissance,
si elles proviennent d’une loi normale, tester si plusieurs échantillons proviennent de la
meéme loi, etc... On fait alors de la statistique non paramétrique.

De maniere générale, la statistique non paramétrique regroupe I’ensemble des méthodes
statistiques qui permettent de tirer de I'information pertinente de données sans faire 1'hy-
pothese que la loi de probabilité de ces observations appartient a une famille paramétrée
connue.

Un des problemes de la statistique paramétrique est le risque d’erreur du a un mau-
vais choix de modele. Par exemple, on a vu en PMS dans 'exercice sur les niveaux de
bruit a Montréal, que I'on obtient des résultats aberrants si on effectue des calculs en
supposant que des observations sont de loi exponentielle, alors qu’en fait elles sont de loi
normale. L’avantage de la statistique non paramétrique est de ne pas étre soumise a cet
aléa. En revanche, si les observations sont bien issues d’un modele précis, les méthodes
statistiques paramétriques qui utilisent ce modele seront plus performantes que celles qui
ne 'utilisent pas. Il est donc également important d’établir des méthodes permettant de
déterminer si des observations sont issues ou non de tel ou tel modele paramétrique, les
tests d’adéquation.

2.3 Fonction de vraisemblance

Dans un modele paramétrique, la fonction de vraisemblance joue un role fondamental.
Nous n’avons vu en PMS que le cas des modeles d’échantillon, en traitant séparément le
cas des lois discretes et des lois continues.

Pour un modele d’échantillon discret, 1’élément aléatoire observé est X = (X7,..., X,,),
ou les X; sont indépendantes et de méme loi discrete. Alors la fonction de vraisemblance
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est : .
L(O;ar,... x0) = P(Xy =21, Xy = 2;0) = | | P(X; = 2;;0).
i=1
Pour un modele d’échantillon continu, I’élément aléatoire observé est X = (X,..., X,),

ou les X; sont indépendantes et de méme loi continue. Alors la fonction de vraisemblance
est :

L(O;z1, .. 20) = fxrxn (@ 2030) = [ fx.(@i0).
i=1

Pour définir une fonction de vraisemblance valable dans n’importe quel modele statis-
tique, pas forcément d’échantillon et pas forcément discret ou continu, il faut utiliser des
notions de théorie de la mesure.

Rappels :

e Une mesure u sur (X,.A) est o-finie si et seulement si il existe une suite {4, },>1
d’évenements de A telle que (v, An = X et Vn > 1, pu(A,) < +oo (X est une
union dénombrable d’événements de mesure finie).

e [ est absolument continue par rapport a u si et seulement si :

VA€ A u(A) =0= Py(A) =0.

On considére un modele paramétrique quelconque (X, A, {FP; 6 € ©}). On supposera
qu’il existe une mesure o-finie p sur (X, A) telle que V8 € ©, la loi de Py est absolument
continue par rapport a p (on dit que p est la mesure dominante du modele). Alors
le théoreme de Radon-Nikodyn assure que Py admet une densité par rapport a p. Cette
densité est appelée fonction de vraisemblance du modele.

Définition 2 La fonction de vraisemblance du modéle (X, A, {Ps; 0 € ©}) est la
fonction de 6 définie par :

VAe A, Py(A) = P(X € A;0) = /AC(Q;JJ) du(z).

Plus généralement, pour toute fonction ¢ intégrable, on a :

E[p(X)] = /X () L(6;7) dp(z).

En toute rigueur, £ n’est définie qu’a une p-équivalence pres. Mais dans la pratique,
il n’y a pas d’ambigiiité, aussi parle-t-on bien de “la” fonction de vraisemblance.

Cas des modéles continus. Si X est un vecteur aléatoire admettant une densité fx(z;60)
(par rapport & la mesure de Lebesgue), on sait bien que P(X € A;0) = [, fx(x;0)dx.
Donc la mesure dominante est la mesure de Lebesgue et la fonction de vraisemblance est
L(O;z) = fx(z;0).
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Cas des modeles discrets. Si X est un vecteur aléatoire de loi discrete, définie par les
probabilités élémentaires P(X = x;6), alors :

P(X € A;0) = ZP /P(sz;@)dud(x)
€A A
ol fig est la mesure de dénombrement sur X : pq(A) = card(A) et [, f(z)duq(z) =

> zea J(x). Donc la fonction de vraisemblance est bien £(6;z) = P(X = 6’)

L’avantage de cette définition générale est qu’elle permet de traiter des cas plus aty-
piques que les modeles d’échantillon discrets ou continus.

Exemple. Une expérience aléatoire conduit a observer la réalisation d'un couple de va-
riables aléatoires X = (Y, N), ou Y est une variable aléatoire réelle (continue) et N est
une variable aléatoire entiere (discréte). Y et N ne sont pas forcément indépendantes.
Admettons que leur loi conjointe dépende d’un parametre 6.

Pour calculer la vraisemblance, qui permettra d’estimer 6, il faut étre capable de
calculer des grandeurs du type P ((Y,N) € Ay x As;0) = P([Y € A)JN[N € Ay];6), ou
Aj est un intervalle de R et A, est une partie de IN. On a :

P(Y e AIN[N € Af0) = > P([Y € A]NI[N =n;0)

neAs

= /A P([Y € 4] N[N =nl;6) dua(n)

_ /P(Y6A1|N_n;9) P(N = n;6) djia(n)

- / Jrinen(y:0) dy P(N = 1:6) dpa(n)
Ag J A

=[] el 8) POY = m0) dy dpa(o)
A1><A2

_ / / Frinn(y;0) PIN = n;8) dAr @ pa(y; )
A1><A2

ce qui prouve que la fonction de vraisemblance est :
L(0;) = L(O;y,n) = fyin=n(y; 0) P(N = n;0).

et que la mesure dominante est la mesure produit A; ® ug, ot Ay, est la mesure de Lebesgue
sur IR et 4 est la mesure de dénombrement sur IN.

2.4 Statistiques

En PMS, on a défini une statistique comme une fonction des observations, ¢(z). Dans
un modele paramétrique, cette fonction ne doit pas dépendre du parametre inconnu 6.
Autrement dit, elle doit étre mesurable. La définition formelle d'une statistique est la
suivante.
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Définition 3 Dans un modéle statistique (X, A, P), une statistique est une application
mesurable t de (X, A) dans un espace Y muni d’une tribu B.

Rappel : une application t de (X, .A) dans (), B) est mesurable si et seulement si V B € B,
I'évenement ¢~1(B) = [t(X) € B] est dans A, cest-a-dire VA, t(A) = B = A € A.
Concretement, cela signifie que 'on peut calculer la probabilité de tout évenement de la
forme [t(X) € B], donc ¢ ne doit pas dépendre de parametres inconnus.

Puisque x est une réalisation de I’élément aléatoire X, t(x) est une réalisation de
I'élément aléatoire T' = ¢(X).

Définition 4 La loi de probabilité Pr de T est appelée loi image par t et le modéle
(V,B,{Pr; P € P}) est le modeéle image part de (X, A, P).

Ezemple des ampoules. Le modele est (RY, B(R™), {exzp(A\); A € RT})". X = (X1,..., X,),
ou les X; sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi exp(A). On sait
qu’alors T' = i X; est de loi gamma G(n, ). Donc la loi image par t(x) = i x; est la
loi G(n,\) et lelmodéle image est le modele (R™, B(R"), {G(n, \); X € ]RJ“})l.:1
Remarquons que le modele image est de dimensio;l 1 alors que le modele initial était

de dimension n. Autrement dit, la statistique ¢(z) = > z; est un résumé des observations

1=1
x = (z1,...,2,). On retrouvera cette notion ultérieurement.

Définition 5 Soit (X, A, {Py; 0 € O}) un modéle statistique paramétrique. Si la fonction
de vraisemblance admet un mazimum unique au point é(ac), alors Uapplication x — é(x)
est appelée statistique de maximum de vraisemblance. é(X ) est l'estimateur de
maximum de vraisemblance de 6 au vu de X.

2.5 Exhaustivité

On considére un modele statistique paramétrique (X, A, {Py; 0 € © C ]Rd}). On cher-
che a obtenir le maximum de connaissance possible sur le parametre 6 a partir de 1'ob-
servation x € X'. Souvent, x est un vecteur (x1,...,x,) et n est tres grand. Il est alors
intéressant de réduire les données en les résumant par une statistique ¢(z) de dimension
tres inférieure a n. Il est logique de s’attendre a ce que le résumé t(x) des observations
contienne moins d’information sur 6 que ’ensemble des données initiales. Or il existe des
statistiques qui résument les observations tout en conservant 'intégralité de I'information
sur #, les statistiques exhaustives.

Définition 6 Une statistique t est exhaustive pour 0 si et seulement si la loi de proba-
bilité conditionnelle de X sachant [T = t| ne dépend pas de 6.
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Justification. Si la loi de X sachant [T" = t] ne dépend pas de 0, cela signifie que, quand
on connait le résumé de I'observation t(x), la connaissance de la totalité de ’observation
x n’apporte aucun renseignement supplémentaire sur . Donc la totalité de 'information
sur @ est contenue dans t(x). Par conséquent, il faut s’attendre a ne se servir que de t(x)
(au lieu de z tout entier) pour estimer 6.

Exemple du controle de qualité. Le modele est ({0,1},P ({0,1}),{B(p);p € [0,1]})". z =
(x1,...,2,), o1
| 15silai®™e pidce est défectueuse
“7 | 0sinon

Les X; sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi B(p), ou p est la
probabilité qu’une piece soit défectueuse.

Il semble évident que, pour avoir toute 'information sur p, il est inutile de savoir, pour
chaque piece controlée, si elle est défectueuse ou pas. Il suffit de connaitre le pourcentage
(ou le nombre total) de pieces défectueuses. Dailleurs on a vu en PMS que 'estimateur

1
optimal (ESBVM) de p était bien la proportion de pieces défectueuses p, = — > X.
n .
1 n
On doit donc s’attendre a ce que p,(x) = — > x; soit une statistique exhaustive. Pour
=1
des raisons de simplicité d’écriture, on va plutot montrer que le nombre total de pieces

n
défectueuses t(x) = > x; est une statistique exhaustive.
i=1

On sait que T'= > X; est de loi binomiale B(n,p). Alors :

i=1

PX=alT=1) = P(Xi=a1,....X, =2, Y X; =1)

P(Xlzl'l,...,Xn:Q?n,ZXi:t)

i=1

P(iéXi—t)

— P (X, = oy Xy =Ty, n
= ( 1 ‘T:L; ) .I') si le_t
P(ZXZ-—t) =1
i=1
L= ) — p si ajl:l — i o 1—x;

et comme les X; sont indépendants, on a :

P(Xy=a2,.... Xp=u,) ]i[P( = x;) B :ﬂpri(l_p>1_zi
- P(T=t) B Ctpt (1 —p)nt

P(i:ilXi:t>
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0 si ) m#t
Donc P(X =z|T =t) = 1 o :
— sl Yy x=t
Ch iz

On reconnait la loi uniforme sur {(xl, o xy) €40,11 > oy = t}.
i=1

La loi conditionnelle de X sachant [T' = t| ne dépend pas de p, donc t(x) = > x; est
i=1

une statistique exhaustive pour p.

La vérification de la propriété définissant les statistiques exhaustives n’étant pas
forcément facile, il est plus pratique d’utiliser le théoreme de Fisher-Neyman, qui ca-
ractérise tres simplement 1'exhaustivité.

Théoreme 1 . Théoreme de factorisation de Fisher-Neyman. Pour qu’une statis-
tique t soit exhaustive pour 0, il faut et il suffit qu’il existe deux fonctions mesurables g et
h telles que :

VeeX,V0eO, L(0;x)=g(t(x);0) h(z).

Démonstration. Effectuons la démonstration dans le cas d’'un modele discret. On a donc
L(0;z) = P(X = x;0).
(=) Si t est exhaustive, P(X = z|T = t) ne dépend pas de . Par conséquent :

LO;z) = P(X
= PX
Zh@PGZ(W@

qui est bien de la forme g (t(x);6) h(x).
(<) On suppose que L(6;x) = P(X = z;0) = g (t(x);0) h(z). Il faut montrer qu’alors
P(X = z|T =t) ne dépend pas de 6. On a :

P(X = alT = ty0) = DX =2NT=leib) PX=cnHX)="t:6)

P(T = ty;0) P(T = ty;0)
X 0 0 si t(x) # to
m S1 t([[’) = to

Or P(T = t9;:0) = P(H(X) = to:0) = ¥ P(X = y:0).

Donc, pour t(x) = tg, on a :

P(X = a|T =ty:0) = ) -
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gt k@) )
> g(te:0) h(y) > hly)
yit(y)=to yit(y)=to
qui ne dépend pas de 0. Donc t est exhaustive, d’ou le théoreme. [
Ezemple 1 : controle de qualité. On a vu que :
n T —x Xn: €Ty n— Xn: €T
Lp;oy,...,zn) =" =p)' ™ =p= (1-p) =

i=1

n
C’est de la forme ¢g(>_ ;;p), donc on retrouve immédiatement que > xz; est une sta-
i=1 i=1
tistique exhaustive.

Ezemple 2 : échantillon de loi normale N'(m;c?). On suppose que X = (X3,..., X,,), ou
les X; sont indépendantes et de méme loi A(m;0?). La vraisemblance est :

,C(m,0'2;{1'}1,...,l'n) = ngl (.Ti;m70'2) :12110_ 27T€ 202
1 n
L g (@ m)
— =€ =1
(0 27T)
_ i=1 i=1
(0 27T)n ‘

n n n n

qui est de la forme g ((Z T, Y. xd);m, 02). Donc le couple (Z T > xf) est une sta-
=1 = =1 =1

tistique exhaustive pour le parametre § = (m, o) d'un échantillon de loi normale.

Propriété 1 Sit est exhaustive et sit = p o s, alors s est exhaustive.

Démonstration. t est exhaustive donc

L(0;x) = g (t(x);0) h(x) = g (pls(x)];0) h(z) = G (s(x);0) h(z)

donc s est exhaustive. [ |

n n
Exemple : échantillon de loi normale. | > z;, Y. xf) = o(T,,s?), donc (T,,s?) est une
=1 i=

statistique exhaustive pour (m,o?) (c’est la statistique de maximum de vraisemblance).
Remarque : Si t est exhaustive, ¢ ot ne I'est pas forcément ! Par exemple, p(Z,,s2) = Z,

n’est pas exhaustive pour (m,o?).

Propriété 2 Sit est une statistique exhaustive et si 9: est la statistique de mazrimum de
vraisemblance, alors il existe une fonction ¢ telle que 6 = @ ot.
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Démonstration. t est exhaustive donc L(0;x) = g (t(z);6) h(x). h n'intervient pas dans
la maximisation de cette fonction par rapport a 6, donc la statistique de maximum de
vraisemblance ne dépend de x qu’a travers t(z). Par conséquent, il existe une fonction ¢
telle que 6 = pot. |

n

C’est bien le cas de la loi normale avec t(x) = <Z T > 1‘2) et 0(z) = (T, 52).
i=1

i
=1

La statistique de maximum de vraisemblance est fonction d’une statistique exhaustive,

mais elle n’est pas forcément exhaustive elle-méme.

En fait, on peut caractériser facilement les lois de probabilité pour lesquelles les
modeles d’échantillon admettent une statistique exhaustive : celles qui appartiennent a la
famille exponentielle.

2.6 La famille exponentielle

Définition 7 Soit X une variable aléatoire réelle, dont la loi de probabilité dépend d’un
paramétre 8 € R, On dit que la loi de X appartient A la famille exponentielle si et
seulement si P(X = x;0) (cas discret) ou fx(x;0) (cas continu) est de la forme :

d

> aj(x)a;(8) +b(z) + 5(6)

e I=1

La plupart des lois usuelles appartiennent a la famille exponentielle :

e Loi de Bernoulli B(p) :

P(X =2;p) = { 1?}) :1iié — p*(1 — )@ _ onp+(1—2z)In(l —p)
p
xln + In(1 —
_ lmp=tn(l—p) - p) _ ST PP
qui est de la forme souhaitée avec d = 1, a(z) = z, a(p) = In . ﬁp’ b(z) = 0 et
Bp) = In(1 = p).
e Loi exponentielle exp(N) :
Fx(@\) = )\e—AI _ 6—)\1‘ +1InA
qui est de la forme souhaitée avec d = 1, a(z) = z, a(\) = =X, b(z) = 0 et
B(A) = In .
e Loi normale N'(m,o?) :
(z —m)? 2> mx  m?
S 7T ST LI NG
fx (zym,0%) = L 7o 207 o2 a2 MOV
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1

qui est de la forme souhaitée avec d = 2, a;(x) = 2%, ay(m, 0?) = ~55 as(z) = x,
o

az(m, o?) = g b(z) = 0 et B(m,0?) = —% ~Inov2r.

Mais par exemple, la loi de Weibull W(n, ) n’appartient pas a la famille exponentielle :

2\’ z?
A1 —(—> ——B—i—(ﬂ—l)lnx—ﬁlnn—l—lnﬂ
fx (wim, B) = B=5=e o=e 1

B
x . . .
Le terme z” fait que —5 ne peut pas étre mis sous la forme a(x)a(n, B), donc la loi de

Weibull n’appartient pas a la famille exponentielle.

Le lien entre famille exponentielle et exhaustivité est donné par le théoreme de Dar-
mois :

Théoréme 2 . Théoréme de Darmois. Dans un modéle d’échantillon (X, A, {Py; 0 € ©
C le})”, ou le support de la loi des observations ne dépend pas de 0, il existe une sta-
tistique exhaustive si et seulement si cette loi appartient a la famille exponentielle. Alors

t(z) = (Z ap(x;), ..., > ad(xi)) est une statistique exhaustive.

i=1 i=1

Démonstration. On effectue la démonstration pour des lois continues.

(<) Si la loi des observations appartient a la famille exponentielle, la fonction de vrai-
semblance est :

n Y ag(wi)ag(0) + blx:) + 5(6)
L@ ) = [[fxles6)=[]e

i=1

n d n

ZZCL] z;) oy ( )+Zb(xi)+nﬁ(9)
— i=1 j5=1 i=1

Za] Zaj x;) —i—Zb )+ nB(0
= eJ=1

n n
Le théoreme de Fisher-Neyman permet alors d’en déduire que t(z) = (Z ay(x;), ..., >, ad(xi))
i=1 i=1
est une statistique exhaustive pour 6.

(=) Montrons la réciproque pour d = 1, c’est-a-dire # € IR. On suppose qu’il existe une
statistique exhaustive t. Alors :

Ly, ) =[] f(2::0) = g (t(zr,. . 20);0) Bz, ... 20)



20 Chapitre 2 - Concepts de l’inférence statistique

Il faut montrer qu’alors forcément f(z; ) est de la forme e a(z)a(0) +b(z) + 50), on

InL(0;24,...,2,) = Zlnf(:ci;e) =Ing(t(x1,...,2,);0) +Inh(zy,...,2,)
i=1

Et comme h ne dépend pas de 6 :

0 "0 0
— 1 ST, = — 1 50)=—1 o ;
o0 n‘c(evxb 7-rn) ;ae nf(xl;e) o0 Hg(t(l’l, 7$n)79)
Pour un i quelconque fixé dans {1,...,n}, on a :
0? 0? 0?
1 ST, = 1 ;0) = 1 e ;
aeaxl n£(97x17 7xn) aeaxl nf(xhe) aeaxl ng<t($l7 7xn)79)
0 0?
- 8332 t(x17 e 7In> aeay lng(y7 0)|y:t(l‘1 ----- -Tn)
Pour ¢ et j distincts, on obtient donc :
o? 0 0? 0
iy t n l 7‘9 =t(x1,...,T yr o tn
aeaxl lnf(xl,ﬁ) B axl (1.17 y L )aeay Hg(y )Iy t(21,05%0) B axl t(xl T )
0? ) 0? )
. i . _ — ey Ty
8(9837] lnf(arj, 9) a$j t(xb < axn) aeay lng(y7 9)\y—t(x1 ,,,,, ZTn) 3%- (:Ch » L )
S L : (z;0)
qui ne dépend pas de #. On est donc dans la situation d’une fonction ¢ telle que 9
Py,

ne dépend pas de 0. Alors forcément ¢(z;60) est de la forme ¢(x;0) = u(x)v(f). Par
2
In f(x;0) = u(z)v(d).

conséquent, on a

000z

D’ou % In f(z;0) = a(z)v(0) + w(f) et In f(x;0) = a(x)a() + £(0) + b(x).

Finalement, la densité est bien de la forme f(z;0) = ea(@)a(0) +b(z) + 5(0),

Pour finir ce chapitre, appliquons le théoreme de Darmois aux lois usuelles.

n
e Loi de Bernoulli B(p) : a(x) = x, donc on retrouve le fait que ) | x; est une statistique
i=1

1 n
exhaustive. L’'ESBVM de p est une fonction de cette statistique : p, = — > X;.
=1

n
e Loi exponentielle exp(\) : a(x) = x, donc > x; est une statistique exhaustive.
i=1
< n—1
L’ESBVM de X est une fonction de cette statistique : A, =

1

oy .
Xi
=1
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e Loi normale N'(m,0?) : aj(z) = x* et az(xr) = z, donc on retrouve le fait que
(Z 22,3 1; | ou (Z,,s2) est une statistique exhaustive.
=1 =1
e Loi de Weibull W(n,3). Elle n’appartient pas a la famille exponentielle, donc il

n’y a pas de statistique exhaustive. Cela peut se voir autrement en écrivant la
vraisemblance :

B 1 &
ZT; - B
n If_l — (—> Bn n 51 775 sz
£(77>57x177$n):HB 776 e n :?775 sz e i=1
=1

i=1

Elle ne peut pas étre factorisée sous la forme du théoreme de Fisher-Neyman
g (t(x1,...,xp);m, B) h(xy,...,xz,), sauf si on prend t(xy,...,2z,) = (21,...,2,).
Autrement dit, on ne peut pas résumer I’ensemble des données en conservant la
totalité de I'information sur les parametres.

Remarque : on arelié la notion d’exhaustivité a celle d’information sans définir précisément
I'information. Il y a en fait un lien entre I'’exhaustivité et I'information de Fisher, comme
on le verra plus tard.
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Chapitre 3

Estimation paramétrique optimale

3.1 Introduction

On se place dans un modele statistique paramétrique (X, A,{Py; 0 € © C ]Rd}). On
cherche a estimer au mieux le parametre 6 a partir de I'observation x a l'aide d’une
statistique ¢(z). L’estimateur 7" = ¢(X) doit vérifier certaines propriétés pour étre de
bonne qualité. Il est sans biais si E(T) = 0. Quand § € R (d = 1), on a vu qu'il fallait
que Perreur quadratique moyenne EQM (T) = E [(T — 0)?] soit la plus petite possible.
Quand T est sans biais, FQM (T') = Var(T). Donc pour # € R, un estimateur optimal
sera un estimateur sans biais et de variance minimale (ESBVM).

En PMS, nous avons vu qu’un estimateur sans biais et efficace (sa variance est égale
a la borne de Cramer-Rao) était forcément un ESBVM, mais nous n’avons pas donné
de procédure générale permettant de trouver un ESBVM. C’est le but essentiel de ce
chapitre. Cela nécessite d’utiliser la notion d’exhaustivité, vue au chapitre précédent, et
de complétude, que nous allons introduire.

Les résultats seront d’abord introduits dans le cas simple ou € est de dimension 1
(sections 3.2. & 3.4.), puis nous regarderons le cas ou € est de dimension d quelconque en
abordant la notion d’information de Fisher.

3.2 Réduction de la variance

Le théoreme suivant permet, a partir d’'un estimateur sans biais, de construire un
autre estimateur sans biais de variance inférieure, pour peu qu’il existe une statistique
exhaustive.

Théoreme 3 . Théoréme de Rao-Blackwell. 57l existe une statistique ezhaustive T'
et un estimateur sans biais 0 de 0, alors Z = E[0|T] est un estimateur sans biais de 0,
de variance inférieure a celle de 6.

Rappels.
e E[Y | X] est une variable aléatoire fonction de X. E[Y
e Théoreme de I'espérance totale : E'[E[Y | X]|] = E(Y).
e Pour toute fonction ¢ mesurable, E[p(X) | X]| = ¢(X).

X = z] en est une réalisation.
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e Pour toute fonction ¢ mesurable, E[p(X)Y | X| = o(X)E[Y | X].

Démonstration. Comme T est exhaustive, la loi de X sachant T ne dépend pas de 6, donc
celle de § sachant T non plus. Par conséquent, E[é | T = t] ne dépend pas de 6, donc
z(z) = E[f| T = t(z)] est bien une statistique. Ce résultat est indispensable puisque, si
7 dépendait de 6, on ne pourrait pas l'utiliser pour estimer 6.

D’apres le théoreme de 'espérance totale, F(Z) = E [E[é | T]} — E(6). Donc si 6 est

un estimateur sans biais de 0, Z est aussi un estimateur sans biais de #. La variance de 6
est :

Var(d) = E|(0-E©O)| = E |00y

E (é—Z+Z—9)2]

— E :(é . 2)2] +E[(Z-0)% +2E [(é )7~ 9)] .
Les 3 termes de cette somme vérifient :
1. B [(é . Z)?] > 0.
2. B((Z - 0))) = E[(Z — B(2)))] = Var(Z).

3. B [(é —7)(Z - 9)] —E [(é - Z)Z] —9E(6-2Z)=E [(é - Z)Z}
car E(l — Z) = E(0) — E(Z)=0—0=0.

Enfin :
E [(é - Z)Z} = F E [(é - 2)Z | TH d’apres le théoreme de I'espérance totale
— E|E|(@-B@|T) EB|T)|T||
- E :E[é\T]E [é—E[é\T]]T”
— E :E[é|T] EO|T] - E[é|T]H
=0

Dot Var(d) = E [(é — Z)Q] + Var(Z), ce qui prouve que Var(Z) < Var(0), dou le
théoreme.

FExemple des ampoules. Modele d’échantillon de loi exponentielle. On souhaite estimer la
fiabilité d'une ampoule a 'instant x, ¢’est-a-dire la probabilité qu’elle fonctionne toujours
au bout d'une durée x :

R(z) = P(X; > 2) = ",
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On sait que l'estimateur de maximum de vraisemblance de A est j\n = l/yn =

n
n/ Y X;, donc 'estimateur de maximum de vraisemblance de R(z) est :
i=1

% —nx/ zn: X
Ry(z)=e M =¢ "=,

n

On a dit en PMS (mais sans le prouver) que PESBVM de A est N, = (n —1)/ 3 X,

=1
. . A, ~(n-D)z/ Y Xi
donc on peut aussi proposer d’estimer R(z) par R, (x) =e =1,

n
Mais le biais de ces estimateurs est difficile a calculer. En effet, étant donné que ) X;
i=1
est de loi G(n,\), on a par exemple :

e
B (n—1)!

qu’on ne sait pas calculer.

Une autre solution consiste a estimer la probabilité qu'une ampoule fonctionne toujours
a l'instant x par le pourcentage d’ampoules observées qui fonctionnent toujours a 'instant
x. C’est ce qu'on appelle la fiabilité empirique :

1 n
R,(z)=1-TF,(z) = - Z Lix,>a)-
i=1

Les propriétés de cet estimateur sont faciles a établir. En effet, les V; = 1ix,~0
sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Bernoulli B(P(Y; = 1)) =
B(P(X; > x)) = B(R(x)).

La fiabilité empirique n’est autre que la moyenne empirique des Y; : R, (z) = Y.
Donc on sait que R, (z) est un estimateur sans biais et convergent de E(Y;) = R(x) :

_ Var(Y;)  R(x)[1— R(:U)]

ER,(x)] = R(z) et Var [R,(x)] - "

n
On a vu que t(x) = > x; était une statistique exhaustive pour \. Par conséquent, le
i=1

théoreme de Rao-Blackwell permet d’affirmer que Z = E []Rn(x) | > Xil est un estima-
i=1

teur sans biais de R(x), de variance inférieure a celle de R,,(z).

Soit z(x,t) = E ]Rn(x)\ZXi—t]
=1

- E %Z]{{XPJCHZXZ:)&
L =1 i=1 i

1n
- -N'E

Lix;>ay | ZXz' =t
=1 |
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= B

Lo | 30X = t]

i=1

car les X; sont interchangeables, donc toutes les espérances sont égales

= P(Xi>z]) X;=t).
i=1
Comme les X; sont positives, il est impossible que I'on ait a la fois X; > x et > X; =1
i=1
quand t < z. On fera donc le calcul sous I'hypothese ¢ > x et on rajoutera a la fin
I'indicatrice 1f~,3. On a :

n +oo
P(Xl >x| ZIXl:t) B z fX1| iXizt(u) du
1= =1
avec ; ;
f(lei Xi)(U7 ) f(le_Zn: Xi)(u’ —u)
L g = T T e
! = fin: Xi< ) fznj X;

Pour les mémes raisons que précédemment, le numérateur est nul quand ¢ < u. Donc
dans 'intégrale, la borne sup est en fait ¢ au lieu de +o0.
Pour v < t, on a:

fralu) fo (=)

car X et > X, sont indépendantes. Comme »_ X; est de loi G(n — 1, ), on a :

i=2 =2
)\n—l
)\G—Au ' e—)\(t—u) (t u)n—Q I
X1| ¥ Xi=t A" Xt -1 fn—1
D’ou :
. t t—u)"? 1 -
P(Xi>2| Y Xi=t) = /XN—ULQJ%—d“:WA[—@—W"qZ
i=1 x
— n—1 n—1
= &:O—E) , avec x < t.
tnfl t

r\n—1
Donc finalement z(x,t) = (1 - ?> L{r>q) et I'estimateur recherché est :

i )n,1
n (3 Xi>a}
=1

> X

i=1

Z=(1-
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Autant les estimateurs R, (z), R',(x) et R, (z) semblent naturels, autant celui-ci n’est
pas intuitif. Pourtant, c¢’est le meilleur des 4.

On a vu qu’on pouvait diminuer la variance d'un estimateur sans biais, mais peut-
on atteindre la variance minimale? Pour le déterminer, on doit introduire la notion de
statistique complete.

3.3 Complétude

Définition 8 Une statistique t est complete ou totale si et seulement si pour toute
fonction mesurable p, on a :

Elp(T)] =0, V0 € © = ¢ =0 presque partout sur le support de la loi de T, c’est-a-dire

partout sauf sur un ensemble de mesure nulle.

Exemple 1 : controle de qualité. X = (Xl, ..., X,), ot les X; sont i.i.d. de loi de Bernoulli

B(p). On sait que t(z1,...,z,) = Z x; est une statistique exhaustive pour p. Est-elle
i=1
complete ?

On sait que T'= > X, est de loi binomiale B(n, p), donc :
i=1

= k) P(T = Zs@ k) Crpt(1—p)" ™.

Il faut montrer que
ng k)CEpF(1—p)"* =0, ¥p € [0,1] = Yk €{0,...,n}, p(k) =0.

En effet, comme le support de T est fini, ¢ doit étre nulle partout sur le support.

Or Zso B)CEpH(L—p)" = (1 —p)" > olk)Ck (%) :

Soit = ——. On a
—p
D k) ChpF(1—p)"F =0, ¥pe[0,1] = Y (k) Cro* =0, v € RY.
k=0 k=0

C’est un polynome de degré n en 6 qui est identiquement nul, donc tous ses coefficients
sont nuls. Par conséquent, Vk € {0,...,n}, (k) C* =0 et donc Vk € {0,...,n}, p(k) =

0, ce qui prouve que t(zq,...,x,) = > x; est une statistique complete.
i=1

Ezemple 2 : ampoules. X = (Xi,...,X,), ou les X; sont i.i.d. de loi exponentielle exp(\).

On sait que t(z1,...,x,) = Y z; est une statistique exhaustive pour \. Est-elle complete ?
i=1
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On sait que T'= ) X; est de loi gamma G(n, \), donc :
i=1

+oo n
Elp(T)] = /0 e(y) ﬁ e My dy.

+o0
Elp(T)] =0, VA€ RT = / o) y" teMdy =0, YA € R".
0

Or cette intégrale est la transformée de Laplace de la fonction ¢(y)y™"~! au point .
Comme la transformée de Laplace est injective, la seule fonction dont la transformée soit
0 est la fonction nulle.

Donc on a Vy € R*, p(y)y"t =0, dou Vy € R™, p(y) = 0. ¢ n'est peut-étre pas
nulle en 0, mais elle est nulle presque partout sur R", support de la loi G(n,\). Par

n
conséquent, t(xy,...,x,) = > x; est une statistique complete.
i=1

3.4 L’estimation sans biais et de variance minimale

Les notions d’exhaustivité et de complétude permettent de trouver un ESBVM de 6
a partir d’'un estimateur sans biais.

Théoréme 4 . Théoréeme de Lehmann-Scheffé. Si 0 est un estimateur sans biais de
0 et t est une statistique exhaustive et compléte, alors Z = E[0|T] est l'unique estimateur
sans biais de 0, de variance minimale parmi tous les estimateurs sans biais de 0.

Démonstration. D’apres le théoreme de Rao-Blackwell, si un estimateur sans biais 6 nest
pas fonction de la statistique exhaustive 7', on peut toujours trouver un autre estimateur
sans biais de 0, de variance inférieure, qui soit fonction de T : Z = E[#|T]. Donc un
ESBVM est forcément fonction de 7T'.

Supposons qu'il existe 2 estimateurs sans biais fonction de T, 61 (T) et 6o(T).

E [él(T)} —E [éQ(T)} =0 donc Y0 € ©, E |0,(T) — éQ(T)] —F [(9} - éQ)(T)] ~0.

Comme t est complete, on en déduit que 6, — 6y, =0 presque partout, d’ou 6, = 0,
presque partout. Il n’existe donc qu’un seul estimateur sans biais fonction de T et cet
estimateur est de variance minimale. [ |

Corollaire 1 . Pour trouver un estimateur optimal, il suffit de trouver un estimateur
sans biais fonction d’une statistique exhaustive et compleéte.

_ n
Ezemple 1 : contrdle de qualité. p, = X, = — > X; est un estimateur sans biais de p,
=1

fonction de la statistique exhaustive et complete Y X;, donc c¢’est 'TESBVM de p.

=1
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Cela conforte 'intuition : la meilleure fagcon d’estimer la probabilité quune piece soit
défectueuse, c’est de prendre le pourcentage de pieces défectueuses dans le lot controlé.

Ezemple 2 : ampoules. L’estimateur de maximum de vraisemblance de A est A =n /> X
i=1

~ n
On a vu qu'il était biaisé et que A, = (n — 1)/ > X, était sans biais. On a affirmé en
=1

PMS que ):\;L était TESBVM de A, sans pouvoir le justifier. On sait maintenant que c’est
parce que X/, est un estimateur sans biais fonction de la statistique exhaustive et complete

S X,
=1

Propriété 3 Le théoreme de Lehmann-Scheffé reste valable si on remplace 6 par ¢(0),
ot ¢ est une fonction mesurable quelconque. Autrement dit, 'ESBVM de p(0) est un
estimateur sans biais de () fonction d’une statistique exhaustive et compléte.

T )n,1
n {é:l X;>x}

> X
=1

mateur sans biais de R(z) = e **. Comme il est fonction de la statistique exhaustive et

est un esti-

Dans I'exemple des ampoules, on a vu que Z = (1 —

complete > X;, cela signifie que Z est 'TESBVM de R(x). R, (z) est aussi un estimateur
=1

3
n

sans biais de R(z), mais comme il n’est pas fonction de Y X;, ce n’est pas 'TESBVM.
=1

1=

Théoreme 5 Dans un modele d’échantillon ou la loi des observations appartient a la
n

famille exponentielle, si «(0) est bijective, alors la statistique exhaustive Y a(x;) est
i=1
complete.

n
Ce théoreme permet de retrouver directement que > x; est compleéte dans les exemples
i=1
du controle de qualité et des ampoules.

3.5 Information de Fisher et efficacité

On a dit qu'une statistique exhaustive contenait autant d’information sur 6 que I'ob-
servation x toute entiere, mais on n’a pas défini ce qu’était I'information sur un parametre.
Il y a en fait plusieurs fagons de la définir. On ne parlera ici que de 'information de Fisher,
mais on pourrait aussi parler de I'information de Kullback ou de Shannon. Intuitivement,
I'information mesure la capacité de ’observation a estimer avec précision le parametre 6.

En PMS, on a défini la quantité d’information de Fisher dans le cas de modeles pa-
ramétriques d’échantillon, pour un parametre 6 de dimension 1 :

Z,0) = Var {%lnﬁ(ﬁ;Xl,...,Xn)]

0 0?

2
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L’intérét principal de la quantité d’information est qu’elle fournit une borne inférieure
pour la variance de n’importe quel estimateur sans biais de 6, grace a 'inégalité FDCR :
pour n’importe quelle statistique 7T,

2
il
Var(T) >
ar(T) > 7.0)
- . . . 1
En particulier, si T est un estimateur sans biais de 6, alors Var(T) > 7.00)

Un estimateur efficace est un estimateur pour lequel I'inégalité FDCR est une égalité.
Si un estimateur sans biais est efficace, alors il est forcément de variance minimale et sa
variance est égale a la borne de Cramer-Rao 1/Z,(6).

Dans cette section, nous allons approfondir cette notion d’information de Fisher, en
commencant par la définir pour un parametre 6 de dimension d quelconque.

3.5.1 Score et matrice d’information

On se place dans un modele paramétrique (X, A, {Py; 0 € © C ]Rd}). Le parametre
01
0 s’écrit donc 0 = :
O
Quand on estime un parametre de dimension d, les notions usuelles liées a I’estimation
s’écrivent sous forme vectorielle. Par exemple :

T
e Le vecteur aléatoire 7' = : est un estimateur sans biais de 0 si E(T') = 6, ce
1y
E(Ty) 0,
qui s’écrit vectoriellement : = : ouVje{l,...,d}, E(T;) =46,
E(Ty) 04

e [’erreur quadratique moyenne de 'estimateur 7" est

d

BT -0l =Y B (1 - 6)°]

J=1

e Les théoremes de Rao-Blackwell et Lehmann-Scheffé se généralisent en remplacant
la notion de variance par celle d’erreur quadratique moyenne : on réduit 'EQM
en prenant l’espérance conditionnelle a une statistique exhaustive et on a 'EQM
minimale si cette statistique est complete.

Pour pouvoir traiter a la fois les modeles discrets et continus, nous allons revenir a
la définition générale de la fonction de vraisemblance. Soit p la mesure de référence. On
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rappelle que la vraisemblance £(0, x) vérifie :
VAe A, V0eO, P(X € A;0) = / L(0;x)du(x)
A
et pour toute fonction ¢ intégrable :

E [p(X)] = /X (@) £(6; 2) du(x).

Pour définir les notions qui vont suivre, on a besoin de faire les hypotheses suivantes :

e Le support de Py ne dépend pas de 6 (ce qui, par exemple, exclut la loi uniforme
sur [0, 6]).

o VO, Vu,L(0;x) >0,
e In £(0;x) est dérivable 2 fois par rapport a chaque composante §; de 6.

e On peut dériver 2 fois sous le signe somme par rapport a chaque composante de 6 :
pour toute fonction mesurable g et tous j et k dans {1,...,d},

%/Ag(x)ﬁ(g;x)d,u(az)z/flg(x) a%ﬁ(ﬁ;w)du(x)

0? 92
96,00, /Ag(:r) L(0;x) du(z) = /Ag(x) mﬁ(@;x) du(z).

Sous ces hypotheses, on peut définir les quantités suivantes.

Définition 9 Le score est le gradient de la log-vraisemblance :
Z1(0; X)

Z0;X)=VInL(0;X)= :
Zq(6; X)

0
J
Le score est un vecteur aléatoire de dimension d. Quand 6 € R, c¢’est simplement la

variable aléatoire Z(0; X) = 20 In £(0; X). L’estimateur de maximum de vraisemblance

0 de 6 est la valeur de 6 qui annule le score : Z(0; X) = 0.

Définition 10 La matrice d’information de Fisher Z(0) est la matrice de covariance
du score, de terme général

Z;i(0) = Cov|[Z;(0; X); Z1,(6; X)].
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Quand 6 € R, on retrouve bien Z(0) = Var[Z(0; X)] = Var {% In £(6; X)} :

Propriété 4 Le score est centré : E[Z(0; X)] = 0.

Démonstration. Vj € {1,...,d},

E[Z;0;X)] = E [8% In £(0; X)} a%lnﬁ(@ x) L(6; x) du(z)
2 £(0;7)
89]' )
= X—E(e;w) L(0;z) du(x /86 (0; ) du(x)
= 9 L(0;x) dp(x) d’apres les hypotheses effectuées
90; Jx
0 0
= g PXEX) = 510

|
On en déduit que :

Zin(0) = Cov[Z;(0;X); Ze(0; X)| = E[Z;(0; X) Zy(0; X)] — E[Z;(6; X)| E [ Zk(0; X)]
= E[Z;j(0;X)Z,(6; X)] = [i In £(0; X) i1n£(9 )}

06 00y,
P 2
Pour 6 € R, on retrouve que Z(0) = F (% In £(6; X)) ] .
82
De la méme maniere, on montre que Zj,(0) = —E | ———1In L(0; X)|.
90,00y,

Propriété 5 Pour les modéles d’échantillon de taille n, la matrice d’information est
notée L, (0) et vérifie Z,,(0) = nZy(0).

Cette propriété traduit I'idée naturelle que, dans un échantillon, chaque observation
porte la méme quantité d’information sur 6, et que la quantité d’information est additive.
La démonstration de ce résultat est similaire a celle effectuée en PMS p. 43.

3.5.2 Information et exhaustivité

Définition 11 La quantité d’information d’une statistique t, Z,(0), est la quantité
d’information du modeéle image par t.

Si on résume les données = par une statistique ¢(z), on a dit qu’on s’attendait a perdre
de I'information, sauf si la statistique est exhaustive. C’est exactement ce qui se passe et
qui se traduit de la fagcon suivante. On présente le résultat pour 6 € R pour simplifier.

Propriété 6 .
Dégradation de l'information : pour toute statistique t, Z,(0) < Z(0).
Information et exhaustivité : T,(0) = Z(0) < t est exhaustive.



3.5 Information de Fisher et efficacité 33

3.5.3 Borne de Cramer-Rao et efficacité

L’inégalité FDCR vue plus haut pour 8 € R s’exprime en fait pour # de dimension
quelconque.

Théoréme 6 . Inégalité de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao (FDCR). On considére
un modéle paramétrique (X, A, {Pg; e C ]Rd}) vérifiant les hypotheses de cette sec-
tion et tel que la matrice d’information Z(0) soit inversible.

Soit t une statistique a valeurs dans IR?, Ar la matrice de covariance de T et A la

)
—FE(T;),1<i<q,1 <7 <d.
o0, (T3) i<q J

Alors V0 € R, la matrice Ap — AT (0)'A est semi-définie positive.

matrice de terme général A;; =

Rappel : La matrice M est semi-définie positive si et seulement si Vo # 0,'aMx > 0.

Quand d=q=1, Ar =Var(T) et A = %E( ). Alors on obtient :
0

%E”)r

Var(T) — { 0

> 0.

C’est bien le résultat attendu.

Démonstration. Démontrons le théoreme pour d = ¢ =1. On a :

Cov|T;Z(0;X)] = E[TZ(0;X)] — E[T|E[Z(6; X)]

= E[TZ(0;X)] car le score est centré

= E{ %mc(e X)} / t(z )%lnﬁ(@ x) L(0;x) dp(x)

— /t( >§9£(9 z) du(z) = (;99/ t(x) L(0; x) dp(x)
B
= 25 B(D).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire :
Cov|[T; Z(@;Xﬂ2 <Var(T)Var[Z(0; X)]

D’ou :

Quand 6 € RY, l'inégalité FDCR appliquée aux termes diagonaux de Ap permet
d’obtenir une borne inférieure pour la variance de chaque composante de T :
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Propriété 7 Vi {1,...,q}, on a :

S 1(g) PE(T) 9E(T)
Var ZZI] . 20,

j=1 k=1 J

En particulier, si T" est un estimateur sans biais de , on a pour tout i, £(7;) = 6;. Donc

E(T; 7=
OB(T:) =0;; = { Losii= , d’ou Var(T;) > Z,;*(0), qui est la borne de Cramer-Rao.

00, 0 sinon

L’estimateur 7" est efficace si I'inégalité FDCR est une égalité.

Définition 12 Un estimateur sans biais T est efficace si et seulement si Ax = Z71(0).
Alors, pour tout i, Var(T;) = L;;'(6).

(23

Le dernier théoreme de ce chapitre donne une condition d’existence d’un estimateur
efficace dans les modeles d’échantillon, liée a la famille exponentielle.

Théoréme 7 Dans un modéle d’échantillon (X, A, {Pg ;0 e C ]Rd})”, la borne de Cra-
mer-Rao ne peut étre atteinte que si Py appartient a la famille exponentielle. La vraisem-
blance s’écrit :

ZZCL] x;)oy( )—1—26(351) +np(0)

L(O;xq,...,x,) =e =171

Alors, a une transformation linéaire pres, la seule fonction de 6 qui peut étre estimée

efficacement est h(0) = —A7Y(O)VB(0), ot A(0) est la matrice de terme générique
A (0) = :
Z]( ) 893
: __B') s
Quand 0 € IR, on a simplement h(0) = —O/w). On montre alors en plus que ’estima-
12 R (6
teur efficace de h(0) est T' = - > a(X;) et la variance minimale est Var(T) = nag(e))
i=1

Ezemple des ampoules : échantillon de la loi exp(\).
fX(x§ )\) _ )\6—)\$ _ e—)\.il? + In /\'
La loi exponentielle appartient a la famille exponentielle avec d = 1, a(x) = z, a(\) =

-\, b(z)=0et B(N\) =1InA.

CACY R VO - -
Alors h(\) = o) =1 Donc on peut estimer efficacement 1/ mais pas

A. Clest bien ce quon avait vu : X, = (n — 1)/ > X; est 'ESBVM de ), mais il n’est pas
i=1

efficace.
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1 12 —
L’estimateur efficace de h(\) = X est — > a(X;) = X, et la variance minimale est

ni=1
ROY 1221

X,) = _ _ L
Va?“( n) TLO/()\) n(_1> n\2
! L - — . Var(X
Cest logique car 3 = B(X), 2 =Var(X), E(X,) = E(X) et Var(X,) = C”;L( )
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Chapitre 4

Maximum de vraisemblance et
estimation bayésienne

4.1 Introduction

On se place dans ce chapitre dans un modele paramétrique (X, A, {P9 ;0 €O C ]Rd}).
Le chapitre précédent s’est intéressé a la qualité des estimateurs de 6 dans ces modeles :
variance minimale et efficacité. Mais au préalable, il faut disposer de méthodes permettant
d’obtenir de tels estimateurs. On a vu en PMS la méthode des moments et la méthode
du maximum de vraisemblance. Il existe de trés nombreuses autres méthodes d’estima-
tion. Nous verrons dans ce chapitre une troisieme méthode, de plus en plus populaire,
I’estimation bayésienne. Mais d’abord nous allons approfondir les propriétés des estima-
teurs de maximum de vraisemblance, en nous intéressant a leurs propriétés asymptotiques.
Les résultats établis permettront en particulier de construire des intervalles de confiance
asymptotiques pour les parametres du modele sous-jacent.

4.2 Propriétés asymptotiques de I’estimateur de maxi-
mum de vraisemblance

Rappelons que si la fonction de vraisemblance L(0; ) admet un maximum unique au
point #(x), alors I'application x — 6(z) est appelée statistique de maximum de vraisem-

blance et 6(X) est I'estimateur de maximum de vraisemblance (EMV) de 6. Dans la suite,
on notera plus simplement 6 cet estimateur. On a donc :

0 = argm;xxﬁ(@; X).
Comme d’habitude, on préferera maximiser le logarithme de la vraisemblance :
0 = arg max In £(0; X).

Dans la plupart des cas, on maximisera la log-vraisemblance en annulant sa dérivée
par rapport a chaque composante de #. Mais on a vu (voir le cas de la loi uniforme)
que cette méthode ne fonctionnait pas toujours. Nous allons nous placer dans ce chapitre
dans le cas ou cette méthode va fonctionner. Il faut pour cela faire les mémes hypotheses



38 Chapitre 4 - Maximum de vraisemblance et estimation bayésienne

(dérivabilité, intégration,...) que celles qui ont été introduites dans la section 3.5.1 pour
définir la matrice d’information. Dans ces conditions, 'EMV 6 est solution du systeme
des équations de vraisemblance :

0

Mais comme le score est défini par Z(6; X) = VIn L(6; X), 0 est finalement la valeur
de 6 qui annule le score :
Z(0;X) = 0.
Nous allons maintenant énoncer les propriétés asymptotiques de 'EMV, vues en PMS
pour # € R, pour un parametre de dimension d quelconque. Nous nous intéressons ici
uniquement aux modeles d’échantillon, mais il existe des résultats analogues pour de

nombreux autres modeles. Pour un échantillon de taille n, TEMV sera noté 6,,, le score
Zn(0; X) et la matrice d’information Z,,(0).

Théoréme 8 Dans un modéle paramétrique d’échantillon (X, A, {Pg; e C Rd})”
vérifiant les hypothéses annoncées, on a :

Vi (6, —0) =5 Ny (0,Z771(6))

ot I1(0) est la matrice d’information de Fisher pour un échantillon de taille 1 et Ny est
la loi normale dans IR".

Interprétation : Comme E[én] tend vers 6, 'EMV est asymptotiquement sans biais.
Comme la matrice de covariance de 6, est asymptotiquement équivalente a la borne de
Cramer-Rao [nZ,|71(0) = Z,;1(9), "TEMV est asymptotiquement efficace. Enfin, "EMV est
asymptotiquement gaussien. De plus, la vitesse de convergence de 0,, vers 0 est 1 /\/n, ce
qui signifie que la variance de chaque composante de én tend vers 0 comme 1/n. Il s’avere
que la plupart des autres estimateurs convergent moins vite. Par ailleurs, 0, converge

également presque strement vers 6.

Démonstration : Nous allons montrer le résultat pour un parametre réel (d = 1). Alors
la quantité d’information est simplement un réel Z,,(0), et comme on est dans un modele
d’échantillon, Z,(0) = nZ,(0).

Par commodité d’écriture, on suppose que la loi sous-jacente est continue, de densité

f. Alors la vraisemblance s’écrit L(0;x) = L(0;x1,...,x,) = [] f(xi;0) et le score est :
i=1

Zn(0; X) = % In£(6; X) Z% In f(X;:;0).

On a déja vu que F [Z,(0; X)] =0 et :

T.(0) = Var [Z,(0; X)] = —E {88—; In £(6; X)] =-F {

0

5 Zal6: X)} .

- 0 0?
En particulier, Z,(0) = Var {(‘99 In f(X7; )1 =—F [892 In f(X7; )} .
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0
Les variables aléatoires 20 In f(X;;0) sont indépendantes, de méme loi, centrées et de
variance Z;(0).

Pour éviter des confusions d’écriture, on va noter dans la suite 6 la vraie valeur du
parametre 6.

Le théoreme des accroissements finis permet d’écrire qu’il existe un 6/, dans ] min(én, o),
max(0,,, 0) [ tel que :

A~

Z (03 X) = Z(00; X) + (6, — 60) 9 Z(6; X)}e

Or Z,(0,; X) = 0. Multiplions par 1/,/n.
1

1 . 0
— 7Z.(0p; X — (0, —0y)) — Z,(0: X =
\/ﬁ n( 05 )+\/ﬁ(n 0)89 n(a )|941 0
L 2 (00 x -0 2z 0x) =
ou% 2 (00; X) + v/ (0, — 0)%5 W (0; )|%—0-
Or :
0 1 01 0 1 01
90 n Zn(eaX)L% - % E Zn<07X) 9%_% ﬁ Zn(euX)loo_}_% ﬁ Zn(‘97X)‘Ho—i_II(QO)_Il(QO)'
On pose :
01
An % E Zn(97X)’90 +Il(60)
1 o 0? 0?
— — 1 X —F|=—1 Xy
- X0, = [ 0]

Comme les X; sont indépendantes et de méme loi, la loi des grands nombres permet
d’affirmer que :

1w 02 PS 0?
— 2 w 11’1f<X7;,0)‘90 — F {w hlf(Xl,0>:| "
donc A, £50. On pose :
01 0 1
Bn %EZTZ(Q’X)P% - %ﬁZn(eaX)‘eo

Puisque 0, L5, Oy et 0 € }min(én, o), max(én, o) [, on a forcément ¢/, L5, 6y, donc
PS
B, — 0.

1
Dou —

NG Z(00; X) + V1 (0, — 00) [Bn+ An — T1(65)] = 0, avec 4, 22> 0 et B, 2>
n
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0
De plus, le théoreme central-limite appliqué aux — In f(X;;0) s’écrit :

00

"0
=5 In f(Xi;60) — 0
izlag Zn(e;X) L

NCAD ENCAOE

N(0,1).

= Zn(09; X) Zn(0o;
. ~ Jn “n 05 N .. . n<907 X)
Finalement, y/n (6, — 0y) = a meme limite en loi que ———=
Vilbn —0) = 700 =B, — A, A AT (60)
Zn(0o; X < : 1 N
= (00; X) , c’est-a-dire la loi N (O, —>, d’ou le résultat. |
V/Zi(0o)r/nZi (6o) Z:(6h)

~

Si au lieu d’estimer directement 6, on veut estimer une fonction de 6, on sait que ¢(6,,)
est 'estimateur de maximum de vraisemblance de ¢(f). Les propriétés de cet estimateur
sont données par le théoreme suivant. Il porte le nom de méthode delta car ce résultat
fournit une méthode pour construire des intervalles de confiance asymptotiques.

Théoréeme 9 . Méthode delta. Si ¢ est une fonction de R® dans IR? dérivable par
rapport a chaque composante de 6, on a :

L

Vi [9(0) = 2(0)| =5 N, (0, MO (9)"A(0))

ot A() est la matrice de terme général A;;(6) = 8% wi(d), 1<i<gq,1<j<d.
J

Démonstration pour d = ¢ = 1. Dans ce cas, A(0) = ¢'(0), donc le résultat s’écrit :

NG [¢(9n) —¢(9)} i”v(o’ %)

On le montre facilement a ’aide du théoreme des accroissements finis. 1l existe 6/, dans
}min(én, 9),max(én, 0) [ tel que :

pl6) = p(6) + (6, — 0)¢'(6,).

"7,(6)
et ¢'(0,) — ¢'(0), on a bien le résultat ci-dessus. |

Donc /n [(p(én) - (,O(Q)} = (0, — 0)¢'(#). Comme /n(0, — 6) LN (0 = )

Ezemple des ampoules. Xy, ..., X, sont indépendantes et de méme loi exp(\). L’informa-
tion de Fisher est :

(N = Var {% In f(X;)\)} =Var {% ln)\eAX}

0 1 1
= Var {5 (ln)\—)\X)] =Var [X_X} = Var(X) =
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n
= . Le résultat asymptotique sur 'EMV s’écrit :

LEMV de A est A, — — _
X0 sox,
=1

Vi, = A) =5 N (0,Z71(0) = N(0,22).

Donc Var(y/n,) = nVar(\,) tend vers X2, d'ott Var(A,) ~ A2/n quand n tend vers
. ) R n2 /\2
I'infini. Or en PMS, on a vu que Var(\,) = (= 12(n —2)
A\ /n.

LEMV de R(z) = ¢(A) = e est Ry(x) = e ™. On a vu qu'on ne pouvait pas
calculer son biais et sa variance pour n fini. Mais la méthode delta montre que R, (x) est
asymptotiquement sans biais et que sa variance asymptotique est :

, qui est bien équivalent a

:nIl()\)— n/\2  n

R ! A 2 2 —2)\x )\2 2
Var,s <Rn(x)) P _ e T e,

4.3 Intervalles de confiance asymptotiques

On a vu en PMS que la meilleure facon de déterminer un intervalle de confiance pour
un parametre réel d’'un modele paramétrique, est de trouver une fonction pivotale, fonction
des observations et du parametre, dont la loi de probabilité ne dépend pas du parametre.
Mais il n’est pas forcément facile de trouver une telle fonction. Nous allons voir dans cette
section que les propriétés asymptotiques de 'estimateur de maximum de vraisemblance
permettent de déterminer assez facilement des intervalles de confiance asymptotiques pour
des fonctions presque quelconques des parametres.

Si 6 € R, un intervalle de confiance (exact) de seuil a pour 6 est un intervalle aléatoire
Y, Z] qui a une probabilité 1 — a de contenir §. Comme on se place dans le cadre de
modeles d’échantillon de taille n, on notera [Y,,, Z,] l'intervalle de confiance. On a donc
POelY, Z)])=1—a.

Définition 13 [Y,,, Z,| est un intervalle de confiance asymptotique de seuil o pour 6 si
et seulement si :

lim P(0€ (Y, Z)]) =1-a.

n——+oo

Dans la pratique, si on sait calculer un intervalle de confiance exact, on n’a pas besoin
de calculer un intervalle de confiance asymptotique. Mais quand on ne sait pas calculer
un intervalle de confiance exact, on utilise un intervalle de confiance asymptotique : si n
est suffisamment grand, P (6 € [Y,,, Z,]) ne devrait pas étre trop éloigné de 1 — a.

4.3.1 Cas d’un parametre réel

Si 0 € R, Z;(6) est un réel et le résultat asymptotique sur PEMV s’écrit : /7 (6, —

1

0) =5 N (0, L—@) ou v/nZ; (0) (6, — ) -5 N(0,1).
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Le terme /nZ;(6) (0, — ) est une fonction pivotale asymptotique : fonction de 6 et

des observations (par I'intermédiaire de én), dont la loi asymptotique ne dépend pas de 6.
D’apres les propriétés usuelles de la loi A/(0,1), on a donc :

lim P (—ua < \/nZi(0) (0, — 0) < —i—ua) =1—-«

n—-+o0o
— lim P, —— o <p<h, 4o ).
n—+00 nZy (6) nZly (8)
Donc |6, est un intervalle de confiance asymptotique de

u - u
R R

wnIl(@) \/TLIl((g)
seuil a pour ¢. Mais cet intervalle est inutilisable a cause du terme Z; () qui est inconnu.

L’idée naturelle est de le remplacer par Z;(6,). Pour savoir quel est I'impact de cette
transformation, il faut utiliser le résultat suivant.

Théoréme 10 .Théoréme de Slutsky. Soit {U,},>1 une suite de variables aléatoires
convergeant en loi et {V,, },>1 une suite de variables aléatoires convergeant en probabilité
vers une constante c. Alors pour toute fonction continue g, la suite {g(Un, Vi) }n>1 @ méme
limite en loi que la suite {g(Uy, ¢)}n>1.

: B 5 gy L 1
Ici, on pose U, = v/n (6,, — ) —>N(O,I(6)).

On sait que 6, =2 6, donc 7:,(6,) 25 /Z1(0). Comme la convergence presque stre
entraine la convergence en probabilité, on a également 1/ Z; (6,,) i Z,(6).

~

Soit g(u,v) = wv, V,, = 1/Z1(0,) et ¢ = /Z1(0). Le théoreme de Slutsky per-
met d’écrire que ¢(Uy,,V,) = \/nZi(6,) (A, — 0) a méme limite en loi que g(U,,c) =

~

nZ(0) (6, — ), donc \/nZ;(6,) (0, — 0) —= N(0, 1).
Alors, en appliquant la méme démarche que précédemment, on obtient la propriété
suivante.

Propriété 8 Un intervalle de confiance asymptotique de seuil o pour 6 est :

A Ugy A Ugy

Ezxemple 1 : contréle de qualité. Xy, . .., X, sont indépendantes et de méme loi B(p). On a

vu en PMS que Z,,(p) = nZy(p) = % Donc un intervalle de confiance asymptotique
bl —p

de seuil a0 pour p est :

A ﬁn(l - ﬁn) A ﬁn(l _ﬁn>
[pn ua\/ 0 7pn+ua\/ n .
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Ce résultat avait été obtenu en PMS (propriété 9) par une méthode bien différente.

Ezemple 2 : ampoules. X1, ..., X, sont indépendantes et de méme loi exp(\). Z,(\) =

nTi(\) = —

=2 Donc un intervalle de confiance asymptotique de seuil a pour A est :

N AU % B U
A — 2\ = === o0 [1+ =2,

Rappelons que 'intervalle de confiance exact est :

3 A2n,l-a X R2n,a
[/\n 2n,1 /27)\71 2n, /2].
2n 2n

Pour n grand, les deux intervalles de confiance sont équivalents.

Intéressons-nous maintenant a des intervalles de confiance asymptotiques pour une
fonction ¢(6) du parametre 6, o # € R et ¢ est continue et dérivable. Le résultat de la
méthode delta s’écrit :

vn [QD(én) - 90(9)} SN (07 (’;1((90))2)

| nZ,(0)
| (0)]

On peut encore appliquer le théoreme de Slutsky et on obtient le résultat suivant.

[e(0) = p(0)] < N (0,1).

Propriété 9 Un intervalle de confiance asymptotique de seuil o pour p(0) est :

(0

|¢/(én)| 7 ’@I(énﬂ
n) — Uq —A,@(en) + Uq |-
A/ TLIl (Gn) \/ TLIl (971)

Ezemple des ampoules. X1, . .., X, sont indépendantes et de méme loi exp(\). L’estimateur
de maximum de vraisemblance de R(z) = p()\) = ¢ ** est e . On a vu que

Donc un intervalle de confiance asymptotique de seuil o pour R(x) est :

~ ~

3 AT 5 3 AnT
— n — — n
e )\nx_u e )\n:rje Anx+ua_€

" Vn v

—Ana
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4.3.2 Cas d’un parametre vectoriel

SifeR? ona:
Vi (6, — 0) 5 Ny (0,279)) -

Z,(0) est une matrice symétrique définie positive, donc on peut en prendre la racine
carrée et écrire :

VnIY0) (0, — 6) =5 Ny (0, 1d).

ou Id est la matrice identité.

Sous des conditions de régularité (continuité des composantes de Z; () par rapport
a chaque composante de 6), on peut appliquer une version vectorielle du théoreme de
Slutsky et on obtient :

ViI*(0,) (6, — 0) =5 Ny (0, 1d) .

De méme, le résultat de la méthode delta s’écrit :

Vi [9(0) = 2(0)] =5 N, (0, AO)T (9)'A(0))

ou :

Vi [AOTO'A0)] 7 [e0a) = 9(0)] < N, (0, 1d).

Sous des conditions de régularité, on a alors :

Vi [AG)T @A) o0~ 0l0)] 5 N, (0.10

ce qui permet de donner des intervalles de confiance asymptotiques pour chaque compo-
sante de ().

4.4 Estimation bayésienne

4.4.1 Principe de la méthode

La philosophie de la méthode d’estimation bayésienne est tres différente de celles
des méthodes vues jusque la. Dans les méthodes du maximum de vraisemblance ou des
moments, le parametre 6 est inconnu mais constant, déterministe. L’estimation est menée
en considérant qu’on ignore tout de 6, mis a part son ensemble de définition.

Or parfois, on dispose d’une connaissance partielle sur 6. Cette information, dite a
priori, peut provenir d’expériences similaires effectuées auparavant ou d’avis d’experts
du phénomene étudié qui peuvent anticiper le résultat de l'expérience. Le principe de
I'estimation bayésienne est de considérer que le parametre 6 est en fait la réalisation
d’une variable aléatoire, et d’intégrer dans sa loi de probabilité toutes les informations a
priori dont on dispose sur lui.

Soit T' la variable aléatoire dont 6 est une réalisation. La loi de probabilité de T est
appelée loi a priori. En général, cette loi est supposée continue et admettre une densité
fr(0) (qu’on note aussi usuellement 7(6)).
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Les données observées x vont maintenant étre considérées comme étant issues de la
loi conditionnelle de X sachant [T = 6]. Cela signifie que la fonction de vraisemblance
s’écrit :

P(X =z|T = 0) sile modele est discret
L(0;z) =

Ixr=0(x) si le modele est continu

La loi de X, appelée loi marginale, est alors obtenue de la facon suivante :
e Modele discret : P(X =1z) = [ P(X = z|T = 0) fr(0) db
e Modele continu : fx(z) = [ fxjr=o(x) fr(0)d0

On peut résumer les deux cas en un seul en disant que la vraisemblance marginale
ou vraisemblance prédictive est :

£(x) = / £(0:2) f2(6) db.

Estimer 6 dans ce contexte va consister a enrichir I’a priori sur  (exprimé par fr(0))
a l'aide de 'information apportée par 'observation x. On est alors amenés a s’intéresser a
la loi conditionnelle de T" sachant [X = z], appelée loi a posteriori. Les caractéristiques
de cette loi sont déterminées grace a la formule de Bayes :
(BNA) P(AB)P(B)

P
PO ="p0 = r)

d’ou le nom d’estimation bayésienne.

La loi a posteriori est déterminée par sa densité :

P(X =T = 0)fe(6) _  P(X =alT = 0)£:(6)
P(X =x) [ P(X =2|T =u) fr(u)du’

. fX|T:9(33) fT(Q) fX\T=0(33) fT(H)

e Modele continu : frix—.(0) = =

fx(x) [ Fxir=u(x) fr(u)du’

On résume les deux cas en un seul en disant que la densité a posteriori ou vrai-
semblance a posteriori est :

e Modele discret : frix—.(0) =

_ L(0;x) fr(0) :‘Cw;x)fT(Q)
J L(u; ) fr(u) du L(z)

La loi a posteriori prend en compte a la fois 'information a priori et celle fournie
par les données. On 'utilise donc pour estimer #. On peut prendre comme estimateur la
médiane ou le mode de la loi a posteriori, mais la facon la plus courante de procéder est
de prendre 'espérance de la loi a posteriori :

leX:z(Q)

0% = E[T|X].
Pour # € R, I'estimation bayésienne correspondante est donc :

[ 0.L(0; ) f2(6) db
[L(0:x) fr(0)do

BITIX = o) = [ 0 fnx—s(6)d6 =
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Elle nécessite donc le calcul de deux intégrales. C’est évidemment un avantage si on
peut les calculer explicitement. Ce sera le cas si les lois a priori et a posteriori appartiennent
a la méme famille. On dit alors que ce sont des lois conjuguées. Mais une loi a priori qui
reflete de facon réaliste 'information a priori sur # n’aura pas forcément ces propriétés.
Dans ce cas, les intégrales n’ont pas d’expression explicite. Pour les calculer, on utilise alors
des méthodes de simulation de Monte-Carlo (méthodes MCMC). L’estimation bayésienne
est alors cotiteuse en temps de calcul. Les algorithmes de calcul les plus connus sont les
échantillonneurs de Gibbs et d’Hastings-Metropolis.

Les parametres de la loi a priori sont appelés les hyperparametres. Ils sont déterminés
par la connaissance a priori que l'on a sur 6, donc ce sont normalement des quantités
connues. Mais on peut pousser la logique bayésienne un cran plus loin en considérant
que ces hyperparametres sont inconnus. On peut alors les estimer en maximisant la vrai-
semblance marginale. L’estimateur bayésien obtenu avec la loi a priori estimée est alors
appelé estimateur bayésien empirique.

Puisque 'on connait la loi a posteriori de T' sachant [X = z|, on est capables de
calculer des intervalles [y, z] tels que P(y < T < z|X = z) = 1 — a. [y, 2| fournit un
encadrement du parametre # avec un certain niveau de confiance. Le concept est proche
de celui d’intervalle de confiance, mais il est différent. De tels intervalles sont appelés
intervalles de crédibilité. On peut les utiliser pour mesurer la précision de I'estimation
bayésienne de 6.

Dans la densité a posteriori

_ L(0;x) fr(0)
J L(u; ) fr(u) du’

Jrix=2(0)

on constate que 'on peut multiplier fr(f) par une constante sans changer le résultat.
Aussi on peut s’autoriser a prendre pour fr(#) une fonction qui n’est pas forcément
une densité de probabilité. On a alors ce qu’on appelle des lois a priori impropres. Bien
que surprenante, cette démarche permet d’aboutir a des estimateurs bayésiens simples et
cohérents.

4.4.2 Exemple du controle de qualité

Les données sont des variables aléatoires X1, ..., X,, indépendantes et de méme loi de
Bernoulli B(p). X; vaut 1 si la M€ pidce est défectueuse et 0 sinon.

On cherche a estimer la proportion p de pieces défectueuses. Il est naturel de s’attendre
a ce que cette proportion soit faible si la machine est de bonne qualité. Il est également
possible que des experts soient capables de donner un ordre de grandeur de cette propor-
tion. Pour tenir compte de cette information, il faut choisir une loi a priori pour p dont
le support est [0, 1], et qui soit concentrée sur les petites valeurs. C’est le cas par exemple
de certaines lois beta.

On va donc supposer que la loi a priori pour p est la loi beta de premiére espece 1 (a, b)
dont la densité est :

frp) = P (1= p)" L y(p)
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L’espérance et la variance de cette loi sont :

a ab
t Var(P) = .
oo V) = e e

E(P) =

La connaissance a priori sur p peut se traduire par une valeur moyenne et une varia-
bilité, qui permettent de donner des valeurs aux hyperparametres a et b.

La vraisemblance habituelle est maintenant considérée comme la densité (par rapport
a la mesure de dénombrement) de X sachant [P = p|. Autrement dit :

n

S n—->y. x
L(p;z1,...,x,) =P(Xy=21,..., X, =2,]P=p)=p= (1—p) =

M=

La vraisemblance marginale est :

e,

L(xy,....,x,) = P(Xi=x1,....,X, =x,)

P(X), =x1,..., X, = x,|P = p) fp(p)dp

1 n n
S n—>Y z; 1
pi=1 (1 _ p) i=1

1 1 i z;+a—1 n— i T;+b—1
= B / p= (I-p) = dp
B (Z +a,n— Z T + b) i+a— 1 n—;::l zitb—1

S _
- B(a,b) /‘ ( .
b)

Il
o~ T

Q

dp

Yoxita,n— in—l—b)
= 1

(f;xz+an Z:L'fl—b)

_ =1
— B(a / /31 E$Z+an le_i_b)(p)dp
(sz+an ZZEZ—f—b)
_ =1 —1
B(a,b)
La loi a posteriori est déterminée par sa densité :
T P(X) = 1, X = 1)
ﬁ(a; b) 1 i z;+a—1 nfzn: 2i+b—1
: AL
5(2%“"%”_2%—{—1)) ’
i=1 i=1
1 Zn: x;+a—1 n_i zi+b—1
- n n P (I-p) = pour p € [0, 1].
6( z;,+a,n— .Ii—{—b)

On reconnait la densité de la loi £1(>] x;+a,n— Y x; +b). L'estimateur bayésien est
i=1 i=1
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I’espérance de cette loi, d’ou finalement :

ZXZ—l—CL ZXrl—a
ﬁB: =1 :i=1
Xitatn—3 X, +b "Tath
=1 =1

Rappelons que 'estimateur de maximum de vraisemblance usuel est :

R

On constate que les 2 estimateurs sont équivalents quand on a beaucoup de données.
Quand on a peu de données, la différence peut étre importante et dépend du choix de I'a
priori. C’est logique : c¢’est précisément quand on a peu de données qu’il est intéressant
de compenser ce manque par de 'information a priori. A la limite, si on n’a pas du tout
de données (n = 0), on peut quand méme estimer p. En effet, dans ce cas l'estimateur

a
bayésien est pP = ——. C’est l'espérance de la loi a priori. C’est logique puisqu’en

I’absence de donnéesO,L la seule base pour faire une estimation est I'information a priori.
Plus on a d’observations, plus le poids de I'information a priori diminue. La subtilité de
I’estimation bayésienne est dans le dosage entre les poids respectifs des observations et de
I'information a priori.

L’ignorance complete sur p consiste a prendre comme loi a priori la loi uniforme sur
[0, 1], qui n’est autre que la loi B;(1,1). Alors l'estimateur bayésien est ;

X;+1

AB:z 1
n+2

n
Y

qui est tres proche de 'EMV.

On constate que les lois a priori et a posteriori sont toutes les deux des lois beta.
C’est ce qu’on a appelé des lois conjuguées. C’est cette propriété qui permet d’avoir des
estimateurs bayésiens explicites.



Chapitre 5

Tests d’hypotheses optimaux

5.1 Introduction

Les principes généraux des tests d’hypotheses ont été introduits dans le cours de PMS.
Rappelons les rapidement.

e Un test d’hypotheses a pour but de trancher, au vu d’observations, entre une hy-
pothese nulle Hy, et une hypothese alternative H;.

e Le seuil du test a est la probabilité maximale de I'erreur de premiere espece, erreur
qui consiste a rejeter Hy a tort (conclure Hy alors que Hy est vraie). La valeur de
a est fixée par 'utilisateur en fonction de la gravité des conséquences de 'erreur de
premiere espece.

e La puissance [ est liée a la probabilité de rejeter Hy a raison. Sa définition dépend
de la nature du test (test d’hypotheses simples ou d’hypotheéses composites).

e La région critique W est I'ensemble des valeurs des observations pour lesquelles on
rejettera Hy.

En PMS, on a déterminé les régions critiques essentiellement a ’aide du bon sens ou de
Iintuition, ou en utilisant la dualité entre tests d’hypotheses et intervalles de confiance.
Nous allons donner dans ce chapitre un procédé systématique de construction de tests
d’hypotheses paramétriques.

Comme on ne peut pas minimiser les deux risques d’erreur en méme temps, on a choisi
de privilégier I’erreur de premiere espece, c¢’est-a-dire de construire des tests en fixant le
seuil a. A « fixé, le meilleur des tests possibles est celui qui minimisera la probabilité de
I’erreur de deuxieme espece, ou maximisera la puissance. Nous donnerons dans ce chapitre
les moyens de déterminer des tests optimaux.

Mais pour commencer, nous allons proposer une définition plus formelle des tests
d’hypotheses, qui va permettre d’élargir le cadre vu en PMS.

5.2 Définitions

On se place dans un modele statistique (X, .4, P). L’observation x est la réalisation
d’un élément aléatoire X de loi P € P. Les hypotheses que 'on peut effectuer sur cette
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observation portent sur la nature de la loi P.

Donc on peut écrire que les hypotheses d'un test sont de la forme Hy : “P € Py’ et
Hy: “P € P;”, ou Py et P; sont des parties de P. Au vu de z, on doit décider s’il est
plus raisonnable de considérer que P € Py ou que P € P;.

Définition 14 Un test d’hypotheses de Hy : “P € Py” contre Hy : “P € P;” est une
statistique

v X —[0,1]
x+— () = probabilité de rejeter Hy au profit de Hy quand l'observation est .

Définition 15 Un test d’hypotheses est déterministe si et seulement si 1) est une indi-

catrice : Y(x) = Ly (). Autrement dit, on rejettera Hy si x € W et on ne rejettera pas
HysizgW.

On voit que 'on retrouve ici la notion de région critique. Tous les tests vus en
PMS sont déterministes. Mais la définition proposée ici est plus large : un test n’est pas
forcément une indicatrice, donc on peut imaginer des tests pour lesquels la valeur de
I’observation x ne permet pas immédiatement de trancher entre Hy et H;. On va voir
qu’il est indispensable de définir un test de cette facon si on veut étre capables de traiter
I'optimalité des tests.

Une hypothese est simple si elle est réduite a un singleton : “P = F,”. Une hypothese
est composite ou multiple quand elle n’est pas simple : “P € Py” ou Py n’est pas réduit
a un singleton.

5.3 Tests d’hypotheses simples

Un test d’hypotheses simples est un test dans lequel Hy et H; sont simples. C’est
donc un test de Hy : “P = F,” contre H; : “P = P,”.

Définition 16 Le seuil du test est « = Ep, [)(X)] et la puissance du test est [ =

Ezplication : Le seuil du test est la probabilité de rejeter a tort Hy, c’est-a-dire la proba-
bilité de décider que la loi de X est P, alors qu’en fait la loi de X est Fy. Or on a défini
le test de sorte que ¥ (x) soit la probabilité de rejeter Hy quand 1’observation est x. Pour
obtenir «, il faut donc considérer 1 (x) pour toutes les valeurs possibles de x quand la loi
de X est . Autrement dit, il faut prendre I'espérance de ¢(X) sous la loi F.

La loi de X étant caractérisée par sa fonction de vraisemblance, on note £(P;x) la
fonction de vraisemblance quand la loi de X est P. Alors on peut réécrire o sous la forme :

a = Ep, [ / b(z) dPy(x / W(z) L(Py; x) dp(z).
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La puissance du test est la probabilité de rejeter a raison Hy, ¢’est-a-dire la probabilité
de décider a juste titre que la loi de X est P;. On a donc :

8= Ep, [0 /¢ ) dPy(z /w L(Py; ) dp(z).

Quand le test est déterministe, ¢(z) = 1y (x), donc :

0 = En ()] = [ 1w(o) £(Rsa)duta) = | £(Pysa) du(o) = (X € W),

De méme, = Ep, [(X)] = P(X € W).

On retrouve bien le fait que, pour un test d’hypotheses simples déterministe, le seuil
est la probabilité sous Hj que les observations soient dans la région critique et la puissance
est la probabilité sous H; que les observations soient dans la région critique.

La probabilité d’erreur de deuxieme espece est 1 — 3. Un test ¢; est meilleur qu’un
test 19 si les deux probabilités d’erreur sont inférieures pour ¥; a ce qu’elles sont pour
1. Donc 1 a un seuil inférieur et une puissance supérieure a )y :

Qrapy < Qg et 61&1 > BIZJQ'

D’ou la définition suivante :

Définition 17 Un test v de Hy : “P = Py” contre Hy : “P = P,” est dit le meilleur
a son niveau de signification si et seulement si tout test de seuil inférieur est moins
puissant. Autrement dit :

le, Oy < Ay = ﬂi/)' < Bw.

Cela signifie en particulier que, quand la probabilité d’erreur de premiere espece est
fixée, le meilleur test est celui qui minimise la probabilité d’erreur de deuxiéme espece.

Le résultat le plus important de ce chapitre est le lemme de Neyman-Pearson qui
permet, d'une part de construire des tests d’hypotheses simples de facon systématique, et
d’autre part de déterminer les meilleurs tests d’hypotheses simples.

Théoréme 11 . Lemme de Neyman-Pearson. Vo € [0, 1], il existe ko, € R" et v, €
0, 1] tels que le meilleur test de seuil o de Hy : “P = Py” contre Hy : “P = P,” est

1 st L(P;x) > ko L(Po; )
V() =< Yo St L(P1;x) = ko L(Po; )

0 st L(P;x) < ko L(Py; x)

Remarque. Quand L(Py; z) # 0, on voit que le test consiste a comparer L(Py;x)/L(Py; )
a ko. Aussi le test 1 est-il appelé test du rapport de vraisemblances. Intuitivement,
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si ce rapport est grand, alors P; est “plus vraisemblable” que Fy et donc on rejettera H
au profit de H;. Et inversement si le rapport est petit.

Démonstration. Soit 1" un test tel que ayy < c. Il faut montrer que ¢’ est forcément moins
puissant que 9, c’est-a-dire que [y < 3.

Posons A(z) = ¢ (z) — ¢/'(z), B(x) = L(Pi;2) — ko L(Po; ) et g(x) = A(x)B(z). On

e Si B(z) >0, ¢(x) =1, donc A(z) =1 —1'(x) >0 dou g(z) > 0.
e Si B(z) =0, g(x) =0.

e Si B(z) <0, ¢(x) =0, donc A(z) = —¢'(x) <0 d’on g(x) > 0.
Par conséquent, Vo € X, g(z) > 0, donc [ g(z)du(z) > 0. Or :

[o@auta) = [ v £(Pix) / ¥/(2) £(Py; 7) dp(x)
—k[/ (o) £(Pysx) duta) ~ [ /(@) £(Rs2) duo)

= By — By — kafay — oy

= B~ By — koo — ay] 20

Finalement § — By > ka[a — o] > 0, donc 8 > By, ce qui prouve que ¢ est bien le
meilleur test a son niveau de signification a. |

Dans un modele paramétrique (X, A,{Fy;60 € O}), a chaque loi Py correspond un
parametre 6. Donc I'hypothese “P = PFy,” peut s’écrire “0 = 6,” et la vraisemblance
peut s’écrire L(FPy;x) = L(0;x). Les tests d’hypotheses correspondant sont appelés tests
paramétriques. Dans le cas contraire, on parle de tests non paramétriques.

Exemple du contrdle de qualité. Dans le modele ({0,1}, P ({0,1}),{B(p);p € [0,1]})", on
veut tester Hy : “P = B(po)®"” contre Hy : “P = B(p;)®"”. Plus simplement, il s’agit de
tester Hy : “p = po” contre Hy : “p = p;” dans un modele d’échantillon de loi de Bernoulli.
On reconnait le probleme de test d hypotheses simples sur une proportlon vu en PMS

E z; n— Z z;
On sait que la fonction de vraisemblance est L(p;z1,...,2,) = pi=t (1 —p) = .

Par conséquent :

n n

L(pr;x) > ko L(po;x) <= py (I1—p1) = >kapy (1—po) =
(py(1 — X T 1—py]"
p1( po)} 1 > k., { po}
po(1—p1) 1—p
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On va maintenant isoler la statistique de test, c’est-a-dire ce qui ne dépend que des
x;. Il faut alors prendre en compte le signe de p; — py. On a :

pi(l—p
p0<p1:>1—p1<1—p0:>p0(1_p1)<p1(1_p0):>1n 1( 0)>0.
po(l —p1)
Donc, pour py < p1,
1 —
n lnka+nln1 Po
L(p1;x) > ko L(po; z) < xT; > _p1:la,
(1 ) (0 ) Zz:; lnpl(l—po)
po(l —p1)

ce qui signifie que le meilleur test est de la forme :

y n
1 si 2 x; >,
i=1

P(x) =14 Yo st Dxi=1a
i=1

0 sid oz <l

\ 1=1

Réciproquement, pour py > p1, le meilleur test est de la forme :

( n
1osi ) x <l
i=1

P(x) =9 Ya sl Y xi=la
i=1

n
0 si Z x; > 1,
=1

\

Il reste a déterminer les valeurs de [, et de 7,, ce qui se fait en explicitant le seuil du
test. On pourrait ensuite déterminer k, en fonction de [, pg, p1 et n, mais ¢a n’a aucun
intéret : seuls [, et 7y, sont importants.

Faisons le calcul dans le cas ol py < p; :

a=Ep[p(X)] = 1xF(X)=1)+7 x B ¥(X) =7)+0x K (@X)=0)
= R (ZXZ->ZQ)+%P0 (sz:za>

Sous Hy, > X; est de loi binomiale B(n, py), donc, pour I, entier, Py, (Z X, = la) =
i=1

=1

Cif‘ pf)a (1 — po)n_lo‘ et PO <Z Xz > la) = Z Cﬁ p’g (]_ — pg)n_k.
i=1 k=lo+1
S’il existe [y tel que Py (Z X; > lo) = «, on prend [, = [y et 7, = 0. Sinon, il existe
i=1

(2

forcément [y tel que B (Z X; > l0> <a<bB ( X, >y — 1). Alors on prend [, = [
i=1 =1

a—F, (ZX1>ZO>

i=1

Py (2 X, = lo)
=1

et 7o =
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Ayant obtenu [, et v,, on peut calculer la puissance du test :

BZEP1 W(X)] :Pl (zn:Xz > la> +’7aP1 <zn:Xz :la> )

=1

n
ou, sous Py, > X; est de loi binomiale B(n, p;).
i=1
Si n est assez grand, on peut utiliser le théoreme central-limite et I’approximation de

la loi binomiale par la loi normale :

iXi—np
=L S N(0,1)
np(1 —p)

Comme la loi normale est continue, lim F (Z X; la> = 0. Donc il suffit de

prendre un test déterministe (7, = 0) et

X, —
Z "o la — NPo

a=F, Xi>l,| =F =1 >
(E > Vnpo(l — po) npo(1 — po)

1 —
qui tend, quand n tend vers l'infini, vers 1 — ¢ _ e ).
npo(1 — po)

On va donc prendre I, = npy + /npo(1 —po) ¢~ (1 — @) = npo + v/npo(1 — po) tsa,

et on obtient que le meilleur test asymptotique de seuil a de Hy : “p = py” contre Hy :
“p=p”, avec py < p1, est le test déterministe défini par la région critique
. > s — g
W = 2 > npo + /npo(1 — po) Use p = { — e > Uy,
{22_1: npo(1 — po)

On retrouve le test vu en PMS pour les hypotheses “p < py” contre “p > py”. Sa
puissance est, :

X; -
Z K loc —np1

p=P Xi>l, | =P | =2 >
; vV npl(l - pl) npl(l - pl)

n(po — p1) + V/npo(1 — po) um)

qui tend, quand n tend vers l'infini, vers 1 — ¢
npi(1—p1)

On constate que le meilleur test de seuil o pour n fini n’est pas un test déterministe.
Donc la définition des tests avec des régions critiques ne suffisait pas pour déterminer des
tests optimaux.
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5.4 Tests d’hypotheses composites

Un test d’hypotheses est composite quand au moins une des deux hypotheses est
composite. C’est donc un test de Hy : “P € Py” contre Hy : “P € P;” ou Py et Py ne
sont pas toutes les deux réduites a un singleton.

Les tests paramétriques d’hypotheses composites les plus usuels sont :

o test bilatéral : test de Hy : “0 = 6" contre Hy : “0 # 6,

o tests unilatéraur : test de Hy : “0 < 6y contre H; : “0 > 0" et test de Hy : “6 > 6,7
contre Hy : “0 < 6y”.

Dans ces deux exemples, Hy et H; sont complémentaires : des 2 hypotheses, I'une est
forcément vraie. C’est ce cas qui est important en pratique.

Définition 18 La fonction puissance d’un test d’hypothéses composites est la fonction

g: P —10,1]
P B(P) = probabilité de rejeter Hy quand la vraie loi de X est P

= Ep [p(X)] = [4(x) L(P;x) dp(z).

Le seuil du test est la probabilité mazimale de rejeter Hy a tort :

a = sup [(P).
PePy

Pour les tests paramétriques, la puissance peut étre considérée comme une fonction
du parametre :

B(0) = [ v(o) £(65) du(a).
Pour le test bilatéral, on a simplement o = 3(6p).

Un test 1 est meilleur qu'un test ¢’ si VP € P, la probabilité de rejeter a tort Hy est
plus forte pour ¢’ que pour v et la probabilité de rejeter a raison Hy est plus forte pour

1) que pour v’ :
VP € Py, By(P) < By(P) et VP Py, By(P) = By(P).

Définition 19 Un test ) de Hy : “P € Py” contre Hy : “P € P1” est dit uniformément
le plus puissant (UPP) si et seulement si tout test de seuil inférieur est moins puissant.
Autrement dit :

VY, ay < oy = VP € Py, By (P) < By(P).
Dans le cas particulier des tests d’hypotheses simples (Py = {Fy} et Py = {P}), le
test du rapport de vraisemblances donné par le lemme de Neyman-Pearson est UPP.

Il n’existe pas de théoreme analogue au lemme de Neyman-Pearson pour les tests
composites. Pour rechercher des tests UPP, on utilise alors les résultats suivants :
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Théoréme 12 .

1. Un test de Hy : “P € Py” contre Hy : “P € Py” est UPP si et seulement si il est
UPP de Hy : “P € Py” contre H, : “P = P,”, VP, € P;.

2. Soit Py C Py. Soit ¢ un test de seuil a de Hy : “P € Py” contre Hy : “P € Py ”.
Si ) considéré comme un test de “P € Py” contre “P € Py” est UPP et de seuil a,
alors ¢ est UPP.

Démonstration. 1. est immédiat. Pour 2., soit ¢’ un test de “P € Py” contre “P € P;” de
seuil ay < a. 11 faut montrer que VP € Py, Sy (P) < By(P).

Or sup By (P) < sup By (P) = oy < .
PeP| PePy

Donc ¢, considéré comme un test de “P € Py” contre “P € P;” est de seuil inférieur

a . Si 1 est UPP pour cette situation, on en déduit que VP € Py, By (P) < By(P), ce
qui prouve que ¥ est aussi UPP pour le probleme de test initial. |

La partie 1 du théoreme permet de réduire ’hypothese alternative a une hypothese
simple. La partie 2 permet de réduire ’hypothese nulle a une hypothese simple en pre-
nant Py = {Fy}. Pour traiter un probleme de test d’hypotheses composites, il faut donc
commencer par traiter le probleme de test d’hypotheses simples sous-jacent.

5.5 Test du rapport des vraisemblances maximales

On se place dans un modele paramétrique (X, A, {P;0 € ©}) et on souhaite tester
Hy : “0 € ©y” contre Hy : “0 ¢ ©y”, ou Oy est une partie de ©.

Définition 20 La statistique du rapport des vraisemblances maximales est :

sup L(0;z)

v(x) _ [ASSH
sup L(0;x)
0coO

Il est clair que v(z) € [0, 1]. S'il existe une statistique de maximum de vraisemblance
0(x), le dénominateur est sup L(0; x) = L(0(x); x). Ce dénominateur est la vraisemblance
9o

maximale globale alors que le numérateur peut étre considéré comme la vraisemblance
maximale sous Hj.

Si 0(x) € O, v(x) = 1. Comme 6(z) est une bonne estimation de 6, si Hy est vraie,
v(x) ne doit pas étre trop loin de 1. Inversement, si v(x) est trop loin de 1, on peut douter
du fait que § € ©y. D’ou 'idée de construire un test qui va rejeter Hy si v(x) est trop
petit.

Définition 21 Le test du rapport des vraisemblances maximales est le test détermi-
niste de la forme :

Y(2) = Ljy(@)<ta)-

Autrement dit, sa région critique est de la forme W = {v(z) < l,}.
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Pour un test d’hypotheses simples de Hy : “0 = 6y” contre Hy : “60 = 6,”, on se retrouve
dans ce cadre si on admet qu’il n’y a que deux valeurs possibles pour 6 : © = {6y,0,}.
Alors :

v(x) = £(o; ) —{ L(bp;x) .
) = Sap (200 ), L6 2) géemi st L{6o; ©)

1 si L(6g;z) > L(64;x)
< E(@l,x)

On ne rejettera Hy que dans le second cas, ce qui signifie que :

¥(z) =1 {ﬁ(@o;@ = HL(tn:2) > ko £(00;0)}

=1 1
o - la} {£(0h;2) > 1~ £(00:2)}

et on retrouve bien le test du rapport de vraisemblances dans le cas ou il est déterministe.

Pour déterminer [,, il faut connaitre la loi de v(X) sous Hy. Donnons le résultat dans
un cas particulier.

Propriété 10 On considére un modéle d’échantillon (X, A, {Py;0 € © C IR*})™ et le test
bilatéral de Hy : ‘0 = 6y” contre Hy : “0 # 60y”. On a :

TS L(0;0)  L(B)
66

v(x)

Alors, sous Hgy, on a :
—2Inv(X) £, X3

Donc le test déterministe dont la région critique est
W ={-2Inv(z) > z4a}
est asymptotiquement de seuil o pour tester Hy contre Hi.
Démonstration. On considere le casou d = 1 (6 € R) et la loi des observations est continue,
de densité f. On utilise le développement limité déja vu pour démontrer les propriétés

asymptotiques de I'estimateur de maximum de vraisemblance, mais on le prend cette fois
a l'ordre 2 :

~ ~ 0 1 g 02
InL(6p;2) =InL(O,; ) + (6o — 6,) By In £(6; x) 6T 5(90 —6,) 502 In £(6; x) o
ou 0! est compris entre 6, et 0,.
Par définition de 'EMV, % In £(6; x)‘é = 0. Donc on a :
—2hnv(X) = -2 [lnﬁ(@o;X) - lnﬁ(én;X)]
) 0
= _(90 - Qn) % IDE(Q,X)L%
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-
= (60 — 6n)° 202 Zln J(X; 9)|94L
i—1

L 12 ] = 02
= — Vit —-d)] - g M),
=1

0, ks 6y donc 6/, ks 0y. Par la loi des grands nombres :

1w 0?2 PS 0?
. — —-F {w lnf(Xl,H)} ‘90 = 11(90)

. 1
Par ailleurs, /7 (0, — 0p) = N (0, —),
1(0o)
done /T (8o) /7 (6, — 6) = N(0,1)
R 2 .
et Z1(0) [/t (0 = 00)] = 2.
ce qui prouve que —2Inv(X) —= y2.

Revenons a d quelconque : —2Inv(X) £ X3 Le test du rapport des vraisemblances
maximales est de la forme :

@) =L)< 1) = Y—2no(z) > 2}
Le seuil du test est & = Py, (—2Inv(X) > —21Inl,). Or:

im Pp, (—2Inv(X) > —2Inl,) =1— F(-2Inl,).

n—-+oo

Donc on peut prendre —21Inl, = FX_21(1 — @) = 24,4 et le test s’écrit :
d

U(z) = 1{—21nv(x) > Zda)”
|

Ce résultat est aussi valable pour d’autres modeles que les modeles d’échantillon (par
exemple pour des cas ou les X; sont indépendantes mais pas de méme loi), mais malheu-
reusement pas dans tous les cas.



Chapitre 6

Estimation non paramétrique de
quantités réelles

Comme on I’a dit dans I'introduction, la statistique non paramétrique regroupe l'en-
semble des méthodes statistiques qui permettent de tirer de 'information pertinente de
données sans faire I’hypothese que la loi de probabilité de ces observations appartient a
une famille paramétrée connue.

On se place dans le cadre d’'un modele d’échantillon : I'observation x est un vecteur
(x1,...,2,), constitué de réalisations de variables aléatoires réelles Xy, . .., X,, indépendan-
tes et de méme loi, de fonction de répartition F. On notera f leur densité, si elle existe.

En statistique paramétrique, la loi des X; dépend d’un parametre 6. Les problemes sta-
tistiques que I'on traite consistent essentiellement a estimer 6 (par exemple par la méthode
du maximum de vraisemblance) et & effectuer des tests d’hypotheses sur ce parametre.
L’estimation du parametre permet alors d’estimer toutes les caractéristiques intéressantes
de la loi de probabilité sous-jacente. En particulier, on peut estimer ’espérance E(X) et
la variance Var(X) de cette loi.

Mais il n’est pas nécessaire d’avoir un cadre paramétrique pour estimer ces quantités.
Le but de ce chapitre est d’étudier des méthodes d’estimation non paramétrique de quan-
tités réelles, comme les moments et les quantiles de ’échantillon. Pour cela, il faut d’abord
introduire les outils de base de la statistique non paramétrique : statistiques d’ordre et de
rang, loi de probabilité empirique.

Remarque. En toute rigueur, on devrait parler des moments de la loi de probabilité d'un
échantillon. Pour simplifier, on parle de moments d’un échantillon.

6.1 Les outils de la statistique non paramétrique

6.1.1 Statistiques d’ordre et de rang

Rappelons que si 24, ..., x, sont n réels, on note 7 < x5 < --- < a7 ces n réels rangés
dans 'ordre croissant.

Définition 22 . La statistique d’ordre associée a l'échantillon X, ..., X, est le vec-
reme

teur X* = (X7,..., X}). X[ est appelée la i statistique d’ordre.
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Remarques :
e On note parfois X;) ou Xy au lieu de X/
o X* est & valeurs dans R = {1, syn) ER"M g <yo <-+- <y}
o X =Min(Xy,...,X,), X=Max(Xy,...,X,).

La statistique d’ordre contient toute l'information de 1’échantillon de départ, sauf
I'ordre dans lequel les observations ont été obtenues. Cet ordre est indiqué par les rangs
r; des observations.

exemple 1 (sans ex-aequos) :n =15
x; 23 -35 1.7 05 -14
xr =35 -14 05 1.7 23

2

w5 1 4 3 2

exemple 2 (avec ex-aequos):n =5
x; 05 -35 1.7 05 -14
x; -3.5 -14 05 05 1.7

(2

Définition 23 . La statistique de rang associée a l’échantillon (Xi,...,X,) est le
vecteur R = (Ry,...,R,) ou Vi € {1,...,n},

n
Ri - ]. + Z ]]-{X‘7-<Xi}
j=1
= 14 nombre d’observations strictement inférieures a X;

= rang de X; dans l’échantillon ordonné

Le rang R; de la i¢me observation X; est aussi appelé la i®™€ statistique de rang.

Remarque : on ne définit pas R; comme le nombre d’observations inférieures ou égales a
X, pour pouvoir traiter le cas des ex-aequos.

Propriété 11 . Si on connait les statistiques d’ordre et de rang, on peut reconstruire
[’échantillon initial car X; = XF, .

On constate que s’il n’y a pas d’ex-aequos dans I’échantillon, les rangs seront les entiers
de 1 a n dans un ordre quelconque. On est siirs de ne pas avoir d’ex-aequos si et seulement
siV(i,j) €{1,...,n}* i # j= P(X; = X;) = 0. En théorie, c’est bien ce qui se passe si
la loi des X; est continue. Mais en pratique, méme si cette loi est continue, il est possible
qu’il y ait des ex-aequos, du fait de la limitation de la précision des mesures et des erreurs
d’arrondis. Il faudra donc étre tres attentifs a la présence d’ex-aequos dans les données.
Sur le plan théorique, nous éviterons cette difficulté en nous limitant aux lois continues.
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Théoréme 13 . Soit X1,..., X, un échantillon d’une loi continue. Alors :

1. La loi de R est la loi uniforme sur l’ensemble X, des permutations des entiers de 1
an.

2. Les statistiques d’ordre et de rang sont indépendantes.

Démonstration.

1. La loi est continue donc il n’y a pas d’ex-aequos. Les R; prennent toutes les valeurs
entieres de 1 a n, donc R est bien a valeurs dans >,,. Puisque les X; sont indépendantes
et de méme loi, elles sont interchangeables et les permutations sont équiprobables, d’ou
le résultat.

1 1

card X, nl

Vr=(ry,...,m) €Xp, P(R=1r)=P(Ry=711,...,R, =1,)

Par exemple, pour n = 3, on a :
PX; <Xo<X3) = PX1<X3<Xy)=P(Xo<X; <X3)=P(Xe<X3<Xy)
= PX3<X1<Xy)=PXs5<Xo< Xy = é
2. Il faut montrer que pour tout borélien B de ]IA%:1 et toute permutation r de ¥,,, on a :
P(X*e BNR=r)=P(X*€ B)P(R=r).
Commencons par un exemple simple :
P((Xf,X;) €[2,4] x [7,8] N R = (2, 1)) = P(Xg € 2,4 nX; elr, 8])

Or l'interchangeabilité des X; fait que :

P(Xse[2,4/nX; €[7,8]) = P(X1€[2,4NnX,e€[7,8])
= P((X1,X>) € [2,4] x [7,8]).

Plus généralement, pour tous B et r, on obtient :
P(X*e€e BNR=r)=P(X € B).
D’autre part, le théoreme des probabilités totales permet d’écrire :

P(X*€B)=)» P(X*eBnNR=r)=» P(X€B)=nlP(XE€B).
reX, red,

D'ou VB € B(R,,), Vr € 3,,
1
P(X € B)=—P(X" € B)= P(R=r)P(X" € B) = P(X" € BN R =7),

ce qui prouve que X* et R sont indépendantes.

La principale conséquence de ce théoreme est que la loi de R ne depend pas de la loi
des X;. On en déduit que toute variable aléatoire qui ne s’exprime qu’a I’aide des
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rangs des observations a une loi de probabilité indépendante de la loi de ces
observations. C’est bien ce qu’on cherche a obtenir en statistique non paramétrique, ot
la loi des observations n’appartient pas a une famille paramétrée connue. On pourra donc
faire de 'estimation et des tests non paramétriques a partir des rangs des observations.

Remarques.

e Il n’y a pas d’équivalent de ce théoreme pour les lois non continues, ce qui limite
beaucoup l'intérét de la statistique non paramétrique basée sur les rangs dans ce
cas.

e Toute fonction symétrique des observations initiales est une fonction des statistiques
d’ordre. Par exemple, Z X; = z X}

=1 =

Propriété 12 . Si la loi des X; est continue, X* admet pour densité :

foxpxp (@), xy —n'Hf @)

Démonstration. Etant donné que pour tout borélien B de R,,, on a P(X*e B)=n!lP(X €
B), on obtient pour tout B :

/f X7 X xn(@], . an)day, ... de, = n!/f(Xh,,.7Xn)(x1,...,xn)dxl,...,dxn
B

= /n'Hsz(xz)dxlaadzn
B =1

= /n‘Hf(xf)dm’{,,dm;‘Z
B

i=1

d’ou le résultat. ]

Propriété 13 . Vi € {1,...,n}, la fonction de répartition de la i statistique d’ordre
X7 est:

Vo € R, Fy:(x Zc’f — F(x)]"*

Démonstration :

Fy«(x) = P(X] <x)= P(i au moins des X; sont inférieurs a x)

= Z P(k exactement des X; sont inférieurs a z)
k=i

= ) CP(X <, X <2, Xp >, X, > 1)
k=i
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— Zok (X; < 2)]F[P(X; > a)"F

= Z CplF ()1 = F(x)]"™

Corollaire 2 . Sila loi des X; est continue, alors Vi € {1...n}, X} admet pour densité :

n!

(i = Dl(n —2)!

Ve e R, fx;(r) = ([ F (@)1 = Fa)]" " f ().

Démonstration. Une premiere solution est de dériver directement 'expression de Fx:(x)
donnée par la propriété 13.

Une autre facon de faire, qui permet de mieux comprendre le sens des statistiques
d’ordre, est la suivante :

1 1
_ / — - * * = —_ *
fxz(2) = Fx.(z) = dl;go dx(FX (z +dz) — Fx:(x)) = dl;go de(x < X <z +dx)

1
= lim —P((z — 1) des X, sont <z, un des X, est compris entre = et = + dz,
dz—0 dx

(n —1) des X; sont >z + dx)

" o n—i
- dl;go dx Ca 1[ (X < x)} Crlz—i—&-lp(x < X; <z +dx) [P(Xj > x+ dm)}
n! . - .
- — g _ n—i L <
O D@L - F@I' Jim P < X; <o+ do)

n! T n—i (.
= e P - P

Les lois de probabilité du minimum et du maximum d’un échantillon peuvent s’obtenir
comme cas particuliers des résultats précédents :

o Xi= Min(Xy,...,X,): Fx:(x)=1—[1—F(z)]"

fx; (@) =nf(z)[l - F(z)]"~

e X!= Max (Xy,...,X,): Fx:(z)=[F(2)]"

n n

fx; (@) = nf(@)[F ()"

Plus généralement, on peut déterminer la loi de probabilité de n’importe quel sous-
ensemble de la statistique d’ordre. Dans le cas ou la loi des X; est continue, on obtient :



64 Chapitre 6 - Estimation non paramétrique de quantités réelles

Propriété 14 . Pour tous rq,...,r, entiers tels que 1 <ry <ro < ...<ry<n, on a :
n! b
foxz e (01, k) = P [F ()] Hf(%‘)
(rs = DI [ (ri = rica = Dl(n = 1) =
i=2

k
[g[F(xl) - F(xi_l)]”_rifl_l] [1 — F(xk)]n_rklﬁc(xl’ ce ,.Tk)
6.1.2 Loi de probabilité empirique

La loi de probabilité empirique est une loi de probabilité créée directement a partir de
I’échantillon observé zq,..., x,.

Définition 24 . La loi de probabilité empirique P, associée a l’échantillon x4, ..., z,
est la loi uniforme (discréte) sur {xq,...,x,}. Si X, est une variable aléatoire de loi Py,
alors :
o X, est a valeurs dans {xy,... ,x,}.
1
o Vic{l,...,n},P(X. = ;) =P,(z;) = —.
n

n
C, 1
On peut aussi écrire P,, = — 5 O, -
n
i=1

Les caractéristiques essentielles de la loi de probabilité empirique sont en fait des
quantités bien connues :

e La fonction de répartition de la loi de probabilité empirique est la fonction de
répartition empirique F;, :

1 1 &
P(X.<z)= g P(X.=ux;) = - x nombre de z; < x = - E Liz<ay = Fu(2).
i=1

x; <z =

e L’espérance de la loi de probabilité empirique est la moyenne empirique z,, :

E(Xe) = i.IZP(Xe = Qfl) = %ixl = Ip.
i=1 =1

e La variance de la loi de probabilité empirique est la variance empirique s2 :

Var(X.) = E[(X. = BEIX))?] =) J(xi — 2,)°P(Xe = 2;) = = > (2 — Tp)" = 5.
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e Le moment empirique d’ordre k est :

n

. 1
mi = B[X[] = Ezwf

=1

e Le moment empirique centré d’ordre k est :
e 1 _
K = E[(Xe - E[Xe])k} = Z(l’z - xn)k

e Les quantiles de la loi de probabilité empirique sont les quantiles empiriques :

1 . '
Vp €]0,1[, Gnp = { 5(50?@ +a},.1) sinp est entier,

" .
ZEanJ+1 S1NOI1.

Remarque. Puisqu’on considere les observations zy, ..., x, comme des réalisations de va-
riables aléatoires Xi,..., X, toutes les quantités définies dans cette section sont elles-
mémes des réalisations de variables aléatoires :

IS - 1y 1< _
Fu@) =Y e Ka= 30X 1= 03 (G- X
=1 i=1 i=1
1
@np _ { (X, +Xryy) sinp est entier

2 *
X [np|+1

sinon
6.2 Estimation de ’espérance d’un échantillon

6.2.1 Estimation ponctuelle

On a déja vu que la moyenne empirique X,, est un estimateur sans biais et convergent
(presque strement et en moyenne quadratique) de F(X) :

B(X) = B[ 3 X] =1 Y B(X) = - nE(X) = B(X)
Var(X,) = Var[% ZXZ] — 1 ZVC”"(Xi) _ Var(X)

qui tend vers 0 quand n tend vers I'infini. La convergence presque siire est une conséquence
directe de la loi forte des grands nombres.

6.2.2 Intervalle de confiance

Donner un intervalle de confiance de seuil o pour E(X), c’est donner un intervalle
aléatoire I tel que P(E(X)e€l)=1-a.
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Etant donné que X, est un bon estimateur de E(X), il est logique de chercher un
intervalle de confiance de la forme [ = [X n— Oy X+ aa] . a,, est déterminé en écrivant :

P(yn —a, < E(X) §7n+aa) = P(\Yn —EX)| < aa) =1-aq.

Il est donc nécessaire de connaitre la loi de probabilité de | X, — E(X)| pour déterminer
ao. Dans un cadre paramétrique, c¢’est parfois possible, mais ¢a ne I’est pas si on ne fait pas
d’hypotheses particulieres sur la loi des X;. Aussi est-on obligés de recourir a un résultat
asymptotique. Le théoreme central-limite dit que :

X, — B(X)

00 £ N(0,1).

On dit aussi qu’asymptotiquement, X, est de loi A/ (E (X),Var(X)/ n) Par conséquent,
quand n est suffisamment grand, on a :

Qo

o(X)

— E(X)|

P(X, - B0 < a0) = P(vi s 25 < v

):P(|U|§\/ﬁr§())

ou U est une variable aléatoire de loi N'(0,1).
Alors, avec les notations habituelles, on a asymptotiquement :
g, . o(X)
= Uq Ao = Uy —F—.
o(X) vn

P(|X, - E(X)|<a,) =1—a=+n

Et un intervalle de confiance asymptotique pour E(X) est donc :

T g ex)
O ]

Comme d’habitude, cet intervalle de confiance est inexploitable car il est fonction de
o(X), qui est inconnu. Une solution naturelle est alors de remplacer o(X) par I'écart-type
empirique S,, dans I'expression de 'intervalle de confiance.

Il reste alors a déterminer quelles conséquences a ce remplacement de 1'écart-type
théorique par I’écart-type empirique. Pour cela, il faut utiliser le théoreme de Slutsky, vu
au chapitre 4.

Ce théoreme dit que, si {U,, },>1 est une suite de variables aléatoires convergeant en loi
et {V,,}n>1 une suite de variables aléatoires convergeant en probabilité vers une constante
¢, alors pour toute fonction continue g, la suite {g(U,, V;,) }»>1 a méme limite en loi que
la suite {g(Uy, ¢)}n>1-

Ici, soit U, = v/n (X,, — E(X)). {U,}n>1 converge en loi vers la loi N (0, Var(X)).

1 n
La loi des grands nombres appliquée aux X? permet d’écrire que — E X? RCNy ) (X?).
n
i—1
Comme par ailleurs, X, —> E (X), on obtient que :

1 & -
Si=- S x2-X, B B(X?) — B(X)? = Var(X).
=1
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Comme la convergence presque siire entraine la convergence en probabilité, on obtient
que 52 -2 Var(X), dou V, = S, - o(X).
Alors, puisque la fonction g(u,v) = — est continue sur R x R*, le théoreme de Slutsky
prouve que : o v
X, — E(X)
Sh

11 suffit alors d’appliquer la méme démarche que précédemment, et on obtient :

£ N(0,1)

Propriété 15 . Un intervalle de confiance asymptotique de seuil o pour E(X) est :

— S f— S,

[Xn — ua\/_%an + Ua\/—%]

Remarque. Rappelons que dans un contexte paramétrique, un intervalle de confiance de
seuil o pour la moyenne m de la loi normale A (m, 0?) au vu d’un échantillon est :

) Yn + tn—l,oc Sn ] .

Sh
tn— «
b vn—1 vn—1

Pour n grand, la loi de Student se rapproche de la loi normale et I'intervalle de confiance
proposé est équivalent a celui de la propriété 15.

X =

6.3 Estimation de la variance d’un échantillon

6.3.1 Estimation ponctuelle

On sait déja que la variance empirique S2 est un estimateur biaisé de la variance de
n
. . . a2 1 <~ :
’échantillon et que la variance estimée S’ = p— E (X; — X,,)? est un estimateur sans
n —_—
i=1
biais et convergent en moyenne quadratique de Var(X).
Dans la section précédente, on a montré que S? converge presque surement vers
L . . 2
Var(X). C'est évidemment aussi le cas de 57;.
Enfin, on montre que, si E[X?] < oo, alors la variance de la variance estimée est :

Var($%) = ;)Kn — ) — (n— 3)d]

n(n—1

avec py = E[(X — E[X])*] et py = Var(X).

6.3.2 Intervalle de confiance

On peut montrer que, si E[X?%] < oo, alors le comportement asymptotique de la
variance estimée est déterminé par :

12
N Sn—'@? £ N(0,1).

V H4 — Ha

En utilisant le théoreme de Slutsky, on montre que :
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Propriété 16 . Un intervalle de confiance asymptotique de seuil o pour Var(X) = po

est :
Ei %\/ui — 8, St %\/ui - 5]

6.3.3 Lien entre moyenne et variance empiriques

Dans la mesure ou la moyenne et la variance empiriques sont deux quantités cal-
culées a l'aide des mémes observations, ce ne sont a priori pas des variables aléatoires
indépendantes.

Propriété 17 . Si E(X?) < oo, alors Cov(X,,S">) = s
n

On en déduit que X, et S’ i sont corrélées mais asymptotiquement non corrélées.

On peut montrer que si la loi des X; est symetrique, alors u3 = 0. Donc dans ce cas,
X, et S sont non corrélées pout tout n.

On sait que l'indépendance entraine la non-corrélation mais que la réciproque est
fausse. En fait, on montre que X, et S’ i sont indépendantes si et seulement si les X; sont
de loi normale.

6.4 Estimation des moments de tous ordres

Comme pour 'espérance et la variance, on peut estimer les moments d’ordre k, m;, =
E[X*], et les moments centrés d’ordre k, uy, = E[(X — E[X])*], de la loi de I’échantillon

n
n)"

il

. 1 1
par les moments empiriques correspondants mg, = - E Xf et ug = - g (X; —
i=1 i=1
Les propriétés de ces estimateurs sont données par la propriété suivante :

Propriété 18 .

g

=

B
LNEIRE:

=

ES

)

p M — Mk
VR 1 o + 2k 1 fe1 + plok — 13

T — Tk 0.1
— N(0,
£ N0, 1)

Les résultats de convergence en loi et le théoreme de Slutsky permettent d’obtenir des
intervalles de confiance asymptotiques pour tous les moments.

On n’a pas de résultat non asymptotique, par exemple sur le biais de ces estimateurs.

Enfin, ces résultats interviennent dans 1’établissement des propriétés de la méthode
d’estimation paramétrique des moments.
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6.5 Estimation des quantiles

On s’intéresse maintenant a I'estimation des quantiles de la loi de 1’échantillon. Pour
simplifier, on se bornera ici au cas ou la loi des observations est continue et I’ est stricte-
ment croissante. Alors le quantile d’ordre p est ¢, = F~'(p). On se propose de lestimer
par le quantile empirique d’ordre p,

1
Q“ _ { (X, + X 11) sinp est entier,
n7p -

2
X*

[np|+1 S1no1m.

6.5.1 Propriétés des quantiles empiriques

Connaissant la loi d'une statistique d’ordre et la loi conjointe d'un couple de statis-
tiques d’ordre, il est facile de déterminer la loi d'un quantile empirique, donnée par sa
densité :

Théoreme 14 . Si np est entier,

2 n!
(np— 1)l (n—np—1

oo 1 1
fo, (2) = s [Py = R T e = )

Si np n’est pas entier,

nl
~ lp)'(n — [np] — 1)

f5.., @) F(2)" (1= ()" "7 f (),

Démonstration. Le cas ou np n’est pas entier est immédiat car on a directement la densité

de X[‘anl.

Quand np est entier, on utilise la loi conjointe de (X;;,, X ,,) en écrivant :

1 * *
Fén‘p(x) = P(§<an + an+1) S I‘) = //Z+y< f(X:prX;p+1)(Z7y)dZdy
5 <z

et on obtient le résultat annoncé par dérivation. [ |

On obtient donc entre autres ainsi la loi de probabilité de la médiane d'un échantillon,
mais cette loi dépend de f et F', qui sont inconnues.

On a également un résultat sur la loi asymptotique d’'un quantile empirique :

Théoréme 15 . Théoréme de Mosteller :

Wp €0, 1, Vi me e piey £y A0, 1)
(1 —p)
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6.5.2 Estimation ponctuelle

Le théoreme 14 montre que le calcul de F (@w,) n’est pas simple. En fait, on n’a pas
de résultat non asymptotique sur la qualité d’estimation de g, par @, . En revanche, le
théoreme de Mosteller permet d’établir un résultat asymptotique.

Propriété 19 . @n,p est un estimateur de g, asymptotiquement sans biais et convergent
presque surement.

Démonstration. Le théoreme de Mosteller dit que la loi asymptotique de @nyp est la loi

1-— ~
N (gp, p(fQ—(p))), ce qui prouve directement que @, , est asymptotiquement sans biais et
nf2(qp

est convergent en moyenne quadratique. Pour la convergence presque stre, il faut utiliser
un résultat sur la fonction de répartition empirique, le théoreme de Glivenko-Cantelli, qui
sera énoncé dans le chapitre suivant. [ |

En conclusion, il est justifié, au moins si on a beaucoup d’observations, d’estimer un
quantile théorique par un quantile empirique. Dans certains cas, certains moments et quan-
tiles théoriques sont confondus. C’est le cas par exemple pour les lois symétriques pour
lesquelles 'espérance et la médiane sont confondues. Il est alors important de déterminer
lequel des deux estimateurs empiriques correspondants est le meilleur.

6.5.3 Intervalle de confiance

Contrairement a ce qu’on avait pour les moments, le théoreme de Mosteller ne permet
pas de construire un intervalle de confiance asymptotique pour ¢, en utilisant le théoreme
de Slutsky, car on ne sait pas estimer simplement f(g,). En fait, on a ici un résultat non
asymptotique.

Théoréme 16 . V(i,j), 1 <i<j<mn,ona:

7—1
P(X;<q<X;) = Y Cipfl—p"™*.
k=1

Démonstration. 11 suffit d’écrire :

P(X; quSX;) = P(X/ SQP)_P(X; < qp) :FXI(QP)_FX;-‘(QP>

= Y CHF@) L~ F)"™* =3 CHIF (@) L~ Fla)!"™
= Z Cl [F(g)]"[1 = Flg)" ™

i1
Or F(gp) = p, donc on obtient P(X; < ¢, < X7) = > ChpF(1 —p)" . |
=
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-1
Corollaire 3 . §'il existe i et j tels que Y CFp"(1 —p)" ™% =1—a , alors [X;, X7] est
k=i

un intervalle de confiance de seuil o pour gp,.

Dans la pratique, on cherche le couple (i,7) tel que cette somme soit la plus proche
possible de 1 — a. [X}, X7] sera alors un intervalle de confiance de seuil proche de a (et
connu) pour g,.

1
Par exemple, si on s’intéresse a la médiane, on a p = 7 On cherche donc i et j tels
=1 1 4=1
que > Ckpk(1 — p)yn=F = on >~ CF soit proche de 1 — a.
k=i k=i

1 7
S CFy =~ 89%. On en déduit que [X3, XZ] est un intervalle

Pour n = 10, on a i 0~
k=3

de confiance de seuil approximativement égal a 11% pour la médiane de 1’échantillon

(rappelons que la médiane empirique dans ce cas est i(X s+ X0))-

L’intérét principal de ce résultat est qu’il n’est pas asymptotique, ce qui est assez rare
en statistique non paramétrique. Cependant, ces intervalles sont en général tres larges, ce
qui les rend assez peu utiles en pratique si on a peu d’observations.

6.6 Lois asymptotiques des extrémes

*

Le théoreme de Mosteller dit que, pour p fixé, la loi asymptotique de X fnp|+1 €St la loi

p(1—p)
N )

On peut ainsi obtenir la loi asymptotique des statistiques d’ordre “centrales”, par
exemple de la médiane empirique. En revanche, le théoreme de Mosteller ne permet pas
d’obtenir la loi asymptotique des statistiques d’ordre “extrémes”, c’est a dire X| et X.

1
Eneﬂ:et,X’[anl:Xf@anj:0<:>np<l<:>p<ﬁ.

Or, pour p fixé, en faisant tendre n vers 'infini, on finira forcément par avoir — < p.
n

A * * 1
Dememe,XanJH:Xn@anJ:n—1<:>np2n—1<:>p21—5.

1
Et pour p fixé, en faisant tendre n vers 'infini, on finira forcément par avoir 1 — — > p.
n

Par conséquent, les lois asymptotiques de X7 et X ne peuvent pas étre obtenues a
I’aide du résultat sur la loi asymptotique de X

*

[np|+1°
En fait, X7 et X convergent en loi vers les bornes inférieure et supérieure du support

de la loi de I’échantillon.

0 siF(z)=0
En effet, liril Fx:(x) = lim [1 —(1— F(x))n] _ { si F(x)

1 siF(z) >0

n—-+oo

Par exemple, si la loi des X; est la loi uniforme sur [a, b], X; converge en loi vers a et
X converge en loi vers b. Si c’est la loi exponentielle, X} converge en loi vers 0.
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En fait, au lieu de s’intéresser a la loi asymptotique de X7, on va s’intéresser a celle
X{—0b
e R —

d = 0t {an n>1 et {b,}n>1 sont des suites de réels bien choisies.

Le théoreme de Gnedenko dit que, dans ce cas, il n’y a que 3 familles de lois limites
possibles.

Théoreme 17 . Théoréeme de Gnedenko : Soit X1,..., X, un échantillon d’une loi

continue. S’il existe des suites de réels strictement positifs {a,}n>1 et de réels {b,}n>1
Xt —b,

telles que converge en loi vers une loi limite, alors les seules lois limites possibles,

définies par ler fonction de répartition G, sont :
e G(x)=1—e,z € R (premiére loi de Gumbel).
e G(z)=1- e £>0,8>0 (loi de Weibull W(1,5)).

_ 1
o G(r)=1—¢(2 Y r<0,8>0 (loi de ~¥ quand X est de loi W(1, 3)).

*

~ . Lo . . Xn - bn
De méme, les seules lois limites possibles pour les suites ——— sont :
G,

e G(x)=e°",x € R (deuricme loi de Gumbel).
- 1
e Gx)=e""2>0,8>0 (loi de e quand X est de loi W(1,3)).

o G(x)=e D" 2<0,8>0 (loi de —X quand X est de loi W(1, 5)).

Pour une loi donnée, méme s’il existe plusieurs suites {a, },>1 et {b,},>1 possibles, la
famille de lois limite est toujours la méme.

X —b, ) . : : :
Par exemple, si ——— converge en loi vers la loi de Weibull, on dit que la loi des X;
a

appartient au domaine d’attraction du minimum de la loi de Weibull.

La constante 0 (loi de Dirac en 0) est une loi limite particuliere qui correspond a
infini.

Ce qui est remarquable dans ce résultat, c’est que, pour une fois, les lois asymptotiques
ne sont pas des lois normales. Il existe donc une différence de comportement notable entre
les statistiques d’ordre “centrales” et les statistiques d’ordre “extrémes”.

D’un point de vue pratique, des qu'un phénomene peut s’interpréter comme un maxi-
mum ou un minimum (par exemple une durée de vie ou bien un pic d’ozone), les lois
de probabilité du théoreme de Gnedenko peuvent étre utilisées comme modeles. C’est
essentiellement pour cela que les lois de Weibull et de Gumbel sont utilisées.



Chapitre 7

Estimation fonctionnelle

Les hypotheses de ce chapitre sont les mémes que celles du chapitre précédent : on
suppose que les observations x4, ..., x, sont des réalisations de variables aléatoires réelles
Xq,..., X, indépendantes et de méme loi, de fonction de répartition F', et de densité f,
si elle existe.

Dans le chapitre précédent, on s’est intéressé a l’estimation de quantités réelles ca-
ractéristiques de la loi de probabilité de I’échantillon, les moments et les quantiles. Aussi
riches d’enseignement que soient ces quantités, elles ne suffisent pas a déterminer entiere-
ment la loi de probabilité de 1’échantillon.

C’est pourquoi nous allons maintenant nous intéresser a l’estimation de la fonction
de répartition et, si elle existe, de la densité de I’échantillon. Par rapport au chapitre
précédent, il s’agit maintenant d’estimer des fonctions, d’ou le nom d’estimation fonc-
tionnelle. De plus I'une comme 'autre de ces fonctions caractérisent entierement la loi
de probabilité de I’échantillon.

La fonction de répartition empirique est un estimateur simple et performant de la
fonction de répartition de I’échantillon. II est beaucoup plus difficile d’estimer une densité.
On connait déja I'estimateur de base de la densité d’un échantillon, I'histogramme. Bien
que tres connu et tres utilisé, il est de médiocre qualité. Aussi allons-nous proposer une
méthode d’estimation de densité bien plus performante, la méthode du noyau.

Remarquons que 'estimation des quantiles peut étre considérée comme de I'estimation
fonctionnelle dans la mesure ou estimer g, = F~*(p) quel que soit p revient & estimer la
fonction F~1.

Estimer une fonction g, c’est d’abord estimer g(z) pour tout x donné. Il faut ensuite
juger de la qualité de I'estimation de g(x) pour chaque x, puis de 'estimation de g dans
son ensemble.

Si g(z) est un estimateur de g(x), la qualité de l'estimation pour un x donné est
usuellement mesurée par le biais, la variance et 'Erreur Quadratique Moyenne (ou risque
quadratique), qu’on notera EQM,(g) :

EQM.(9) = E[(§(x) — 9(x))*] = [E(§(x)) — 9(x)]" + Var(j(x)).

On voit que l'erreur quadratique moyenne se décompose en un terme de biais et un
terme de variance. Si §(z) est un estimateur sans biais de g(x), erreur quadratique
moyenne se réduit a la variance. On verra que, si on peut trouver facilement un estimateur
sans biais pour la fonction de répartition en un point x, il n’en est pas de méme pour la



74 Chapitre 7 - Estimation fonctionnelle

densité. Aussi utilisera-t-on 'erreur quadratique moyenne plutot que la variance dans ce
cas.

Pour juger de la qualité de 'estimation de g dans son ensemble, il faut utiliser des
mesures de I'écart entre g et g. Suivant les cas, on utilisera :

— I'Erreur Quadratique Moyenne Intégrée (EQMI) :

“+o00 —+00 “+o00

BQuIG) = [ BQM) o= [ [EG@) - o] dot [ Var(e)) de

—0o0 —00 — 00

— Pécart maximum entre les deux fonctions :

sup{|g(z) — g(z)|; x € R}.

7.1 Estimation de la fonction de répartition

7.1.1 Estimation ponctuelle

Rappelons que la fonction de répartition empirique IF,, de I’échantillon est définie par :

E I{x,<s} = pourcentage d’observations inférieures a x
i=1

1

n

I, ()

ecdf(x)

FIGURE 7.1 — Fonction de répartition empirique

Il s’avére que IF,, est un excellent estimateur de F', ce que I’on peut montrer en plusieurs
étapes.

Propriété 20 . Vo € R, nlF,(z) est de loi binomiale B(n, F(z)).

Démonstration. nlf,,(z) = Z 1{x,<s) est une somme de n variables aléatoires indépendan-
i=1

tes et de méme loi de Bernouilli de parametre P(X; < x) = F(z), donc c’est une variable

aléatoire de loi B(n, F(x)).
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On peut dire aussi que nlF,(z) est le nombre de X; inférieurs a x, qui peut s’interpréter
comme le nombre de fois ou, en n expériences identiques et indépendantes, un évenement
de probabilité P(X; < x) = F(z) s’est produit. Donc c’est une variable aléatoire de loi
B(n, F(z)). |

On en déduit facilement les qualités de 'estimation de F'(x) par I, ().

Propriété 21 . Vo € R, IF,(z) est un estimateur sans biais et convergent en moyenne
quadratique de F(x).

Démonstration. E(F,(z)) = ! E(nlF,(z)) = 1 nF(zx) = F(x).

Var(F,(z)) — % Var(nF,(z)) = % nF(2)(1 - F(x))
F(z)(1 - F(x))

?

n
qui tend vers 0 quand n tend vers I'infini. [ |

En fait, la convergence est presque stre :

2 F(z).

Propriété 22 :Vx € R, IF,(z)
Démonstration. 11 suffit d’appliquer la loi des grands nombres aux variables aléatoires de
loi de Bernoulli 1¢x,<.y :

1 n
=1

Vue sous cet angle, la loi des grands nombres dit que la probabilité d’'un éveénement
est la limite de la fréquence d’occurrence de cet évenement dans une suite d’expériences
identiques et indépendantes. On en déduit que l'on peut estimer la probabilité que X
soit inférieure a z, F(z), par le pourcentage d’observations inférieures a x, I, (z). Cette
estimation est d’excellente qualité.

Pour juger de la qualité globale de ’estimation de F' par IF,,, on utilise le théoreme de
Glivenko-Cantelli, qui dit que IF,, est un estimateur convergent uniformément et presque
surement de F' :

Théoréme 18 . Théoréme de Glivenko-Cantelli.

D,, = sup{|F,(z) — F(z)|;z € R} 50,

Par ailleurs, 'erreur quadratique moyenne intégrée est :

BEQMI(F,) / T Var(Fy(x)) do = © /_ T P (1 - F@)) do.

— 0o n [e.9]
On ne peut pas calculer explicitement cette erreur, mais on sait qu’elle tend vers 0
quand n tend vers I'infini a la vitesse 1/n.
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7.1.2 Intervalle de confiance

Soit z fixé. Un intervalle de confiance de seuil o pour F(z) est un intervalle aléatoire
Itel que P(F(z)el)=1—q.

Si on reprend la démarche vue en 6.2.2. pour I’espérance de 1’échantillon, on va chercher
un intervalle de confiance de la forme I = [F,,(x) — aq, F,(2) + a,], ou a, est déterminé
en écrivant :

P(F(x)el) = P(F,(z)—ay < F(z) <F,(v)+ an)
<F

= >, Cy [F(2))*[L = Fa)"™*
k=|n(F(z)—aa)]+1
= 11—«

On ne peut pas déduire la valeur de a, de cette expression car elle implique F'(x), qui
est inconnue. En revanche, on peut obtenir un résultat asymptotique par un raisonnement
similaire a celui que 1’on a utilisé pour 'espérance.

En effet, 'application du théoreme central-limite sur les 1y,<,}, variables aléatoires
indépendantes de loi de Bernoulli, d’espérance F'(x) et de variance F'(x)(1— F(z)) permet
d’écrire :

1 X<z —nkE((1 X<z
2 Moz ~ B (Lxizn) () -nF@) o Fule) - Fl)
VinVar(lix,<.}) VnF(z)(1 - F(x)) V(@)1= F(z))

Grace au théoreme de Slutsky et a la convergence presque sture de IF,,(z) vers F(x),
on a également :

£5 N(0, 1).

F,(z) — F(x)
V() (1 = F,(2))

Alors on obtient que, pour n suffisamment grand :

vn £ N(0, 1).

P(F(z)el) = P(-aa < Fy(z) = F(2) < aa) = P(|Fu(z) — F(2)] < aq)
| Fn(z) — F()]
= P(v/n
i V() (1 = Fy(z)) VI (2)(1 = Fy(2))

B Nl n o
e Y i
= 11—«

5

ot U est de loi N(0,1).
Dot v/n

VI (2)(1 = F(z))

Et on obtient finalement :

= g et ag = %ﬂvn(:p)a “Fo(2)).
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Propriété 23 . Vo € IR, un intervalle de confiance asymptotique de seuil o pour F(x)
est :

[ () — ﬁ\/f’n(%)(l — Fo(x)) , IFu(z) + %\/Fn(ﬂf)(l — Fo(2))].

En fait, on a des résultats sur les intervalles de confiance pour le parametre de la loi
binomiale qui nous donnent directement le résultat suivant :

Théoreme 19 . Vz € IR, un intervalle de confiance exact de seuil o pour F(x) est :

1 1

n— n.lF +1 ’ n— n.ZF
1+ TP (o SotnnIFy @1y onlFy @) a2 LT T )1 fz (n—ndF (2)), 20 I (2)4+1),1— /2

0U [y, m.a €St le quantile d’ordre 1 — o de la loi de Fisher-Snedecor a (vy,vs) degrés de
liberté.

7.2 Estimation de la densité

Dans cette section, on suppose que la loi de ’échantillon est continue et on cherche a
estimer sa densité f. f est la dérivée de F', mais la fonction de répartition empirique I,
n’est pas dérivable, puisque c’est une fonction en escalier. On ne peut donc pas utiliser
directement les résultats sur la fonction de répartition empirique pour estimer la densité.

On peut se demander quelle est I'utilité d’estimer la densité alors que ’on a déja un tres
bon estimateur de la fonction de répartition. La principale raison est que la forme d’une
densité est beaucoup plus facile a interpréter que celle d’une fonction de répartition. Par
exemple, on pourra facilement avoir, grace a une estimation de densité, des informations
sur la symétrie ou la multimodalité de la loi de I’échantillon, alors que ce n’est pas du
tout facile au seul vu de la fonction de répartition empirique. De méme, une estimation de
densité est une aide importante au choix d'un modele approprié pour la loi de I’échantillon.
Par exemple, une densité estimée en forme de cloche symétrique peut conduire a I’adoption
d’un modele de loi normale.

Nous allons commencer par donner des rappels sur la méthode d’estimation de den-
sité la plus élémentaire, celle de I’histogramme. Puis nous présenterons la méthode plus
sophistiquée du noyau.

7.2.1 Rappels sur les histogrammes

On se fixe une borne inférieure de I’échantillon ay < z7 et une borne supérieure a; > x.
On partitionne I'intervalle |ag, ai], contenant toutes les observations, en k classes |a;_1, a;].
La largeur de la classe j est h; = a; —a;j_;.

L’effectif de la classe j est le nombre d’observations appartenant a cette classe : n; =

n n
> Lja, .0, (2:). La fréquence de la classe j est —
i=1 n

L’histogramme est constitué de rectangles dont les bases sont les classes et dont les
aires sont égales aux fréquences de ces classes. Donc 'histogramme est la fonction en



78 Chapitre 7 - Estimation fonctionnelle

escalier constante sur les classes et qui vaut —- sur la classe |a;_;, a;]. Cette fonction
h J )
nh;
j
peut s’écrire :

k k
. n; 1 1
f(.??) = Z Tlh ]l “3—17“1 = ﬁ Z h_ laj— 17“]] Z ]1]% 1’aj](x1)
j=1 j=1 i=1
Dans I’histogramme a pas fixe, les classes sont de méme largeur h = ah ; o Dans ce

cas, la hauteur d’un rectangle est proportionnelle a 'effectif de sa classe.

On a vu en PMS qu’il était plus pertinent de choisir un histogramme a classes de
meéme effectif. Admettons pour simplifier que n soit divisible par k. Alors chaque classe doit
contenir n/k observations. Les limites des classes seront alors les j/k quantiles empiriques :

- [ . .
a]:qn,j/k:§(:v%j +x%j+1), j=1,....k—1;

Les bornes des classes sont donc cette fois aléatoires, puisqu’elles sont fonction des
observations.

Enfin, le polygone des fréquences est la ligne brisée reliant les milieux des sommets
des rectangles, et prolongée de part et d’autre de I’histogramme de fagon a ce que laire
totale délimitée par le polygone soit égale a 1, comme pour une densité.

Prenons l'exemple vu en PMS du bruit a Montréal. Les histogrammes a classe de
méme largeur et de méme effectif, avec leurs polygones des fréquences, sont donnés par
la figure 7.2.

0.08
|
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0.0
L

FIGURE 7.2 — Histogramme a classes de méme largeur et a classes de méme effectif pour
les niveaux de bruit a Montréal

La forme de ces histogrammes est assez proche d'une cloche symétrique, ce qui nous
amene a envisager 'hypothese que les données proviennent d’une loi normale.

7.2.2 La méthode du noyau

Les histogrammes et les polygones des fréquences ne sont pas des estimations tres
satisfaisantes de la densité de I'échantillon car ce sont des fonctions en escalier et des
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lignes brisées alors que la densité a estimer est en général plus lisse, avec au moins sa
dérivée continue.

D’autre part, I'aléa du au choix du nombre de classes et des bornes des classes est un
élément tres perturbant de I'analyse, puisque des choix différents peuvent aboutir a des
histogrammes d’allures assez nettement différentes.

L’estimation par noyau a pour but de répondre a ces deux écueils et de proposer des
estimations de densité ayant de bonnes propriétés.

Pour cela, on commence par remarquer que la densité est la dérivée de la fonction de
répartition, ce qui permet d’écrire pour tout x :

f(z) = F'(x) = lim F(x+ h]z —Fx) _ lmy F(z+ h)z—hF(;c —h)

Donc pour un h > 0 fixé “petit”, on peut penser a estimer f(z) par :

R 1 "
f@) = 5 (Fale+ 1) = Fulo = 1)) = 523" N (X0)

On a alors :

Blf(z)] = %(E[Fn(x +1)] - E[Fu(z — h))) = %(F(w 4+ h)— F(z - h))

qui tend vers f(z) quand h tend vers 0. Il faut donc faire dépendre h de la taille de
I’échantillon, et le faire tendre vers 0 quand n tend vers l'infini, de sorte que f () soit un
estimateur asymptotiquement sans biais de f(x). h sera donc dorénavant noté h,.

Cette démarche est proche de celle de 'histogramme au sens ou cela revient a mettre x
au centre d'une classe de largeur 2h et a calculer I'estimateur histogramme correspondant.
La fonction f obtenue a des sauts aux points X; + h et est constante autrement.

La grande différence par rapport a I'histogramme est qu’il n’y a pas de classe fixée a
I’avance : on crée une classe en chaque point o1 on veut estimer la densité.

L’estimateur f reste une fonction en escalier. Pour obtenir quelque chose de plus lisse,
on peut remarquer que :

5 1 < 1 1
flz) = S z; ozt (Xi) = e z; §l{x—hn<Xi§x+hn}
I 1 r—X; 1 & T —X;
= nhn ;51[—1#1[( hn ) = nhn Zle( hn )
. 1
ou K(u) = 5]1[_1’+1[(u).

La méthode du noyau consiste a généraliser cette approche a d’autres fonctions K.

Définition 25 . Un estimateur a noyau de la densité f est une fonctionf définie par :

fla) = ZK(LC ;nXl)
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ot {hp }n>1 est une suite de réels positifs appelés parametres de lissage ou largeurs de
la fenétre, qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini, et K est une densité de probabilité
appelée noyau.

Les noyaux les plus communs sont :

1
e le noyau rectangulaire : K(u) = 5]1[_17+1[(u). C’est celui qui donne 'estimateur

de type histogramme.

e le noyau triangulaire : K(u) = (1 — |u|) L1 41((u).

1 2
e le noyau gaussien : K(u) = e /2,
yau g (w) N
. 3 u?
e le noyau d’Epanechnikov : K(u) = (1- —)]l[f\/gﬂr\/g[(u).

45 5

Dans l'estimation de f(x) par le noyau rectangulaire, le méme poids est accordé a
toutes les observations comprises entre z — h et x4 h. Dans les 3 derniers noyaux, le poids
d’une observation est d’autant plus fort qu’elle est proche de .

f a les mémes propriétés de continuité et de différentiabilité que K. Par exemple, si
K est le noyau gaussien, f admet des dérivées de tous ordres.

Propriété 24 . Un estimateur a noyau est une densité.

Démonstration.
too I & [ - X;
de = K “)d
L nh;/w )
I - X;
= — K (u)hpdu (changement de variable u = ‘ )
nng, 4 —00 n
i=1

o= [T 1
- —Z/ K(u)du = —n=1.
ni:l o n

Pour choisir quel noyau prendre et surtout choisir le parametre de lissage h,, il faut
étudier la qualité de 'estimation de f par f :

Comme les expressions du biais et de la variance de 'estimateur a noyau ne sont pas
simples a traiter, on en donne des équivalents pour pouvoir étudier leur comportement
asymptotique :

Propriété 25 . Si K est la densité d’une loi de probabilité symétrique par rapport a
lorigine et de variance us, si f admet des dérivées continues de tous ordres, alors, quand
n tend vers linfini, on a :
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. B2
o E[f(@)] - fla) ~ =22 f"(2).
o Var[f(z)] ~ % o K(u)?du.
. h4u2 70—7—00 +oo
o EQMI(f) ~ ”TQ " (z)*dx + - K (u)?du.

On voit que, dans 'erreur quadratique moyenne intégrée, le terme de biais est une
fonction croissante de h,,, alors que le terme de variance est une fonction décroissante de
h,. Si h, est grand, la variance sera faible, mais le biais sera fort. Si h,, est petit, c’est
I'inverse. La valeur de h,, optimale, qui minimise 'EQMI, réalise donc un compromis entre
biais et variance.

Cette valeur optimale est une fonction de f, qui est inconnue. On ne peut donc en
donner qu'une valeur approchée. En pratique, on choisit souvent :

hy, = (%)1/571_1/5 min (s

1

- T34(Cjn,3/4 - Cjn,l/él))'

En fait, la valeur optimale de h, dépend aussi de K. On montre que l'erreur qua-
dratique moyenne intégrée minimale est obtenue en choisissant le noyau d’Epanechnikov.
Mais I’écart de performance entre les différents noyaux usuels est assez faible, aussi on a
plutot tendance en pratique a choisir le noyau le plus facile a utiliser, qui est le noyau
gaussien.

Le biais étant un O(h2), on voit que le biais optimal est un O(n~%/°). Par conséquent,
f (x) est un estimateur asymptotiquement sans biais de f(x), mais la convergence est lente
car n~2/% tend lentement vers 0.

De la méme facon, la variance optimale est un O(n~%3). Donc f(x) est un estimateur
convergent de f(z), mais la convergence est plus lente que celle de IF,,(z) vers F(x) car
n~*% tend plus lentement que n~" vers 0.

Ces deux résultats font que, pour pouvoir estimer efficacement une densité, il faut
avoir beaucoup de données.

Dans I'exemple des niveaux de bruit, I’estimation de densité par la méthode du noyau
gaussien avec le parametre de lissage ci-dessus est donnée par la commande :

> lines(density(bruit,n=200))

On obtient la figure 7.3, la densité estimée semble bien proche de celle d'une loi
normale.
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FIGURE 7.3 — Estimation de densité par la méthode du noyau



Chapitre 8

Tests d’adéquation basés sur la
fonction de répartition empirique

Grace aux méthodes de statistique non paramétrique, il est tout a fait possible d’ex-
traire des informations pertinentes d’un échantillon sans connaitre la loi de probabilité
dont il est issu. Cependant, si c¢’est possible, il est quand meéme préférable d’adopter un
modele probabiliste. En effet, les estimations seront toujours plus précises dans un cadre
paramétrique que dans un cadre non paramétrique. Par ailleurs, un grand nombre de
procédures statistiques standard ne sont utilisables que si on fait des hypotheses parti-
culieres sur la loi de probabilité des observations (par exemple, les tests dans les modeles
linéaires gaussiens).

Par conséquent, il est fondamental de disposer de méthodes permettant de déterminer
s’il est vraisemblable de considérer que des observations proviennent d’un modele proba-
biliste donné. Ces méthodes sont appelées les tests d’adéquation. On a vu en PMS deux
types de méthodes : les graphes de probabilité, qui sont des tests d’adéquation graphiques,
et les tests du x2. Nous allons dans ce chapitre étudier des tests plus puissants, qui sont
basés sur la fonction de répartition empirique.

8.1 Problématique des tests d’adéquation

Tester I’adéquation d’un échantillon (z1,...,x,) a une loi de probabilité donnée,
c’est déterminer s’il est vraisemblable que z1,...,x, soient les réalisations de variables
aléatoires X7, ..., X, indépendantes et de cette loi.

On note F' la fonction de répartition inconnue de I’échantillon, que I’on supposera pour
simplifier continue. Dans le cas de lois discretes, les procédures présentées ici nécessiteront
des aménagements, pas toujours simples.

On distinguera deux cas, suivant que 'on veut tester 'adéquation de 1’échantillon a
une loi de probabilité entierement spécifiée ou a une famille de lois de probabilité.

e (Cas 1: Test d’adéquation a une loi entierement spécifiée.
Test de Hy : “F = Fy” contre Hy : “F # Fy”.

Par exemple, on se demande si les observations sont issues d’une loi normale de
moyenne 10 et de variance 4.
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e (s 2: Test d’adéquation a une famille de lois de probabilité.
Test de Hy : “F € F” contre Hy : “F ¢ F".

Le plus souvent, la famille F est une famille paramétrée : F = {F(.;0);0 € O}.
C’est le cas quand on se demande simplement si les observations sont issues d’une loi
normale, sans donner de valeur a priori aux parametres. Si le modele de loi normale
est adopté, on pourra toujours estimer les parametres ultérieurement.

En théorie, on devrait toujours appliquer un test d’adéquation avant d’utiliser n’im-
porte quel modele probabiliste sur des données. En pratique, on ne le fait pas toujours,
ce qui entraine parfois 1'utilisation de modeles completement erronés.

8.2 Rappels sur les graphes de probabilité

On a vu que la fonction de répartition empirique IF,, était un excellent estimateur de
la fonction de répartition inconnue F'. Si on teste I’hypothese “F = Fy”, il est naturel
de tracer les graphes de IF,, et de Fjy, et de juger visuellement si les deux courbes sont
proches (voir figure 8.1). Cependant, il est difficile de juger si les deux courbes sont
“significativement proches”, surtout si on dispose de peu de données. De plus, toutes les
fonctions de répartition ont des formes voisines.

1.0

0.6

0.4

0.2
|

55 60 65 70 75

F1GURE 8.1 — Fonctions de répartition empirique et testée

De la méme fagon, on peut comparer visuellement une estimation de la densité (par
histogramme ou par noyau) et la densité testée fy. Cela peut permettre d’écarter cer-
taines hypotheses manifestement fausses. Par exemple, si l'estimation de densité n’est
pas du tout en forme de cloche symétrique, il est peu probable que les observations pro-
viennent d’une loi normale. Dans ce cas, il n’est pas forcément nécessaire d’effectuer un
test d’adéquation pour confirmer cette hypothese. Inversement, méme si la forme de I'es-
timation de densité n’est pas tres éloignée d’une cloche, rien ne prouve que la loi des
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observations est normale. De toutes fagons, il est toujours difficile d’évaluer visuellement
la proximité de deux courbes.

L’idée des graphes de probabilité est de chercher, a partir de la fonction de répartition
F', une relation linéaire caractéristique de la loi a tester. On trace alors un nuage de points
qui, si la vraie fonction de répartition est F', devraient étre approximativement alignés.

Le probleme essentiel de cette procédure graphique est de déterminer a partir de quand
on peut considérer que des points sont “suffisamment alignés”. Une idée naturelle est de
déterminer la droite des moindres carrés pour le nuage de points, et de considérer que
I’adéquation est bonne si le coefficient de corrélation linéaire empirique correspondant
dépasse une certaine valeur. Malheureusement, la loi de probabilité de ce coefficient de
corrélation sous Hj est trop complexe pour que 1’on puisse construire un test d’adéquation
statistique simple par ce moyen.

Les graphes de probabilité sont une premiere étape indispensable dans une étude sta-
tistique, car ils sont faciles a mettre en oeuvre et permettent de rejeter facilement de trop
mauvais modeles. Il est cependant nécessaire de les compléter par des tests statistiques si
I’'on veut obtenir des résultats plus précis.

8.3 Cas d’une loi entierement spécifiée

Quand on doit tester si “F = F,”, il est logique de ne pas rejeter cette hypothese si
IF,, et Fy sont significativement proches, d’autant plus que I'on sait, d’apres le théoreme
de Glivenko-Cantelli, que D,, = sup |IF,,(z) — Fy(x)| converge presque strement vers 0

xe
sous Hy.

Il s’agit donc de définir une distance, ou plutot un écart, entre I, et Fy, et de rejeter
Hy : “F = Fy” si cet écart est “trop grand”. Les mesures d’écart les plus usuelles sont :

e La statistique de Kolmogorov-Smirnov (KS) - Commande R : ks.test :

Ky = v/nDy = /n sup [F(x) — Fo()].-

e

e La statistique de Cramer-von Mises (CM) - Commande R : cvm.test :

W2 —n / (@) — Fo(a)) dFo(z).

—00

e La statistique d’Anderson-Darling (AD) - Commande R : ad.test :

o[ Fe) - R
B e R )

Un test de seuil o de Hy : “F = F,y” contre Hy : “F # F,” aura donc une région
critique de la forme W = {K,, > k,}, avec a = Py, (K, > ko). Il faut donc connaitre
la loi des variables aléatoires K,,, W? et A2 sous H,. Ces lois ne sont pas facilement
accessibles pour n fini. En revanche, on a un résultat asymptotique.
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Théoreme 20 . Sous Hy, K, converge en loi vers la loi de Kolmogorov-Smirnov, de

+o0o
fonction de répartition : Vz € RY, Frg(z) =1 — 22(—1)’““6’2’“%2.
k=1

Ce qui est remarquable dans ce théoreme, c’est que la loi limite de K, est la méme,
quelle que soit la loi de I’échantillon. C’est en cela que la procédure est non paramétrique
et c’est pour cela que 'on peut construire un test.

Ainsi, dans la région critique définie plus haut, k, est le quantile d’ordre 1 — a de la
loi de Kolmogorov-Smirnov.

L’inconvénient de ce résultat est qu’il n’est qu’asymptotique. En pratique, on ne peut
utiliser ce test tel quel que pour n > 80. Pour n < 80, on peut utiliser les lois exactes de
K, qui ont été tabulées pour tout n, mais c’est fastidieux. On préfere utiliser le résultat
suivant.

0.11
Propriété 26 . Pour tout n > 5, la variable aléatoire D, (\/ﬁ—l— 0.12 + 7) est ap-
n

prozimativement de loi de Kolmogorov-Smirnov sous Hy.

Par conséquent, on appelle test de Kolmogorov-Smirnov, le test, valable quelle
que soit la taille de I’échantillon, ayant pour région critique :

0.11
On montre que, sous Hy, W?2 et A2 convergent aussi en loi vers des lois qui ne dépendent
pas de F'. Mais cette fois, les fonctions de répartition des lois limites n’ont pas d’expressions

simples, et on est obligés de se référer a des tables. Comme pour K,,, on dispose de résultats
permettant d’appliquer les tests quelle que soit la loi de 1’échantillon :

Propriété 27 . Pour tout n > 5, on a, sous Hy :
n2

04 0.6 1
. <W3 - —+ —) (1 + —) est approximativement de loi de Cramer-von Mises.
n n

o A2 est approzimativement de loi d’Anderson-Darling.

La table 8.1 donne quelques quantiles usuels des lois limites de Kolmogorov-Smirnov,
Cramer-von Mises et Anderson-Darling.

Enfin, pour calculer facilement les statistiques de test, il est pratique d’utiliser le
résultat suivant.

Propriété 28 . Pouri € {1,...,n}, on pose U; = Fy(X;). On a :
1 —1

o K, = +/nmax max{i - Ui =1l.n},max{U — yi=1l.n}|.
n
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15% | 10% | 5% | 25% | 1%

KS | 1.138 | 1.224 | 1.358 | 1.480 | 1.628
CM | 0.284 | 0.347 | 0.461 | 0.581 | 0.743
AD | 1.610 | 1.933 | 2.492 | 3.070 | 3.857

TABLE 8.1 — Valeurs usuelles des quantiles des lois de KS, CM et AD dans le cas 1

- 2%—1\> 1
w2=S" (v - .
* Z( on > 12,

i=1

1 n
A2 = —n+ =3 (20 —1-2n)In(1 - U}) — (2 — 1) InU;).
o A, n+nZ[(Z n)In(l =U7) = (2i = 1) n U]

Il est impossible de calculer la puissance de tels tests puisque I'hypothese alternative
Hy: “F # Fy” est beaucoup trop vaste. Des études intensives prenant en compte un grand
nombre d’alternatives possibles ont montré que, de maniere générale, le test d’Anderson-
Darling était le plus puissant des trois et le test de Kolmogorov-Smirnov le moins puissant.

8.4 Cas d’une famille de lois

On teste Hy : “F € F ={F\(.;0);0 € ©}” contre Hy : “F ¢ F”.

Puisque 0 est un parametre inconnu, une démarche naturelle est d’en déterminer un
estimateur 6(X1, . .., X,,) et de calculer les statistiques I(,, W7 et A2 en remplagant Fy(x)
par F(z;0(Xy,..., X, )). On notera K,, W2 et A2 les statistiques correspondantes.

Les expressions de Kn, I/V2 et A2 en fonctlon des U; restent valables a condition de

remplacer U; = Fy(X;) par U =F <X,~, 0(Xy,... ,Xn)>.

Malheureusement, le fait d’estimer 6 entraine que les lois limites sous Hy de K,, Wﬁ
et Ai ne sont pas les mémes que celles de K,,, W? et A%. Cela tient au fait que, sous Hy,
les U; étaient indépendantes et de méme loi uniforme sur [0, 1], alors que les U; ne sont
plus ni indépendantes, ni de loi uniforme.

Dans le cas général, les lois limites des statistiques de test dépendent de la loi testée
F, de la procédure d’estimation utilisée (maximum de vraisemblance, moments, moindres
carrés, ...), et de la vraie valeur de #. Contrairement au cas d'une loi entierement spécifiée,

on ne peut donc pas obtenir de test d’adéquation applicable dans tous les cas de figure.

Pour faire un test d’adéquation, il faut au minimum que la loi limite des statistiques
de test soit indépendante de 6, puisque cette valeur est inconnue.

Propriété 29 . 51 0 est un paraméire de position, d’échelle ou de position-échelle, alors
les lois de probabilité sous Hy de K,,, W? et A2 ne dépendent pas de 0.

Rappelons que :
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e m est un parametre de position (ou de localisation) si et seulement si la loi de
X — m est indépendante de m ou bien si et seulement si la densité de X est de la
forme f(x;m) = g(x —m).

X
e 0 est un parametre d’échelle si et seulement si la loi de — est indépendante de
o

1 T
o ou bien si et seulement si la densité de X est de la forme f(z;0) = —g¢ (—)
o’ \o
0 = (m,o0) est un parametre de position-échelle si et seulement si la loi de
X —m

est indépendante de m et de o ou bien si et seulement si la densité de X

1 _
est de la forme f(z;m,0) = ~9 (x 0m>.

Ezemples :
(x —m)?

1 —_
e 20% . (m, o) est un parametre de position-

e loi normale : f(x;m,0) =
oV 2m
échelle.

1
e loi exponentielle : f(z;\) = Ae . " est un parametre d’échelle.

AO[
e loi gamma : f(z;0,\) = ——e 27 (a, \) n'est pas un parametre de position-

['«)

échelle.

Par conséquent, les méthodes KS, CM et AD permettent de tester I’adéquation d’un
échantillon a la loi normale et a la loi exponentielle, mais pas a la loi gamma.

Pour les lois dont le parametre est de position-échelle, la loi limite des statistiques
de test ne dépend pas de 6, mais elle dépend du type de loi testée et de la procédure
d’estimation. Aucune des lois limites n’a d’expression explicite, donc il faut recourir a des
tables. D’autre part, il existe encore des modifications des statistiques de test a effectuer
pour pouvoir utiliser les tests méme pour de petits échantillons.

Ezxemple 1 : la loi normale.

Les estimateurs de maximum de vraisemblance de la moyenne et la variance pour
un échantillon de loi normale sont m, = X, et 62 = S2 Donc U; = F(X;;mM,,62) =
X, — X
P (%) Les modifications des statistiques sont :
n

- 0.85
e Statistique de Kolmogorov-Smirnov modifiée : D, (\/_ —0.01 + 7)
n

- 0.5
e Statistique de Cramer-von Mises modifiée : T2 (1 + —>
n
- 0.75  2.25
e Statistique d’Anderson-Darling modifiée : A2 (1 +—+ —2)
n n

Et les valeurs usuelles des quantiles sont données par la table 8.2.
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15% | 10% | 5% | 25% | 1%

KS [ 0.775 | 0.819 | 0.895 | 0.995 | 1.035
CM | 0.091 | 0.104 | 0.126 | 0.148 | 0.179
AD | 0.561 | 0.631 | 0.752 | 0.873 | 1.035

TABLE 8.2 — Valeurs usuelles des quantiles des lois de KS, CM et AD dans le cas 2 pour
la loi normale avec estimation par maximum de vraisemblance

Exemple 2 : la loi exponentielle.

L’estimateur de maximum de vraisemblance du parametre A pour un échantillon ex-
. 1 . < _
ponentiel est \, = = Donc U; = F(Xi; \y) = 1 — e Xi/Xn,

Les modifications des statistiques sont :

A 0.2 0.5
e Statistique de Kolmogorov-Smirnov modifiée : (Dn — —) (\/ﬁ +0.26 + —)
n

vn

- 0.16
e Statistique de Cramer-von Mises modifiée : TW? (1 + —)
n

- 0.6
e Statistique d’Anderson-Darling modifiée : A? (1 + —)
n

Et les valeurs usuelles des quantiles sont données par la table 8.3.

15% | 10% | 5% | 2.5% | 1%

KS | 0.926 | 0.995 | 1.094 | 1.184 | 1.298
CM | 0.148 | 0.175 | 0.222 | 0.271 | 0.338
AD | 0.916 | 1.062 | 1.321 | 1.591 | 1.959

TABLE 8.3 — Valeurs usuelles des quantiles des lois de KS, CM et AD dans le cas 2 pour
la loi exponentielle avec estimation par maximum de vraisemblance

L’estimateur de maximum de vraisemblance est biaisé. Il faut néanmoins le conserver
car la table 8.3 a été obtenue avec cet estimateur biaisé.

Il s’avere que les puissances des différents tests sont plus proches quand on estime
les parametres que pour une loi entierement spécifiée. Cependant, Anderson-Darling est
toujours le meilleur et Kolmogorov-Smirnov le moins bon.

Ces tests sont plus puissants que les tests du x? car le regroupement en classes fait
perdre de I'information sur les données.
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Chapitre 9

Tests non paramétriques sur un
échantillon

Comme précédemment, on suppose dans ce chapitre que les observations z1,...,x,
sont des réalisations de variables aléatoires réelles X7, ..., X,,. Dans les chapitres précé-
dents, on a supposé que les X; étaient indépendantes et de méme loi. Tout ce qui a été
fait jusqu’ici n’a de sens que si cette hypothese est vérifiée. 11 est donc fondamental de
déterminer si cette hypothese est valide ou pas. Les tests qui permettent d’y parvenir sont
appelés tests d’échantillon.

Si on a admis que les observations forment un échantillon, on peut utiliser les procédures
d’estimation des moments, quantiles, fonction de répartition et densité de I’échantillon,
vues précédemment. L’étape statistique suivante est d’effectuer des tests d’hypotheses
sur ces quantités. Par exemple, on peut vouloir faire un test de “E(X) < m” contre
“E(X) > m”. Dans ce chapitre, on se contentera d’étudier des tests portant sur la moyenne
et la médiane de la loi de 1’échantillon.

Dans les deux cas, on supposera que la loi est continue et on utilisera les statistiques
de rang pour effectuer les tests. En effet, on a vu que, si la loi de I’échantillon est continue,
alors la loi des statistiques de rang ne dépend pas de la loi de 1’échantillon.

9.1 Tests d’échantillon

Le probleme est de déterminer si les observations forment un échantillon. L’hypothese
nulle d’un test d’échantillon sera donc :

Hy : “Xq,..., X, sont indépendantes et de méme loi (i.i.d.)”.

Le choix d’un test d’échantillon dépend fortement des hypotheses alternatives que
I'on choisit. L’hypothese H; = Hy @ “Xy,..., X, ne sont pas i.i.d.” est trop vaste. Les
alternatives les plus fréquemment retenues sont celles qui portent sur 'existence d’une
tendance :

e M, : “Les X; sont de plus en plus grandes”
e H, : “Les X; sont de plus en plus petites”

Par exemple, si X; est la cotation d’un titre au jour i, il est intéressant de déterminer
si le titre évolue a la hausse (H;), a la baisse (Hz), ou ni 'un ni l'autre (Hy).
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Ou bien, si les X; sont les durées de bon fonctionnement successives entre les pannes
d’un systeme réparable, I'usure va faire en sorte que les pannes se produiront de plus en
plus souvent, donc les X; seront de plus en plus petits (Hs).

Il est nécessaire de définir ce que 'on entend par “des variables aléatoires de plus en
plus grandes”. Cela peut vouloir dire par exemple que la suite des F(X;) est croissante. On
peut en fait définir plusieurs ordres de ce type, appelés ordres stochastiques. L’ordre
le plus fréquemment retenu est le suivant :

Définition 26 . On dira que la suite de variables aléatoires {X;}i>1 est stochastique-
ment croissante (resp. décroissante) si et seulement si les fonctions de répartition des
X; diminuent (resp. augmentent) au sens ot :

Vee R, i<j= Fx,(v)2>Fx(x) (resp. <)

En effet, pour n'importe quel z, si X; est “plus petit” que X;, X; a une plus forte
chance que X; d’étre inférieure a .

On se contentera ici d’étudier les hypotheses :
e H, : “Les X, sont stochastiquement croissantes”
e H, : “Les X; sont stochastiquement décroissantes”
sachant que d’autres alternatives sont possibles comme par exemple :
e “Les X, sont stochastiquement périodiques”
e “Les X, sont de méme moyenne mais de variances croissantes”

Sous Hy, les X; sont i.i.d. donc leur ordre n’a aucune importance. Ce n’est évidemment
pas le cas sous H; et H,. Il semble donc logique d’utiliser les statistiques d’ordre et de
rang pour construire les tests.

Remarque. N’oublions pas que le résultat d’un test n’est probant que si on rejette Hy.
Donc on pourra éventuellement conclure qu’il n’est pas improbable que les X; forment un
échantillon, mais on ne pourra jamais accepter cette hypothese.

9.1.1 Le test de Spearman

La premiere idée consiste a étudier le lien entre les rangs R; des observations et leurs
indices 7. En effet, si les X; sont strictement croissants, alors les observations sont di-
rectement ordonnées dans 'ordre croissant, donc Vi, R; = 7. Inversement, si les X; sont
strictement décroissants, alors Vi, R; =n — i + 1.

D’ou l'idée d’utiliser le coefficient de corrélation linéaire empirique entre les rangs et
les indices, Rgr,,. Sous Hy, Ry, doit étre proche de 1, sous Hy il doit étre proche de -1,
et sous Hy, il doit étre proche de 0.

% ; Ri— Ri,

e SLRTONE S

i=1

RRITL - =
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Par exemple, un test de Hy contre H; de seuil o aura une région critique de la forme

W = {RRM > ka}. ko est déterminé en écrivant que Pp, (RRI,n > ka) = «. Il faut donc

connaitre la loi de Rpy, sous Hy pour effectuer le test : k, sera le quantile d’ordre 1 — «
de cette loi.

nn+1) n+1

- 12 1 12 12
nak = Bi= S R R R = S

+1

, car, s’il

n
n’y a pas d’ex-aequos (loi continue), alors pour toute fonction ¢, Y p(R;) = Z o(1).
i=1 ;

De méme,
1)(2 1 1
S%:S? = —ZZ —Z ( + )(n_l— )_(n+ )2
6 2
n—|—1 2n+1 n+1 n+1 (n+1)(n—1)
= — = 4 2—-3n—-3]=
>3 1= g et 2 -3 12
-1
12
1< 1
D'ott R s ’ 12 ZR 3”Jrl
0 n= = i—
R n?—1 n(n? — 1) = 1
12
Sachant que la loi du vecteur des rangs R = (R, ..., R,) sous Hy est la loi uniforme

sur ’ensemble des permutations des entiers de 1 a n, il est possible d’en déduire la loi de
Rp1 ., sous Hy. Cette loi est appelée loi de Spearman. Dot le test d’échantillon suivant :

Définition 27 . Le test de Spearman est le test d’échantillon basé sur la statistique

12 n . n—+1
i — T & i =3

o Test de Hy contre Hy (test de croissance) : W = {RRz,n > sn,a},

RRI,n =

e Test de Hy contre Hy (test de décroissance) : W = {RRLn < Sn,l—a};

ol Sy o est le quantile d’ordre 1 — « de la loi de Spearman de paramétre n.

Il existe une table des quantiles de la loi de Spearman. Mais quand la taille de
I’échantillon est suffisamment grande, on utilise les résultats suivants.

Propriété 30 .
Rprn . . .
e Sous Hy, pourn > 10, v/n — P LU approximativement de loi de Student

St(n — 2).

e Sous Hy, vVn —1 Rpgr,, N N(0,1).
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En pratique, pour n < 10, on utilise la table de la loi de Spearman. Pour 11 < n < 30,
on utilise ’approximation de Student, et pour n > 30, on utilise I’approximation normale.

9.1.2 Le test de Kendall

Si les X; sont strictement croissants, alors V(i,7), i < j = X; < X;. Inversement, si
les X; sont strictement décroissants, alors V(i,j), i < j = X; > Xj.

D’ou l'idée de compter le nombre @, de couples (i,7) tels que i < j et X; < Xj :

n—1 n
Qn =72, > lix,<x,;- Le nombre total de couples (i, j) tels que i < j est le nombre de
i=1 j=it+1
- : - : s g , n(n—1)
facons de choisir 2 entiers distincts parmi n, c’est-a-dire C;, = —
o n(n —1) o
Donc, sous Hy, (), doit étre proche de — 5 et sous Hs, (), doit étre proche de
. 1 o n(n—1)
0. Sous Hy, V(i,j), P(X; < X;) = 3 Donc @,, doit étre proche de —
. R R 4Qn
Pour rendre la statistique de test plus facile a interpréter, on pose 7, = ﬁ —1.
n(n —

T, est appelée le tau de Kendall. Sous Hy, 7,, doit étre proche de 1, sous H,, 7, doit étre
proche de -1 et sous Hy, 7,, doit étre proche de 0. Ainsi I'interprétation de 7,, est similaire
a celle du coefficient de corrélation de Spearman. On peut déterminer la loi de 7, sous
Hy, appelée loi de Kendall.

Définition 28 . Le test de Kendall est le test d’échantillon basé sur la statistique
4 n—1 n
>, > lix<x;y — 1. Plus précisément, on a :

T = ——
" on(n-1) & 50

o Test de Hy contre Hy (test de croissance) : W = {Tn > k:n,a}
e Test de Hy contre Hy (test de décroissance) : W = {Tn < k:n,l_a}

ot ky o est le quantile d’ordre 1 — « de la loi de Kendall de paramétre n.

In(n —1) c

Propriété 31 . Sous Ho, an — N(O, 1)

En pratique, pour n < 10, on utilise une table de quantiles de la loi de Kendall, et
pour n > 10, on utilise 'approximation normale.

Suivant les cas, le test de Kendall sera plus ou moins puissant que le test de Spearman.
2(n+1)

2n(2n +5)
I'infini, ce qui signifie que, quand on a beaucoup de données, les deux tests sont équivalents.

On peut montrer que p(Rprn, Tn) = , qui tend vers 1 quand n tend vers
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9.2 Tests sur ’espérance et la médiane

Dans cette section, on suppose que les observations forment un échantillon, ce qui a
pu étre confirmé par les tests de la section précédente. On peut alors vouloir effectuer des
tests d’hypotheses sur les diverses caractéristiques de la loi de 1’échantillon.

Les tests les plus utilisés portent sur la valeur de I'espérance de I’échantillon. On a vu
dans le chapitre 2 que le moyenne empirique X, est un excellent estimateur de F(X). Il
est donc logique de construire des tests sur 'espérance a partir de la moyenne empirique.
Mais comme on ne connait que la loi asymptotique de X, seuls des tests asymptotiques
seront possibles.

Au lieu de faire porter les tests sur 'espérance de la loi, il est aussi intéressant de les
faire porter sur la médiane de cette loi. Il s’avere qu’il est plus facile de construire des
tests sur la médiane que des tests sur 'espérance a partir des statistiques de rang. Par
ailleurs, espérance et médiane sont égales dans le cas des lois symétriques.

9.2.1 Tests asymptotiques sur ’espérance

Les hypotheses des tests portant sur ’espérance de 1’échantillon sont les suivantes :

Hy: “E(X)=m" Hy: “BE(X)#m”

Hy: “E(X) >m’ Hs: “E(X) <m’

Au chapitre 6, on a vu qu’un intervalle de confiance asymptotique de seuil « pour
E(X) est :
— S~ S,
Xn — Ua—F=, Xn + Uo——=

Par conséquent, pour tester Hy : “E(X) =m” contre Hy : “E(X) # m” au seuil «, il
suffit de rejeter Hy si et seulement si m n’est pas dans I'intervalle de confiance ci-dessus.
On obtient comme région critique :

S, S, Sh == n
{m¢ Wn—ua\/_X +u a\/ﬁ” {m<X \/_oum>Xn+ua%}

\/_]>ua}

W

_ S,
= {Xn—m<—ua— ou X, —m > +u,

> Sy =7

On peut vérifier que cette région critique convient. On a vu que :

X, — B(X)

Vi = -5 N(0,1).
X,—m
Donc, sous Hy, \/n —g N(0,1).
Alors Py, ((X1,...,X,) € W) = PHO(| m | > ua) 5 a. La probabilité de

rejeter a tort Hy est bien asymptotiquement egale a Q.
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Intuitivement, on rejette I’hypothese “E(X) = m” si X, est significativement éloigné
de m, c’est-a-dire si |X,, — m| est “trop grand”.

Supposons maintenant que 'on veuille tester Hz : “E(X) < m” contre Hy : “E(X) >
m”. L’idée naturelle est de rejeter “E(X) < m” si X,, est significativement grand, d’ou
une région critique de la forme W = {X n > k:a}.

k. est déterminé en écrivant que le seuil du test est :

_ X, — E(X 0.4
o = sup P(Xn > k;a) = sup P(\/ﬁ n—() > ./n ko‘—())
Hs3 E(X)<m Sn Sn
o — B(X)

Donc asymptotiquement, a = sup [1 — @(\/ﬁ
E(X)<m Sn
de répartition de la loi normale centrée-réduite.

)], ou P est la fonction

ko — E(X
® est une fonction croissante, donc 1 — q)(\/ﬁ ¥

) est une fonction croissante

de E(X). Par conséquent, son maximum quand F(X) % m est atteint pour F(X) = m.
ko —

On en déduit que a = 1 — @(\/ﬁ 5 m), =d (1 —a) = uy, et

2aSn

T

finalement k, = m +

u2aSn }
\/ﬁ )

Le test de H3 contre Hy aura donc comme région critique W = {7n >m +

ce qu’on peut aussi écrire sous la forme plus pratique W = { \/_ > u2a}

Le test symétrique de H, contre Hj s’établit de la méme manlere et on obtient au
bout du compte la propriété suivante.

Propriété 32 . Tests asymptotiques de seuil o sur l'espérance de [’échantillon, parfois
appelés tests de Student :

o Test de Hy : “E(X) <m” contre Hy : “E(X) > W= { \/_ > Ung b
o Test de Hy : “E(X) >m” contre Hy : “E(X) < W= { \/_ < —Ugq b
o Test de Hy : “E(X)=m" contre H; : “E(X)#m” : W = {| \/_‘ > Ug b

L’inconvénient de ces tests est qu’ils sont asymptotiques, donc ils ne sont pas valables
pour des échantillons de petite taille.

En pratique, on peut disposer de tests valables méme pour de petits échantillons,
a condition de supposer en plus que la loi de [’échantillon est symétrique. Le principe
est d’effectuer des tests portant sur la médiane, puisque, quand la loi est symétrique, la
médiane gy, est égale a l'espérance £(X).
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9.2.2 Tests sur la médiane

Dans cette section, on va s’intéresser a des tests non paramétriques portant sur la
médiane ¢;/o. Quand la loi est symétrique, ces tests pourront étre considérés comme des
tests sur l'espérance de I’échantillon.

Les hypotheses des tests portant sur la médiane de ’échantillon sont les suivantes :

Hy: “qujo=m",  Hi:“qp#m”",
Hy : “qijp >m”, Hs: “qijp <m’.

Sous Hy, il y a une chance sur deux qu'une observation soit inférieure a m et une
chance sur deux qu’elle soit supérieure a m.

9.2.2.1. Le test du signe
Le principe de ce test est de considérer le nombre d’observations supérieures a m,
appelé statistique du signe : S;" = > 1ix,5m)-
i=1

1
Sous Hy, puisque la probabilité qu’'une observation soit supérieure a m est 5 St doit
n
étre proche de 5 Sous H,, S;F doit étre “grand” et sous Hs, S;" doit étre “petit”. Sous

A P z n,
Hy, S;F doit étre “éloigné de 5

1
Propriété 33 . S, est de loi binomiale B(n,1— F(m)). Sous Hy, S, est de loi B(n, 5)

Démonstration. S;© est une somme de n variables aléatoires indépendantes et de méme
loi de Bernouilli B(P(X; > m)). Donc S, est de loi binomiale B(n, P(X; > m)) =

1 1
B(n,1— F(m)). Sous Hy, F(m) = F(qi2) = Y donc S, est de loi B(n, 5) [

Pour tester H3 contre H,, on prendra logiquement une région critique de la forme
W ={S} > ku}. k, est déterminé en écrivant :

a = supP(S} >k,) = sup [1 - FB(n,kF(m)) (ka):| =1- FB(n 1>(k7a)

Hs g1/2<m 2
& . Iinmi 1 ¢ :
= > GEIT-3" =5 2 G
i=|ka|+1 i=|ka]+1

Le probleme est que la fonction de répartition de la loi binomiale n’est pas inversible.
Donc il n’est pas forcément possible, pour un o donné, de trouver k, vérifiant I’équation
ci-dessus. Cela signifie qu’on ne peut effectuer le test que pour quelques valeurs de a bien
déterminées.
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Ce probleme se résoud quand n est grand en utilisant I’approximation de la loi bino-
n

4). On a en fait, sous Hy :

1
miale B(n, 5) par la loi normale N (g,

S,J{—E +_
2 25% L5 N(0,1).
n

4

Alors, en reprenant le calcul précédent, on a, asymptotiquement :

257 —n 2k, —n 2k, —n
o= Py (57> ko) = Py (5= > =) = 1= 0(= o)
2ko — a
S P71 — ) = ugy et ko = n ot vtz .
NG 2

Le test de Hs contre H, aura donc comme région critique W = {S,f[ >

. . 25T —n
ce qu’on peut aussi écrire sous la forme plus pratique W = {"T > uZa}.

n -+ \/ﬁum}
2 )

Finalement, on obtient :

Définition 29 . Le test du signe est le test sur la médiane basé sur la statistique

St = Z Lix,>my. Plus précisément, on a, asymptotiquement :
i=1
25T —n
o Test de Hz : “qijp <m” contre Hy : “qrjo >m” : W = {"— > u2a}.
25T —n
o Test de Hy : “q1/o > m” contre Hy : “qijo <m” : W = {"— < —uQa}.

113 » 14 ” 25”'—1_ - n
o Test de Hy : “qijpo =m7” contre Hy : “q1jp #m” : W =< | —"—=—

En pratique, on admet que ’approximation normale est valide des que n > 10.

9.2.2.2. Le test des rangs signés de Wilcoxon

Dans cette section, on suppose que m = 0. Il est possible de généraliser a m quelconque.

Définition 30 Le vecteur des rangs signés associé a ’échantillon (X1,...,X,) est le
vecteur R = (R, ... R}) défini par :

Vie{l,...n}, Rf = 1+ lgx <)

j=1
= rang de | X;| dans la suite | X4|", ..., | X,|*
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Les rangs signés R sont aux | X;| ce que les rangs R; sont aux X;.
FExemple : n = 5.

;23 -35 1.7 05 -14
r 35 -14 05 1.7 2.3
r; 5 1 4 3 2
;] 23 35 1.7 05 14
lz;]* 05 14 1.7 23 35

rm 4 5 3 1 2

7

Définition 31 . Le test des rangs signés de Wilcoxon est le test de nullité de la
médiane basé sur la somme des rangs signés des observations strictement positives, appelé

statistique des rangs signés de Wilcoxon : W5 = Y~ R Iix,>0-
i=1

L’idée est que, sous Hy : “qi/o > 07, il y aura plus de X; positifs que de X; négatifs,
et que les valeurs absolues des X; positifs seront dans I’ensemble plus grandes que les
valeurs absolues des X; négatifs. Donc, sous Hy, W, sera “grand”. Réciproquement, sous
Hj, W sera “petit”.

Propriété 34 .

1

o W est a valeurs dans {O, c @}
o Wi= D> Ixixs0

1<i<j<n
o« W= Z Lix,4x,50y + Sy

1<i<j<n

1 1)(2 1
e Sous Hy, E(W;I) = % et Var(W;) = n(n + 2)51 nr )
W n(n+1)
e Sous Hy, 4 £, N(0,1).
\/n(n +1)(2n+1)
24

En pratique, pour n < 15, on utilise une table de la loi de W, sous Hy. Pour n > 15,
on utilise I’approximation gaussienne.

On montre que le test des rangs signés est plus puissant que le test du signe. De plus,
il est utilisable sans problemes méme pour les tres petits échantillons. Donc il est conseillé
d’utiliser le test des rangs signés plutot que le test du signe.
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Chapitre 10

Tests non paramétriques sur
plusieurs échantillons

Dans ce chapitre, on suppose que 'on dispose de plusieurs échantillons, que ’'on sou-
haite comparer. Par exemple, il peut s’agir des résultats de 'application de plusieurs
traitements d’'une méme maladie a plusieurs groupes de malades. Il est important de
déterminer si les traitements ont des efficacités comparables ou si I'un s’avere plus effi-
cace que les autres. Mathématiquement, cela revient a comparer les lois de probabilité
de chaque échantillon. Dans un contexte paramétrique, on dispose pour cela de méthodes
bien connues comme ’analyse de variance. On s’intéressera dans ce chapitre a un point
de vue non paramétrique sur ce probleme.

La situation de base est la comparaison de deux échantillons indépendants, notés
Xi,.., Xy, et Yq, ..., Y, Les X; sont supposés indépendants et de méme loi, de fonction
de répartition F' inconnue, et les Y; sont supposés indépendants et de méme loi, de fonction
de répartition GG inconnue. Tester I’hypothese que les deux échantillons sont issus de la
méme loi de probabilité, c’est tester :

Hy: “F =G” contre H, : “F #G".
Mais on peut aussi s’intéresser aux hypotheses :
o I, : “F > G, qui signifie que les X; sont stochastiquement inférieurs aux Y.

e H3: “F < G7”, qui signifie que les X; sont stochastiquement supérieurs aux Y;.

C’est ce genre d’hypotheses que 'on utilisera si on cherche a déterminer si un traite-
ment est plus efficace qu'un autre.

Pour pouvoir utiliser les propriétés des statistiques de rang, on se contentera d’étudier
le cas ou les lois des échantillons sont continues.

10.1 Test de Kolmogorov-Smirnov

Si les deux échantillons proviennent de la méme loi, ils ont la méme fonction de
répartition, donc leurs fonctions de répartition empiriques IF,,; et G,y doivent étre tres
proches. Le test de Kolmogorov-Smirnov consiste a rejeter Hy : “F = G” si et seulement
Si Diy oy = sup |Fpi(2) — Gpa(z)] est “trop grand”.

HAS
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ning

On montre alors que, sous Hy, la variable aléatoire K, ,, = Dy, n, a une loi

N1 + No
de probabilité qui ne dépend pas de F' et converge en loi vers la loi de Kolmogorov-Smirnov.
Donc le test de comparaison d’échantillon résultant est similaire au test d’adéquation de
Kolmogorov-Smirnov.
Si ny = ny = m, la loi de D,,,, sous Hy est tres simple et a une expression explicite
méme pour m fini :

BN K (m1)?
VkeIN.P(D,yp,>—]=2 —1) — .
NP (Do 2 ) D e T ]

10.2 Tests de rang

Pour un seul échantillon, on a utilisé le fait que le vecteur des rangs a une loi de
probabilité indépendante de la loi de I’échantillon (loi uniforme sur I'ensemble ¥, des
permutations des entiers de 1 a n). Dans le cas de deux échantillons, on a une propriété
équivalente.

Théoreme 21 . Soient S et R les vecteurs des rangs respectifs de (Xi,...,X,,) et

Yi,....Y,. ) lorsque ces n = ny + ny variables aléatoires sont ordonnées toutes ensemble.
) Y 2
Alors, sous Hy : “FF=G”7, on a :

o (S, R) est de loi uniforme sur %,,.

|
[ ] VS:(517-.-7577,1)7{81,...,8”1}C{1,...,”},P(S:S):n_2"_
n:
|
[ ] VT:(T’h,T’nQ),{Tl,,TnQ}C{l,,n}7P<R:7~):n_1'
n.:

Démonstration. Si F' = G, Xy,...,X,,,Y1,...,Y,, est un échantillon de taille n de la loi

de fonction de répartition F' et (S, R) est son vecteur des rangs. (S, R) est donc de loi
1

uniforme sur ¥,,, ce qui signifie que V(s,r) € ¥,,P(S=sNR=r) = -
n!

1
Alors, P(S = s) =Y P(S=sNR=r) = X nombre de vecteurs r possibles.

T .

Puisque les rangs des X; sont déterminés par s, il reste a choisir les rangs des nyY;.
no!

I1 y a ny! possibilités pour cela. On obtient donc P(S = s) = —2| et symétriquement
n!

TL1!
Puisque la loi de (S, R) ne dépend pas de F' sous Hy, on pourra construire des tests
de Hy contre H; a partir de statistiques ne dépendant que de (S, R). De tels tests et
statistiques s’appellent tests de rang et statistiques de rang.

10.2.1 Le test de la médiane

L’idée de ce test est que, si les X; sont stochastiquement inférieurs aux Y, alors les
rangs des X; dans I’échantillon complet (les S;) seront dans I’ensemble inférieurs aux rangs
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des Y; (les R;). En particulier, les Y, seront dans I’ensemble supérieurs a la médiane de
I'échantillon complet, ou bien les rangs des Y; seront dans I’ensemble supérieurs au rang

1
. D’ou :

n
médian de I’échantillon complet, qui vaut

Définition 32 . La statistique de la médiane M, ,,, est le nombre d’observations du
deuxieme échantillon strictement supérieures a la médiane de l’échantillon complet :

n2
My, iy = Z ]l{Rjy%l}
i=1

Sous Hy, M, ,, doit étre “grand”, sous Hs, M,, ,, doit étre “petit”, et sous Hy, My, n,
doit étre “ni grand, ni petit”.

Propriété 35 . Sous Hy, M,, ,, est de loi hypergéométrique :
ny . ‘
o H (n, na, §> st n est pair.

n — 1) : o
— | st n est impair.

o H (n, na,

Démonstration. Rappelons qu’une variable aléatoire K est de loi hypergéométrique H(V,
m,n) si et seulement si on est dans la situation suivante : on a N objets dont m ont une
certaine caractéristique; on tire n objets sans remise parmi ces N ; K représente alors le
nombre d’objets possédant la caractéristique en question parmi les n tirés.

Ici, on a n observations parmi lesquelles ny sont des Y et M, ,, représente le nombre
de Y} parmi les observations strictement supérieures a la médiane. Celles-ci sont au nombre

de 5 sl n est pair et Sl n est 1impair. |

Connaissant ’espérance et la variance de la loi hypergéométrique, on peut en déduire
celles de la statistique de la médiane sous Hy. Un argument de type théoreme central-limite
permet d’en déduire la loi asymptotique de M, ,, sous Hy.

2My, ny — N2 c
—=—=3/n — N(0,1).
—Vn (0,1)

Propriété 36 . Sous Hy,

Finalement, on a :

Définition 33 : Le test de la médiane est le test de comparaison de deux échantillons

72
basé sur la statistique de la médiane My, », = Lig,sniy.
j=1

Les régions critiques des différents tests possibles sont établis a ’aide des quantiles des
lois hypergéométrique ou normale. En pratique, on considere que I’approximation normale
est valide si ny > 8 et ny > 8.
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10.2.2 Le test de Wilcoxon-Mann-Whitney

Le principe de ce test est similaire a celui du test de la médiane : si les Y; sont dans
I'ensemble supérieurs aux X;, alors les rangs R; des Y} seront dans ’ensemble supérieurs
aux rangs S; des X; dans I’échantillon complet.

Définition 34 : La statistique de Wilcoxon W,,, ,,, est la somme des rangs des obser-
vations du deuxrieme échantillon dans [’échantillon complet :

n2
Wn17n2 - E Rj.
J=1

. . P n2 - ng(ng +1)
Dans le cas extréme ou les Y; sont tous inférieurs aux X;, Wy, n, = > j = — 5
J=1
nitno n +1
. ‘s . 2\12
Inversement, si les Y; sont tous supérieurs aux X;, Wy, n, = > Jj = % +ning.
j=ni+1

Sous Hy, le mélange des deux échantillons est homogene, donc W, ,,, devrait étre de
ne(ne+1)  mny  na(n+1)

l'ordre de + = .
2 2 2
Par conséquent, sous Hy, W, ,, doit étre “grand”, sous Hs, W, ,, doit étre “petit”,
oA no(n + 1
et sous Hy, Wy, n, doit étre “proche” de %

Définition 35 . Le test de Wilcoxon est le test de comparaison de deux échantillons
basé sur la statistique de Wilcoxon.

2Whymy — (n+ 1)
(n+ 1)niny

Propriété 37 . Sous H,y, "2 5L N(0,1).

Quand n est petit, on utilise des tables de la loi de la statistique de Wilcoxon sous Hj.
En pratique, on considere que I’approximation normale est valide si n; > 8 et ny > 8.
On peut aborder le probleme différemment, en remarquant que, sous Hy, comme les

1
X; et les Y; sont indépendants et de méme loi, on a V(7, j), P(X; <Y)) = 3

Définition 36 . La statistique de Mann-Whitney est le nombre de couples (i, ) tels
que X; <Y :

niy n2

Un17n2 = Z Z ]l{XiSYj}'

i=1 j=1

Sous Hy, Uy, », doit étre de 'ordre de la moitié des couples (X;,Y;) possibles, a savoir
n1n9

. Sous Hy, Uy, », doit étre “grand”, et sous Hs, U, ,, doit étre “petit”.
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Définition 37 . Le test de Mann-Whitney est le test de comparaison de deux échantillons
basé sur la statistique de Mann-Whitney.

W, ny —
Propriété 38 . Sous Hy, —rarz "2 /3 Lo Ar(0,1).
(n+ 1)ning

La condition de validité de "approximation normale est la méme que pour les tests
précédents : n; > 8 et ny > 8.

Propriété 39 . U, n, = Wy, n, — M

Cette propriété a pour conséquence que les tests de Mann-Whitney et Wilcoxon sont en
fait équivalents, au sens ou ils donneront exactement la méme réponse. C’est pourquoi on
peut utiliser indifféremment I'un ou ’autre, en leur donnant le nom de test de Wilcoxon-
Mann-Whitney.

On montre que ce test est globalement plus puissant que le test de Kolmogorov-
Smirnov et le test de la médiane.

10.2.3 Le test de Kruskal-Wallis

Apres avoir comparé deux échantillons, on souhaite maintenant comparer k échantillons,

avec k > 2. Pour i allant de 1 & k, le i®™ échantillon est noté X7, ..., X! . Le nombre
k

total d’observations est n. = > n,.
i=1
Des hypotheses comparables a “F > G” ne sont plus possibles quand on a plus de

deux échantillons. Aussi on se contentera de tester :
Hy : “Les k échantillons sont de méme loi” contre H; = H.

Pour cela, on ordonne I’ensemble des n observations et on note :

e R! = rang de X} dans I’échantillon global.

ng
o R\ = Z R; = somme des rangs des observations du i*™¢ échantillon dans 1’échantillon
j=1

global.

Définition 38 . Le test de Kruskal-Wallis est le test de comparaison de k échantillons
basé sur la statistique de Kruskal-Wallis :

12 k ;2
K,=—— 341
n(n—i—l)Z (n+1)
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Propriété 40 . Sous Hy, K,, —=> iy

En pratique, I'approximation par la loi du x? est valide dés qu’il y a au moins 5
observations par échantillon.

Le test de Kruskal-Wallis consiste a rejeter 'hypothese d’égalité des k lois si K,
est “trop grand”. Si approximation du x? est valide, la région critique du test sera
W ={K, > 2zx_1.a}, OU 2x_14 est le quantile d’ordre 1 — « de la loi x2_,.



Chapitre 11

Annexe A : Rappels de probabilités
pour la statistique

Cette annexe rappelle quelques résultats de base du calcul des probabilités utiles pour
la statistique. Les notions sont présentées sans aucune démonstration. Les détails sont a
aller chercher dans le cours de Probabilités Appliquées de premiere année.

11.1 Variables aléatoires réelles

11.1.1 Loi de probabilité d’une variable aléatoire

Mathématiquement, une variable aléatoire est définie comme une application mesu-
rable. On se contentera ici de la conception intuitive suivante.

Une variable aléatoire est une grandeur dépendant du résultat d'une expérience
aléatoire, c¢’est-a-dire non prévisible a I’avance avec certitude. Par exemple, on peut dire
que la durée de vie d’'une ampoule électrique ou le résultat du lancer d’un dé sont des
variables aléatoires. Pour une expérience donnée, ces grandeurs prendront une valeur
donnée, appelée réalisation de la variable aléatoire. Si on recommence 'expérience, on
obtiendra une réalisation différente de la méme variable aléatoire.

On ne s’intéresse ici qu’aux variables aléatoires réelles, c’est-a-dire a valeurs dans
R ou un sous-ensemble de IR. On note traditionnellement une variable aléatoire par une
lettre majuscule (X) et sa réalisation par une lettre minuscule ().

Le calcul des probabilités va permettre de calculer des grandeurs comme la durée de vie
moyenne d'une ampoule ou la probabilité d’obtenir un 6 en langant le dé. Ces grandeurs
sont déterminées par la loi de probabilité de ces variables aléatoires.

Il y a plusieurs moyens de caractériser la loi de probabilité d'une variable aléatoire. La
plus simple est la fonction de répartition.

On appelle fonction de répartition de la variable aléatoire X la fonction

Fxy: R — [0,1]
x = Fyx(x)=P(X <x)

Fx est croissante, continue a droite, telle que lim Fy(z) =0 et lim Fx(z) = 1.
r——00 r—+00

Elle permet de calculer la probabilité que X appartienne a n’importe quel intervalle de
R:
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V(a,b) € R* a < b, Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a)

Les variables aléatoires peuvent étre classées selon le type d’ensemble dans lequel elles
prennent leurs valeurs. Dans la pratique, on ne s’intéressera qu’a deux catégories : les
variables aléatoires discretes et les variables aléatoires continues (ou a densité).

11.1.2 Variables aléatoires discrétes et continues

Une variable aléatoire X est dite discréete (v.a.d.) si et seulement si elle est a
valeurs dans un ensemble E fini ou dénombrable. On peut noter E = {x1, xs, ...}.

Ezxemples :
e Face obtenue lors du lancer d’'un dé : E = {1,2,3,4,5,6}.

e Nombre de bugs dans un programme : £/ = IN.

La loi de probabilité d’une v.a.d. X est entierement déterminée par les probabilités
élémentaires P(X = z;), Vz; € E.

La fonction de répartition de X est alors Fx(z) = P(X <z)= > P(X =ux;).
z;<x
Une variable aléatoire X est dite continue (v.a.c.) si et seulement si sa fonction de
répartition F'x est continue et presque partout dérivable. Sa dérivée fx est alors appelée
densité de probabilité de X, ou plus simplement densité de X. Une v.a.c. est forcément
a valeurs dans un ensemble non dénombrable.

Ezxemples :

e Appel de la fonction Random d’une calculatrice : E = [0, 1].

e Durée de bon fonctionnement d'un systeme : £ = R™.
On a alors ¥(a,b) € R?, a < b, P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a) = [ fx(z) d.

Plus généralement, VB C R, P(X € B) = [, fx(x)dz. Donc la densité détermine
entierement la loi de probabilité de X.

fx est une fonction positive telle que fj;o fx(z)de=P(X € R) = 1.

Connaissant la loi de X, on est souvent amenés a déterminer celle de Y = ¢(X). Quand
X est discrete, il suffit d’écrire P(Y =y) = P (¢(X) = y). Si ¢ est inversible, on obtient
P(Y =y) = P(X =¢(y)). Quand X est continue, on commence par déterminer la
fonction de répartition de Y en écrivant Fy(y) = P(Y < y) = P (p(X) <y), puis on
en déduit sa densité par dérivation. Quand ¢ est inversible, on obtient la formule du
changement de variable :

Remarque : 11 existe des lois de probabilité de variables aléatoires réelles qui ne sont ni

discretes ni continues. Par exemple, si X est la durée de bon fonctionnement d’un systeme

qui a une probabilité non nulle p d’étre en panne a l'instant initial, on a lim Fx(z) =0
z—0~
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(une durée ne peut pas étre négative) et Fx(0) = P(X < 0) = P(X = 0) = p. Par
conséquent F'x n’est pas continue en 0. La loi de X ne peut donc pas étre continue, et elle
n’est pas non plus discréte puisqu’elle est & valeurs dans R™. Ce type de variable aléatoire
ne sera pas étudié dans ce cours.

11.1.3 Moments et quantiles d’une variable aléatoire réelle

Si X est une variable aléatoire discrete, son espérance mathématique est définie
par :

E(X)=) zP(X =)

z,€R

Si X est une variable aléatoire continue, son espérance mathématique est définie par :

B0 = [ aate) e

o0

Concretement, E(X) est ce qu'on s’attend a trouver comme moyenne des résultats
obtenus si on répete 'expérience un grand nombre de fois. Par exemple, si on lance une
piece de monnaie 10 fois, on s’attend a trouver en moyenne 5 piles.

Plus généralement, on peut s’intéresser a ’espérance mathématique d’une fonction de

X
e Si X est une va.d., Fp(X)] = > ¢(z;)P(X = x;).

x, €EF
e Si X est une v.a.c., E[p(X)] = f_t:o o(x) fx(x)de.

Ce résultat permet de calculer 'espérance de ¢(X) sans avoir a déterminer entierement
sa loi.

Deux espérances de ce type sont particulierement utiles :

e Si X est une v.a.d., sa fonction génératrice est définie par Gx(z) = E [2¥] =
Yo 2MP(X = xy).

r,€F
e Si X est une v.a.c., sa fonction caractéristique est définie par ¢x(t) = F [e“X } =
[Tt fy (@) da.

Au meéme titre que la fonction de répartition et la densité, les fonctions génératrices
et caractéristiques définissent entierement les lois de probabilité concernées.

Soit k un entier naturel quelconque. Le moment d’ordre k£ de X est E [X k} et le
moment centré d’ordre k est E [(X - E(X))k}

De tous les moments, le plus important est le moment centré d’ordre 2, appelé aussi
variance. La variance de X est Var(X) = E [(X — E(X ))2}, qui se calcule plus facile-

ment sous la forme Var(X) = E (X?) — [E(X)]>.

L’écart-type de X est o(X) = y/Var(X).
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La variance et I’écart-type sont des indicateurs de la dispersion de X : plus la variance
de X est petite, plus les réalisations de X seront concentrées autour de son espérance.

o(X)
E(X)
cateur de dispersion, dont I'avantage est d’étre sans dimension. Il permet de comparer
les dispersions de variables aléatoires d’ordres de grandeur différents ou exprimées dans
des unités différentes. En pratique, on considere que, quand C'V(X) est inférieur a 15%,
I’espérance peut étre considérée comme un bon résumé de la loi.

Le coefficient de variation de X est CV(X) = . C’est également un indi-

Soit p €]0,1[. Le quantile d’ordre p (ou p-quantile) de la loi de X est tout réel ¢,
vérifiant P(X < ¢,) <p < P(X < g,).

e Si F est continue et strictement croissante (donc inversible), on a simplement P(X <
@) = P(X < q5) = Fx(qy) = p, d'ott g, = F' (p).

e Si Fx est constante égale & p sur un intervalle [a, b], n’importe quel réel de [a, b] est
un quantile d’ordre p. En général, on choisit de prendre le milieu de l'intervalle :

a+b
qp = 5
e Si Fx est discontinue en ¢ et telle que lim Fy(x) < p < Fx(q), alors g, = q.

T—q~

Les tables fournies donnent les quantiles les plus usuels des lois normale, du chi-deux,
de Student et de Fisher-Snedecor.

11.2 Vecteurs aléatoires réels

On ne s’intéressera ici qu’aux vecteurs aléatoires (X7, ..., X,,) constitués de n variables
aléatoires réelles toutes discretes ou toutes continues.

11.2.1 Loi de probabilité d’un vecteur aléatoire

Laloi d'un vecteur aléatoire (X1, ..., X,,) est déterminée par sa fonction de répartition :
Fix, ..x)(@,...,0,) = P(Xy <2p,..., X, < 1y)

Si les X; sont discretes, cette loi est aussi déterminée par les probabilités élémentaires
P(X1 :ﬂfl,...,Xn I.Z’n)

Si les X; sont continues, la densité de (X7,...,X,,) est définie, si elle existe, par :

871

WF(leXn)(%, e ,xn)

foxnxy (@1, xn) =

On a alors VB C R", P ((Xy,...,Xn) € B) = [ ... [ fixu,x) (@1, - - o, @) doy..day,.

Les variables aléatoires Xi,..., X, sont (mutuellement) indépendantes si et seule-

ment si :
n

F(Xl,A..,Xn)(xla cee 7xn) - H P(X,L S xl)

i=1
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Concretement, 'indépendance signifie que la valeur prise par I'une des variables n’a
aucune influence sur la valeur prise par les autres.

11.2.2 Espérance et matrice de covariance d’un vecteur aléatoire

L’espérance mathématique d’un vecteur aléatoire est le vecteur des espérances
mathématiques de ses composantes : F [(X1,...,X,)] = (E[X4],..., EF[X.,]).

L’équivalent de la variance en dimension n est la matrice de covariance du vecteur
(X1,...,X,), notée K(x, . x,) ou K, dont les coefficients sont donnés par

kij = Cov(Xy, X;),Y(3,§) € {1,...,n}"

Cov(X;, X;) est la covariance des variables aléatoires X; et X; et est définie par :
Cov(X;, X;j) = E[(Xi — E(X)) (X; — E(X;))] = E(X:X;) — E(X;) E(X;)
Pour i = j, Cov(X;, X;) = E (X?) — [E(X))]* = Var(X,).

Pour @ # j, la covariance de X; et X; traduit le degré de corrélation entre ces deux
variables. En particulier, si X; et X; sont indépendantes, Cov(X;, X;) = 0 (mais la
réciproque est fausse). Par conséquent, si Xi,..., X, sont indépendantes, leur matrice
de covariance K est diagonale.

COU(XZ‘, X])

Le coefficient de corrélation linéaire entre X; et X; est p(Xi, Xj) = (X))o (X;) :
g i )0 j

On montre que :

L p(XlaXJ) € [_17+1]

o p(X;,X;)=41 X, =aX;+0b,aveca >0et beR.
o p(X;,X;)=—-1X,=—aX;+0b,aveca >0et beR.

o sip(X;, X;) >0, X; et X, sont corrélées positivement, ce qui signifie qu’elles varient
dans le méme sens. Par exemple, X; et X; peuvent étre la taille et le poids d’individus
pris au hasard.

e sip(X;, X;) <0, X, et X sont corrélées négativement, ce qui signifie qu’elles varient
en sens contraire. Par exemple, X; et X; peuvent étre I’age et la résistance d’'un
matériau.

e si p(X;, X;) =0, il n’y a pas de corrélation linéaire entre X; et X;. Cela ne signifie

pas que X; et X; sont indépendantes. Il peut éventuellement y avoir une corrélation
non linéaire.

L’espérance mathématique est linéaire : si X et Y sont des variables aléatoires et a, b
et ¢ des réels, alors F(aX +bY +¢) = aE(X)+bE(Y) + c.
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En revanche, la variance n’est pas linéaire : si X et Y sont des variables aléatoires et
a, b et ¢ des réels, alors Var(aX + bY + ¢) = a*Var(X) + 2abCov(X,Y) + b*Var(Y).

Si X et Y sont indépendantes, Cov(X;, X;) = 0, donc Var(aX +bY +¢) = a*Var(X)+
b*Var(Y). En particulier, la variance de la somme de variables aléatoires indépendantes
est égale a la somme des variances de ces variables. Mais ce résultat est faux si les variables
ne sont pas indépendantes.

11.3 Convergences et applications

Deux des résultats les plus importants des probabilités sont le théoreme central-limite
et la loi des grands nombres. Ces résultats nécessitent d’utiliser la notion de convergence
d’une suite de variables aléatoires.

Une suite de variables aléatoires {X,,},>1 converge en loi vers la loi de probabilité
de fonction de répartition F' si et seulement si nh_)rgo Fx, (x) = F(x) en tout point = ou

F' est continue. Cela signifie que, quand n est grand, la loi de probabilité de X, est
approximativement la loi de fonction de répartition F'.

Théoréme Central-Limite : Soit { X, },>1 une suite de variables aléatoires réelles indé-
pendantes et de méme loi, d’espérance E(X) et d’écart-type o(X) = v/Var(X) finis. Pour

tout n > 1, on pose :

ixi — nE(X)

nVar(X)

_ X, — B(X)
=vn o(X)

n

Alors la suite {Z, }n>1 converge en loi vers la loi normale centrée-réduite, ce qui s’écrit :

X,—EBE(X) ¢
\/ﬁ—a(X) — N(0,1)

Concretement, cela signifie que la loi de toute variable aléatoire égale a la somme
d’un nombre “suffisamment grand” de variables aléatoires indépendantes et de méme
n
loi est approximativement une loi normale. Plus précisément, pour n grand, >  X; est
i=1
approximativement de loi N (nE(X),nVar(X)). Ce qui est remarquable, c’est que ce
résultat est vrai quelle que soit la loi des Xj.
De tres nombreux phénomenes naturels sont la résultante d’'un grand nombre de phéno-
menes élémentaires identiques, indépendants et additifs ce qui justifie I'importance (et le
nom) de la loi normale.

La plus forte des convergences de suites de variables aléatoires est la convergence
presque sure. Ce concept nécessite d’avoir défini une variable aléatoire comme une appli-
cation mesurable d’un espace probabilisé dans un autre. Une suite de variables aléatoires
{X,}n>1 converge presque sirement vers la variable aléatoire X si et seulement si

P ({w;TLIEEOXn(w) = X(w)}) =1

Une suite de variables aléatoires {X,,},>1 converge en probabilité vers la variable
aléatoire X si et seulement si Ve > 0, lim P (| X, — X| >¢) =0.
n—oo
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On montre que la convergence presque sure entraine la convergence en probabilité, qui
elle-méme entraine la convergence en loi.

Loi forte des grands nombres : Soit {X,,},>1 une suite de variables aléatoires réelles

> X;. Alors la suite

- 1
indépendantes et de méme loi, d’espérance E(X). Soit X,, = —
=1

{Xn}n>1 converge presque sirement vers E(X), ce qui s’écrit :

X, 2 BE(X)

Concretement, cela signifie que quand on fait un tres grand nombre d’expériences
identiques et indépendantes, la moyenne des réalisations de la variable aléatoire a laquelle
on s’'intéresse tend vers I'espérance de sa loi. Ce résultat permet de justifier I'idée naturelle
d’estimer une espérance par une moyenne et une probabilité par une proportion.

En fait, la convergence la plus utile en statistique est la convergence en moyenne
quadratique ou dans L?. L? est ’ensemble des variables aléatoires réelles X telles que
E (X?) < o0o. Une suite de variables aléatoires {X,,},>1 de L? converge en moyenne
quadratique vers la variable aléatoire X si et seulement si nlljg() E(|X,—X*) =0.

On montre que la convergence en moyenne quadratique entraine la convergence en
probabilité, qui elle-méme entraine la convergence en loi. Mais il n’y a pas de lien entre
la convergence en moyenne quadratique et la convergence presque sire.

11.4 Quelques résultats sur quelques lois de probabi-
lité usuelles

Les tables de lois de probabilité fournies donnent notamment, pour les lois les plus

usuelles, les probabilités élémentaires ou la densité, I’espérance, la variance, et la fonc-

tion génératrice ou la fonction caractéristique. On présente dans cette section quelques
propriétés supplémentaires de quelques unes de ces lois.

11.4.1 Loi binomiale

Une variable aléatoire K est de loi binomiale B(n, p) si et seulement si elle est a valeurs
dans {0,1,....,n} et P(K =k) = CFpk (1 —p)"*.

Le nombre de fois o, en n expériences identiques et indépendantes, un évenement de
probabilité p s’est produit, est une variable aléatoire de loi B(n, p).

La loi de Bernoulli B(p) est la loi B(1, p).

n
Si Xi,...,X, sont indépendantes et de méme loi B(m,p), alors Y  X; est de loi
i=1

B(nm,p). En particulier, la somme de n v.a. indépendantes et de méme loi B(p) est
de loi B(n,p).
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11.4.2 Loi géométrique

Une variable aléatoire K est de loi géométrique G(p) si et seulement si elle est a valeurs
dans N* et P(K = k) =p(1 —p)F L.

Dans une suite d’expériences identiques et indépendantes, le nombre d’expériences
nécessaires pour que se produise pour la premiere fois un évenement de probabilité p, est
une variable aléatoire de loi G(p).

Si Xy, ..., X, sont indépendantes et de méme loi G(p), alors Y X; est de loi binomiale
i=1
négative BN (n,p).

11.4.3 Loi de Poisson

Une variable aléatoire K est de loi de Poisson P(A) si et seulement si elle est a valeurs

)\k
dans N et P(K = k) = e~ o
Pour n > 50 et p < 0.1, la loi binomiale B(n,p) peut étre approchée par la loi de
Poisson P(np). On dit que la loi de Poisson est la loi des évenements rares : loi du nombre
de fois ou un événement de probabilité tres faible se produit au cours d’un tres grand
nombre d’expériences identiques et indépendantes.
Si X1,..., X, sont indépendantes et de méme loi P(\), alors > X; est de loi P(nA).

i=1

11.4.4 Loi exponentielle

Une variable aléatoire X est de loi exponentielle exp(\) si et seulement si elle est a
valeurs dans R* et fx(z) = Ae 7.

La loi exponentielle est dite sans mémoire : V(t,z) € RT,P(X > t + z|X > t) =
P(X > x).

Si Xy, ..., X, sont indépendantes et de méme loi exp(A), alors > X; est de loi gamma
i=1
G(n, \).
Si Xi,..., X, sont indépendantes et de méme loi exp()), et représentent les durées

entre occurrences successives d’'un méme événement, alors le nombre d’évenements surve-
nus sur une période de longueur t est une variable aléatoire de loi de Poisson P(At).

11.4.5 Loi gamma et loi du chi-2

Une variable aléatoire X est de loi gamma G(a, \) si et seulement si elle est a valeurs

a

dans R" et fx(z) = e 2971, Les propriétés de la fonction gamma sont rappelées
prop

['(a)

sur les tables.

La loi G(1, ) est la loi exp(N).
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1
Laloi G (g, 5) est appelée loi du chi-2 & n degrés de liberté, notée x2.

A
Si X est de loi G(a, \) et v est un réel strictement positif, alors a X est de loi G (a, —) :
«

Si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes de lois respectives G(a, A) et
G(B,\), alors X +Y est de loi G(a+ 3,\). En particulier, si X et Y sont indépendantes
et de lois respectives x2 et x2,, alors X +Y est de loi x2,,,.

11.4.6 Loi normale

Une variable aléatoire X est de loi normale N (m,0?) si et seulement si elle est a
o a—mp

valeurs dans R et fx(z) = 5 e 207
I

Si X est de loi N(m,0o?), alors aX + b est de loi N'(am + b,a*0?). En particulier,
X —
T est de loi N(0,1).

P(X € [m —o,m+ o]) = 68.3%. P(X € [m —20,m + 20]) = 95.4%.
P(X € [m — 30,m + 30]) = 99.7%.

Si X est de loi N(0,1), alors X2 est de loi x3.

Si (Xj, X32) est un vecteur gaussien tel que X est de loi N'(my,0?) et X, est de loi
N (my,03), alors aX; + bX; est de loi N (amy + bmag, a*0% + 2abCov (X1, X3) + b*03).

Théoréme de Fisher. Si X1, ..., X, sont indépendantes et de méme loi N (m,d?),
_ 1 n 1 n _
alors, en posant X,, = — > X; et S> = = Y (X; — X)), on a :
n =1 n =1

o > X; est de loi N (nm,no?).

=1

_ o2
o X, est deloi N (m, X)

°
Q|H
ﬂMz

(X m)? est de loi x2.

1z S2
o — Y (X;—X,)?= Bon o5t de loi X2,
o2 = o2

o X, et S? sont indépendantes.

Xy —

vn—1 T est de loi de Student St(n —1).
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11.4.7 Lois de Student et de Fisher-Snedecor

Soit U une variable aléatoire de loi N'(0,1) et X une variable aléatoire de loi x2. Si U

U
et X sont indépendantes, alors /n — est de loi de Student a n degrés de liberté St(n).

vX
Soit X une variable aléatoire de loi 2 et Y une variable aléatoire de loi x2,. Si X et

Y sont indépendantes, alors m_Y est de loi de Fisher-Snedecor F'(n,m).
n

Ces deux définitions entrainent que si T est de loi St(n), alors T? est de loi F(1,n).
Les lois de Student et de Fisher-Snedecor sont toujours utilisées par l'intermédiaire

de tables ou a l'aide d'un logiciel de statistique. Il n’est donc pas nécessaire de donner
I’expression de leur densité.



Chapitre 12

Annexe B : Lois de probabilité

usuelles

12.1 Caractéristiques des lois usuelles

12.1.1 Variables aléatoires réelles discretes

Dans le tableau ci-dessous, on suppose n € IN* , p €]0,1[ et A € R

Loi et Symbole Probabilités E(X) Var (X) Fonction
caractéristique
X - px(t) = (™)
Bernouilli PX=0=1-p D p(1—p) 1—p+pe't
B(p) PX=1)=p
Binomiale P(X =k) = Ckp*(1 —p)"Fllyg ay(k) | np np(1 —p) (1—p+pet)
B(n,p)
Binomiale négative | P(X = k) = C}'~{p"(1 — p)* ”]1{ y (k) " "(;p) <71_(’1’e_i;)6“>n
BN (n,p)
Poisson P(X = k) = e 7 T (k) A A M=)
P(A)
Géométrique P(X =k) =p(1 — p)F~ (k) % 111;21’ %
G(p)
3 3 . Cﬁmcn:ﬁn nm nm —-n —m
Hypergéométrique P(X =k)= Cg ]1{0 ..... min(m,n)} (k) = %
H(N,m,n)

(m,n) € {1,...,N}?
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12.1.2 Variables aléatoires réelles continues

La fonction Gamma est définie pour a > 0 par I'(a) = fOJrOO ez dx

Ona:Vn e N, I'(n)=(nm-1)!, I'l)=1, F<—>:ﬁ,
Va €]l,+o0[, I'(a) = (a — 1)I'(a — 1) .

Dans le tableau ci dessous, [a,b] CR,m € R, 0 € R}, A € R}, € R}, n € N

Loi et Symbole Densité Espérance | Var (X) Fonction
caractéristique
X px(t) = E(e"Y)
. . b—a)? ith__ita
Loi Uniforme fx(z) = ﬁ]l[mb] (z) ‘IT‘H’ (b-a)” 15) 7eit(b_ea)
Ula,d]
3 1 ~ mm? 2 itm—2t
Loi Normale fx(z) = v Ix(2) m o e
N(m,o?)
Loi Exponentielle fx()=xe 21y, (z) 3 % (1- %)_1

exp(A\) = G(1, )

Loi Gamma fx(z) = F/\(Z)e—/\xxa—l]lRi (z) a o (1- %)—a
Gla, )
Loi du Chi-deux fx(z) = I%Ef)e_%x%_lﬂﬂh (x) n 2n (1—2it)"2
2
Xn=G(3,3)
Premiere loi de Laplace fx(x) = %e*\xl 1g(2) 0 9 H%
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La fonction Beta est définie pour a > 0 et b > 0 par
I'(a)T'(b) /1 1 b—1
a,b) = ———= = (1 —2x)" " dx
Dans le tableau suivant, on suppose a € R, b € Rl et n € R} , 8 € R}.
Loi et Symbole Densité E(X) Var (X)
X ~
Loi Beta de 1°T€ espece | fx(x) = B(i,b) N1 — x)b_lll[ovl] () pn? m
ﬂl (CL, b)
Loi Beta de 2°™€ espece Ix(x) = B(;,b) %ﬂﬁi (x) ] %
Ba2(a,b) sib>1 sib>2
. . B /-1 f(ﬁ)ﬁ 1 2 2 142
Loi de Weibull fx(z) = JELl e AT ]lRi (x) n'(1+3) | n*|T(1+35)-T1+3)
W(n, B)

12.1.3 Vecteurs aléatoires dans IN¢ et dans IR?

Dans le tableau suivant, on a :

d d
n < ]N*,p: (pl,pg,...,pd) E]O,l[d, sz =letk= (kl,]{fg,...,k’d) < ]Nd, Zk’, = n.
i=1 i=1
mGRdetEGMdd.
Loi et Symbole Probabilités ou Densité E(X) Matrice Fonction
X ~ de covariance Caractéristique
d n
Loi Multinomiale | P(X = k) = ﬁp’flp? .. .psd]lmd(k) np ¢ii = npi(l —p;) [lezzz]
1=
Ma(n,p) Cij = —npipj, i F j
Loi normale 3 (@=m) = @—m) m ) gitmt—3 15t

Nag(m, X)

fx(@) = \/detE%\/%)d e >
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12.2 Tables de lois

12.2.1 Table 1 de la loi normale centrée réduite

U étant une variable aléatoire de loi N'(0, 1), la table donne la valeur de ¢(u) = P(U <
u). En R, la commande correspondante est pnorm(u).

Pu)

u 0.0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844  0.6879
0.5 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517  0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823  0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389

1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 | 09032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 | 09192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 | 09332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 | 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 | 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 | 09713 09719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761  0.9767

2.0 | 09772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812  0.9817
2.1 | 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854  0.9857
2.2 | 09861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887  0.9890
2.3 | 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 | 09918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 | 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951  0.9952
2.6 | 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 | 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 | 09974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 | 09981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986  0.9986

Lecture de la table : ¢(1.25) = ¢(1.2 + 0.05) = 0.8944.

Grandes valeurs de u

U 3.0 3.5 4.0 4.5
¢(u) | 0.9987  0.99977  0.999968  0.999997
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12.2.2 Table 2 de la loi normale centrée réduite

U étant une variable aléatoire de loi A'(0, 1) et o un réel de [0, 1], la table donne la va-

leur de uy = ¢ (1 —2) telle que P(|U| > u,) = a. En R, la commande correspondante

est gnorm(1-alpha/2).

o2 o2

-u u

a 0.0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 +o00 2.5758  2.3263 2.1701  2.0537 1.96 1.8808 1.8119 1.7507 1.6954
0.1 | 1.6449 1.5982 1.55648 1.5141 1.4758 1.4395 1.4051 1.3722 1.3408 1.3106
0.2 | 1.2816 1.2536 1.2265 1.2004 1.1750 1.1503 1.1264 1.1031 1.0803 1.0581
0.3 | 1.0364 1.0152 0.9945 0.9741 0.9542 0.9346 0.9154 0.8965 0.8779 0.8596
0.4 | 0.8416 0.8239 0.8064 0.7892 0.7722 0.7554 0.7388 0.7225 0.7063 0.6903
0.5 | 0.6745 0.6588 0.6433 0.6280 0.6128 0.5978 0.5828 0.5681 0.5534 0.5388
0.6 | 0.5244 0.5101 0.4959 0.4817 0.4677 0.4538 0.4399 0.4261 0.4125 0.3989
0.7 | 0.3853 0.3719 0.3585 0.3451 0.3319 0.3186 0.3055 0.2924 0.2793 0.2663
0.8 | 0.2533 0.2404 0.2275 0.2147 0.2019 0.1891 0.1764 0.1637 0.1510 0.1383
0.9 | 0.1257 0.1130 0.1004 0.0878 0.0753 0.0627 0.0502 0.0376  0.0251 0.0125

Lecture de la table : ug95 = ug.210.05 = 1.1503.

Petites valeurs de «

o 0.002 0.001 10—% 10~ ° 10—6 10~7 10~8 1079
ue | 3.0902 3.2905 3.8906 4.4171 4.8916 5.3267 5.7307 6.1094

1
Pour p < §7¢71(p) = —Uzp-

1
Pour P> §7¢ 1(]7) = U2(1—p) -
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12.2.3 Table de la loi du y?

X étant une variable aléatoire de loi du y
0,1], la table donne la valeur de z, , =

2

a n degrés de libertés et a un réel de

commande correspondante est qchisq(l—aipha, n).

dehisq(x, 8)

0.08 0.10 0.12

0.06

Fx_21 (1 — a) telle que P(X > z,,) = a. EnR, la

. 1-a
S o
° in,a
0 ; o s 2 M
n < 0.995 0.990 0.975 0.95 0.9 0.8 0.7 0.5 0.3 0.2 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001
1 0.00004 0.0002 0.001 0.004 0.02 0.06 0.15 0.45 1.07 1.64 2.71 3.84 5.02 6.63 7.88 10.83
2 0.01 0.02 0.05 0.10 0.21 0.45 0.71 1.39 2.41 3.22 4.61 5.99 7.38 9.21 10.6 13.82
3 0.07 0.11 0.22 0.35 0.58 1.01 1.42 2.37 3.66 4.64 6.25 7.81 9.35 11.34 12.84 16.27
4 0.21 0.30 0.48 0.71 1.06 1.65 2.19 3.36 4.88 5.99 7.78 9.49 11.14 13.28 14.86 18.47
5 0.41 0.55 0.83 1.15 1.61 2.34 3.00 4.35 6.06 7.29 9.24 11.07 12.83 15.09 16.75 20.52
6 0.68 0.87 1.24 1.64 2.20 3.07 3.83 5.35 7.23 8.56 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55  22.46
7 0.99 1.24 1.69 2.17 2.83 3.82 4.67 6.35 8.38 9.80 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28 24.32
8 1.34 1.65 2.18 2.73 3.49 4.59 5.53 7.34 9.52 11.03 13.36 15.51 17.53 20.09 21.95 26.12
9 1.73 2.09 2.70 3.33 4.17 5.38 6.39 8.34 10.66 12.24 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59 27.88
10 2.16 2.56 3.25 3.94 4.87 6.18 7.27 9.34 11.78 13.44 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19  29.59
11 2.60 3.05 3.82 4.57 5.58 6.99 8.15 10.34 12.90 14.63 17.28 19.68  21.92 24.72 26.76  31.26
12 3.07 3.57 4.40 5.23 6.30 7.81 9.03 11.34 14.01 15.81 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30 32.91
13 3.57 4.11 5.01 5.89 7.04 8.63 9.93 12.34 15.12 16.98 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82 34.53
14 4.07 4.66 5.63 6.57 7.79 9.47 10.82 13.34 16.22 18.15 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32 36.12
15 4.60 5.23 6.26 7.26 8.55 10.31 11.72  14.34 17.32 19.31 2231 25.00 27.49 30.58 32.80 37.70
16 5.14 5.81 6.91 7.96 9.31 11.15  12.62 15.34 18.42 2047 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27 39.25
17 5.70 6.41 7.56 8.67 10.09 12.00 13.53 16.34 19.51 21.61 24.77 27.59 30.19 33.41 35.72  40.79
18 6.26 7.01 8.23 9.39 10.86 12.86 14.44 17.34 20.60 22.76 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16 42.31
19 6.84 7.63 8.91 10.12 11.65 13.72 15.35 1834 21.69 23.90 27.20 30.14 32.85 36.19 38.58 43.82
20 7.43 8.26 9.59 10.85 12.44 14.58 16.27 19.34  22.77 25.04 28.41 31.41 34.17  37.57 40.00 45.31
21 8.03 8.90 10.28 11.59 13.24 15.44 17.18 20.34 23.86 26.17 29.62 32.67 3548 38.93 41.40 46.80
22 8.64 9.54 10.98 12.34 14.04 16.31 18.10 21.34 24.94 27.30 30.81 33.92  36.78 40.29 42.80 48.27
23 9.26 10.20 11.69 13.09 14.85 17.19 19.02 22.34 26.02 28.43 32.01 35.17 38.08 41.64 44.18 49.73
24 9.89 10.86 12.40 13.85 15.66 18.06 19.94 23.34 27.10 29.55 33.20 36.42 39.36 4298 45.56 51.18
25 10.52 11.52 13.12 14.61 16.47 18.94 20.87 24.34 28.17 30.68 34.38 37.65 40.65 44.31 46.93 52.62
26 11.16 12.20 13.84 15.38 17.29 19.82  21.79 25.34 29.25 31.79 35.56 38.89 41.92 45.64 48.29 54.05
27 11.81 12.88 14.57 16.15 18.11 20.70 22.72 26.34 30.32 3291 36.74 40.11 43.19 46.96 49.64 55.48
28 12.46 13.56 15.31 16.93 18.94 21.59 23.65 27.34 31.39 34.03 3792 41.34 44.46 48.28 50.99 56.89
29 13.12 14.26 16.05 17.71 19.77 2248 2458 28.34 3246 35.14 39.09 4256 45.72 49.59 52.34 58.30
30 13.79 14.95 16.79 18.49 20.60 23.36 25.51 29.34 33.53 36.25 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67 59.70
1

Pour n > 30, on admet que 2, , ~ =

1 2
et Zpo & 3 <\/2n—) — u2(1_a)> si o >

2

(um +vV2n — 1)2 sia< %

N[ —
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12.2.4 Table de la loi de Student

X étant une variable aléatoire de loi St(n) et a un réel de [0, 1], la table donne la valeur
de t,0 =

-1
St(n)

dt(x, 3)

= Ugy.

(1—2) telle que P(]X| > t,q) = o. En R, la commande correspondante
est qt (1-alpha/2,n). Pour n = 400, 1o

n < 0.90 0.80 0.70 0.60 0.50 0.40 0.30 0.20 0.10 0.05 0.02 0.01 0.001
1 0.158 0.325 0.510 0.727 1.000 1.376 1.963 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 636.619
2 0.142 0.289 0.445 0.617 0.816 1.061 1.386 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 31.599
3 0.137 0.277 0.424 0.584 0.765 0.978 1.250 1.638 2.353  3.182 4.541 5.841 12.924
4 0.134 0.271 0.414 0.569 0.741 0941 1.190 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 8.610
5 0.132 0.267 0.408 0.559 0.727 0.920 1.156 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 6.869
6 0.131 0.265 0.404 0.553 0.718 0.906 1.134 1.440 1.943  2.447 3.143 3.707 5.959
7 0.130 0.263 0.402 0.549 0.711 0.896 1.119 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 5.408
8 0.130 0.262 0.399 0.546 0.706 0.889 1.108 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 5.041
9 0.129 0.261 0.398 0.543 0.703 0.883 1.100 1.383 1.833  2.262 2.821 3.250 4.781
10 0.129 0.260 0.397 0.542 0.700 0.879 1.093 1372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.587
11 0.129 0.260 0.396 0.540 0.697 0.876 1.088 1.363 1.796  2.201 2.718 3.106 4.437
12 0.128 0.259 0.395 0.539 0.695 0.873 1.083 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 4.318
13 0.128 0.259 0.394 0.538 0.694 0.870 1.079 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 4.221
14 0.128 0.258 0.393 0.537 0.692 0.868 1.076 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 4.140
15 0.128 0.258 0.393 0.536 0.691 0.866 1.074 1.341 1.753  2.131 2.602 2.947 4.073
16 0.128 0.258 0.392 0.535 0.690 0.865 1.071 1.337 1.746  2.120 2.583 2.921 4.015
17 0.128 0.257 0.392 0.534 0.689 0.863 1.069 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.965
18 0.127  0.257 0.392 0.534 0.688 0.862 1.067 1.330 1.734  2.101 2.552 2.878 3.922
19 0.127 0.257 0.391 0.533 0.688 0.861 1.066 1.328 1.729  2.093 2.539 2.861 3.883
20 0.127  0.257 0.391 0.533 0.687 0.860 1.064 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.850
21 0.127  0.257 0.391 0.532 0.686 0.859 1.063 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.819
22 0.127 0.256  0.390 0.532 0.686 0.858 1.061 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.792
23 0.127 0.256 0.390 0.532 0.685 0.858 1.060 1.319 1.714  2.069 2.500 2.807 3.768
24 0.127 0.256  0.390 0.531 0.685 0.857 1.059 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.745
25 0.127 0.256  0.390 0.531 0.684 0.856 1.058 1.316 1.708  2.060 2.485 2.787 3.725
26 0.127  0.256 0.390 0.531 0.684 0.856 1.058 1.315 1.706  2.056 2.479 2.779 3.707
27 0.127 0.256 0.389 0.531 0.684 0.855 1.057 1.314 1.703  2.052 2.473 2.771 3.690
28 0.127  0.256 0.389 0.530 0.683 0.855 1.056 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.674
29 0.127 0.256  0.389 0.530 0.683 0.854 1.055 1.311 1.699  2.045 2.462 2.756 3.659
30 0.127 0.256 0.389 0.530 0.683 0.854 1.055 1.310 1.697  2.042 2.457 2.750 3.646
40 0.126  0.255 0.388 0.529 0.681 0.851 1.050 1.303 1.684  2.021 2.423 2.704 3.551
80 0.126  0.254 0.387 0.526 0.678 0.846 1.043 1.292 1.664 1.990 2.374 2.639 3.416
120 | 0.126 0.254 0.386 0.526 0.677 0.845 1.041 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 3.373

+oo | 0.126 0.253 0.385 0.524 0.674 0.842 1.036 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.291
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12.2.5 Tables de la loi de Fisher-Snedecor

X étant une variable aléatoire de loi F'(v1,14), les tables donnent les valeurs de

forwma = ;(lylm) (1 — ) telles que P(X > fyma) = @ pour a = 5% et a = 1%.
1
En R, la commande correspondante est qf (1-alpha, nul, nu2). f,,,,o = .
fyl,yz,l—a
z I-a
S “
V..V O
T T ) A T T T
0 1 2 3 4 5 6
Table 1 : a = 5%.

L1 2 3 4 5 6 7 8 10 12 16 20 24 40 60 100 +oo
1 161.4 199.5 2157 224.6 230.2 234 2368 2389 241.9 243.9 2465 248 249  251.1 2522 253  254.3
2 1851 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.40 19.41 19.43 1945 19.45 19.47 1948 19.49 19.49
3 10.13 955 9.28 912 901 894 889 885 879 874 869 866 864 859 857 855 853
4 771 694 659 639 626 616 609 604 596 591 58 580 577 572 569 566 563
5 661 579 541 519 505 495 488 482 474 468 460 456 453 446 443 441 436
6 599 514 476 453 439 428 421 415 406 400 392 3.87 3.84 377 374 371 367
7 559 474 435 412 397 3.87 379 373 364 357 349 344 341 334 330 327 323
8 532 446 407 384 369 358 350 344 335 328 320 3.5 312 304 301 297 2093
9 512 426 3.86 3.63 348 337 329 323 314 307 299 294 290 283 279 276 271
10 | 496 410 371 348 333 322 314 307 298 291 283 277 274 266 262 259 254
11 484 398 359 336 320 309 301 295 285 279 270 265 261 253 249 246  2.40
12 475 3.89 349 326 311 300 291 285 275 269 260 254 251 243 238 235 230
13 467 381 341 3.8 3.03 292 283 277 267 260 251 246 242 234 230 226 221
14 | 460 374 334 311 296 285 276 270 260 253 244 239 235 227 222 219 213
15 454 368 320 306 290 279 271 264 254 248 238 233 229 220 216 212 207
16 | 449 363 324 301 285 274 266 259 249 242 233 228 224 215 211 207 201
17 | 445 359 320 296 281 270 261 255 245 238 229 223 219 210 206 202 1.96
18 | 441 355 316 293 277 266 258 251 241 234 225 219 215 206 202 198 1.92
19 | 438 352 313 290 274 263 254 248 238 231 221 216 211 203 198 1.94 188
20 435 349 310 287 271 260 251 245 235 228 218 212 208 1.99 1.95 191 184
21 432 347 3.07 284 268 257 249 242 232 225 216 210 2.05 196 192 1.88 181
22 430 344 305 282 266 255 246 240 230 223 213 207 203 194 189 1.85 1.78
23 | 428 342 3.03 280 264 253 244 237 227 220 211 205 20l 191 1.8 182 1.76
24 | 426 340 3.01 278 262 251 242 236 225 218 209 203 198 189 184 180 1.73
25 424 339 299 276 260 249 240 234 224 216 207 201 1.96 187 1.82 1.78 171
30 417 332 292 269 253 242 233 227 216 209 199 193 1.89 1.79 174 170 1.62
40 408 323 284 261 245 234 225 218 208 200 190 184 1.79 169 1.64 159 151
50 | 403 318 279 256 240 229 220 213 203 195 1.85 1.78 1.74 163 158 152 1.44
60 | 400 315 276 253 237 225 217 210 199 192 182 175 1.70 159 153 148 1.39
80 3.96 311 272 249 233 221 213 206 195 188 177 170 1.65 1.54 148 143  1.32
100 | 394 309 270 246 231 219 210 203 193 1.8 1.75 168 163 152 145 1.39 1.28
400 | 3.84 300 260 237 221 210 201 194 183 1.75 164 157 152 139 132 124 1.00
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Table 2 : a = 1%.
L1 2 3 4 5 6 7 8 10 12 16 20 24 40 60 100 +oo
1 4052 4999 5403 5625 5764 5859 5928 5981 6056 6106 6170 6209 6235 6287 6313 6334 6366
2 98.5 99.0 99.17 99.25 99.3  99.33 99.36 99.37 99.4  99.42 99.44 99.45 99.46 99.47 99.48 99.49 99.5
3 3412 30.82 20.46 28.71 28.24 27.91 27.67 27.49 27.23 27.05 26.83 26.69 26.60 26.41 26.32 26.24 26.13
4 2120 18.00 16.69 15.98 1552 1521 14.98 14.80 14.55 14.37 14.15 14.02 13.93 13.75 13.65 13.58 13.46
5 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.05 9.89 9.68 955 947 929 920 913 9.02
6 13.75 1092 9.78 9.15 875 847 826 810 7.87 772 752 740 731 714 7.06 699 6.88
7 12.25 955 845 7.85 7.46 7.9 6.99 684 6.62 6.47 628 6.16 6.07 591 58 575 5.65
8 11.26 865 7.59 7.01 6.63 637 6.18 6.03 58 567 548 536 528 512 503 496 4.86
9 10.56 8.02 6.99 6.42 6.06 580 561 547 526 511 492 481 473 457 448 441 431
10 10.04 7.56 6.55 599 564 539 520 506 485 471 452 441 433 417 408 401 3.91
11 965 7.21 622 567 532 507 489 474 454 440 421 410 402 386 378 371  3.60
12 9.33 6.93 595 541 506 4.82 464 450 430 416 397 3.86 378 3.62 354 347 3.36
13 9.07 6.70 574 521 4.86 4.62 4.44 430 410 3.96 3.78 3.66 3.59 343 3.34 327 3.17
14 886 6.51 556 504 469 4.46 428 414 3.94 3.80 3.62 351 343 327 318 311 3.00
15 8.68 6.36 542 489 456 432 414 400 3.80 3.67 349 337 3290 313 3.05 298 287
16 853 6.23 529 477 444 420 4.03 3.89 3.69 355 3.37 326 318 3.02 293 286 275
17 840 6.11 518 4.67 434 410 3.93 3.79 359 346 327 316 3.08 292 283 276 2.65
18 829 6.0l 509 458 425 401 3.84 371 351 337 310 3.08 300 284 275 268 257
19 818 593 501 450 417 3.94 377 3.63 343 330 312 3.00 292 276 267 260 2.49
20 810 585 494 443 410 3.87 3.70 356 3.37 3.23 3.05 294 286 260 261 254 242
21 8.02 578 4.87 437 4.04 3.81 3.64 351 331 317 299 288 280 264 255 248 2.36
22 705 572 482 431 399 376 359 345 326 3.12 294 283 275 258 250 242 231
23 788 5.66 476 426 3.94 371 354 341 321 3.07 289 278 270 254 245 237 226
24 782 561 472 422 390 3.67 350 3.36 3.17 3.03 285 274 266 249 240 233 221
25 777 557 4.68 418 3.85 3.63 346 3.32 313 299 281 270 262 245 236 229 217
30 756 539 451 402 370 347 330 3.17 298 284 266 255 247 230 221 213 201
40 731 518 431 383 351 329 312 299 280 266 248 237 229 211 202 194 1.80
50 717 506 420 3.72 341 319 3.02 280 270 256 238 227 218 201 191 182 1.68
60 7.08 498 413 365 3.34 312 295 282 263 250 231 220 212 194 1.84 175 1.60
80 6.96 4.8% 4.04 356 3.26 3.04 2.87 274 255 242 223 212 203 185 175 1.65 1.49
100 | 6.90 4.82 398 351 321 299 282 269 250 237 219 207 198 180 169 1.60 1.43
Joo | 6.63 461 378 332 3.02 280 264 251 232 218 200 1.8 179 159 147 1.36 1.00
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Chapitre 13

Annexe C : Introduction a R

Ce chapitre fournit une introduction élémentaire a R. Pour plus de détails, voir les
liens présentés sur le Kiosk.

13.1 Les bases de R

R est un logiciel de statistique dédié a l'analyse des données et a leur visualisation.
Il contient une collection d’outils pour la statistique, un environnement graphique et un
langage de programmation orienté objet. La plupart des entités créées en R sont perma-
nentes. Ces entités sont les objets “données, résultats, fonctions”, et sont stockées dans le
répertoire .RData créé par défaut. Le résultat d’une procédure statistique peut étre ainsi
réutilisé lors de différentes sessions. Il est donc important de créer un répertoire pour
chaque projet statistique effectué en R.

On ouvre une session de R par la commande :

$ R

Pour cloturer une session, utiliser :

> q0)

L’historique d’une session est conservé dans le fichier .Rhistory.

R possede une documentation en ligne accessible par :
> help.start()

Techniquement, R est un langage fonctionnel. Les commandes élémentaires sont constituées
d’expressions et d’affectations. Par exemple :

>2+5

[1] 7

> a <- ¢(9,3,7,5)
> a

11 9375
>a+ 3

[1] 12 6 10 8

> al[2:4]
1375
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> ala>6]
1] 9 7

R peut étre complété en écrivant de nouvelles fonctions. Voici un exemple ou I'on souhaite

1 n
calculer la statistique stat.log(z) = —— Zln x; ou Vi,z; > 0. On pourra définir une
n
i=1
fonction de la fagon suivante (méme si ’'on peut faire bien plus rapide en pratique) :

stat.log <- function(x)

>

-

+ n <- length(x)

+ 85 <=0

+ for(i in (1:n)) { s <- s + log(x[il) }
+ -s/n

+

}

La fonction stat.log pourra étre désormais utilisée comme une fonction standard de
R. D’un point de vue pratique, on peut éditer ses fonctions dans un éditeur externe (nedit,
emacs, ...) puis faire du copier/coller vers R ou bien utiliser la commande source.

13.2 Commandes pour les deux premiers TD en R

Pour enregistrer une figure dans un fichier au format postscript, commencer par redi-
riger la sortie graphique vers le fichier de sauvegarde, ici “nomfichier.eps” :

postscript("nomfichier.ps", horizontal=FALSE)
Puis tracer la figure voulue, par exemple un histogramme :
hist (x)

Et enfin rediriger la sortie graphique vers la fenétre initiale :
dev.off ()

Meéme chose en pdf avec pdf ("nomfichier.pdf").

Pour tracer un histogramme des données x dont l'aire est égale a 1, les bornes des
classes sont données par le vecteur bornes, et les plages de valeurs des abscisses par le
vecteur xlim :

histx <- hist(x, prob=T, breaks=bornes, xlim=xlim, ...)

Pour un histogramme a classes de méme effectif, les bornes des classes peuvent étre
calculées comme des quantiles empiriques, a I'aide d’'une commande du type :

breaks <- c(a0, quantile(x,seq(1l,k-1)/k),ak)
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La droite de régression linéaire sur le nuage des points d’abcisses abs et d’ordonnées

ord est obtenue a ’aide de :

reg <- 1lm(ord~abs)

La pente de la droite des moindres carrés est donnée par reg$coefficient[2] et
I’'ordonnée a l'origine par reg$coefficient[1].

Pour tracer la droite obtenue, I'une des commandes suivantes pourra étre utilisée :

lines(abs, fitted.values(reg)) ou abline(reg).

13.3 Quelques commandes utiles de R

help(mean)

x <- ¢(8,14,15,9)
n <- length(x)
sum(x~2)

mean (x)
round (x)
seq(from=1,t0=10,by=2)
rep(x,3)
solve(a,b)
diag(x)

var (x)

sqrt (x)
summary (x)
hist(x)
sort (x)
qqnorm(x)
plot(x,y)
abline(b,a)

points(x,z)

lines(x,z)

Im(y~x)
Im(y~x)$coefficients[2]
lm(y~x)$coefficients[1]
lines(x,fitted.values(1m(y~x))

postscript("nom.eps")

dev.off ()

aide sur la commande mean
crée un vecteur ligne = = (3,14, 15,9)
taille du vecteur x
.4

(2
moyenne empirique de 1’échantillon x
valeurs de x arrondies a ’entier le plus proche
séquence (1 + 2k; k entier, 1 + 2k < 10)
concaténation de 3 répliques du vecteur x
solution du systeme linéaire ax = b
matrice diagonale de diagonale x
variance estimée s/,
racine carrée de z, élément par élément.
moyenne, médiane, quartiles et valeurs extrémes
histogramme de x
tri de x par valeurs croissantes
graphe de probabilités pour la loi normale
trace le nuage de points {(z;, v;)}i
superpose au graphique précédent la droite
d’équation y = ax + b
superpose au graphique précédent le nuage
de points {(z;, z;) }i
superpose au graphique précédent la ligne
polygonale reliant les points {(x;, ;) };
régression linéaire de y sur x
pente de la droite de régression
ordonnée a l'origine de la droite de régression
superpose au graphique précédent la droite
de régression
redirection de la sortie graphique vers le fichier
nom.eps
termine la redirection graphique vers un fichier
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13.

par(Q controle des parametres graphiques
par(mfcol=c(2,1)) graphique a 2 lignes et 1 colonnes
cat("bonjour","\ n") imprime a l’écran le mot bonjour et retourne
a la ligne
source("nom.R") charge les commandes R contenues dans le fichier
nom.R dans R
if, else structure de controle ou d’itération

for, while, repeat

4 Les lois de probabilité usuelles en R

Toutes les lois de probabilité usuelles ont été implémentées en R. Chaque loi est iden-
tifiée par une abréviation :

loi binomiale : binom
loi de Poisson : pois

loi géométrique : geom. Attention, la commande geom concerne en fait la loi de X —1,
ou X est de loi géométrique.

loi exponentielle : exp

loi gamma : gamma

loi du chi 2 : chisq

loi normale : norm

loi de Student : t

loi de Fisher-Snedecor : £

Loi uniforme : unif

Loi beta de premiere espece : beta
Loi de Cauchy : cauchy

Loi hypergéométrique : hyper
Loi log-normale : 1norm

Loi logistique : logis

Loi négative binomiale : nbinom
Loi de Weibull : weibull

Loi de Wilcoxon : wilcox

Pour chaque loi, 4 fonctions sont disponibles, identifiées par un préfixe :

Probabilités élémentaires pour les v.a.d. ou densité pour les v.a.c. : d
Fonction de répartition : p
Quantiles : q

Simulation : r

Une commande R pour une loi de probabilité est constituée d’un préfixe suivi de

abr

éviation de la loi. Les parametres dépendent de la loi choisie.
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Ezxemples :

pnorm(u) donne la fonction de répartition de la loi normale centrée-réduite N (0, 1)
au point u, ¢(u). On retrouve la table 1 de la loi normale.

> pnorm(0.61)

[1] 0.7290691

dnorm(x, m, o) donne la densité de la loi normale A/(m,0?) au point z.

> dnorm(1.2,2,5)
[1] 0.07877367

gnorm(p) donne le quantile d’ordre p de la loi N'(0,1), ¢~1(p). On retrouve la table
2 de la loi normale en prenant p = 1 — /2.

> qgnorm(1-0.05/2)

[1] 1.959964

rnorm(n, m, o) simule un échantillon de taille n de la loi N'(m, 02).

> rnorm(10, 20, 1)

[1] 21.63128 20.16724 17.21667 18.76593 20.48102 20.46236 20.41822
[8] 19.91344 21.19312 19.89164

dbinom(k, n, p) donne P(K = k) quand K est de loi binomiale B(n,p).

> dbinom(3,5,0.2)
[1] 0.0512

rpois(n, A) simule un échantillon de taille n de la loi de Poisson P(\).
> rpois(15,4)
[11 832166753344611

qchisq(p,n) donne le quantile d’ordre p de la loi du chi 2 2. On retrouve la table
de la loi du chi 2 en prenant p =1 — a.

> qchisq(1-0.05,20)

[1] 31.41043

qt (p,n) donne le quantile d’ordre p de la loi de Student St(n). On retrouve la table
de la loi de Student en prenant p =1 — «a/2.

> qt(1-0.3/2,12)

[1] 1.083211

qf (p, vy ,1») donne le quantile d’ordre p de la loi de Fisher-Snedecor F(vy,15). On
retrouve la table de la loi de Fisher-Snedecor en prenant p =1 — a.

> qf(1-0.05,8,22)

[1] 2.396503
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13.5 Les principaux tests d’hypotheses en R

t.test(x,...) test de Student sur I'espérance d’une loi normale
binom.test () test sur une proportion
var.test(x,y,...) test de Fisher sur la variance de 2 échantillons

gaussiens indépendants

t.test(x,y,...) test de Student sur I'espérance de 2 échantillons
gaussiens indépendants

prop.test() test de comparaison de proportions

chisq.test(x,...)  test du x? sur les probabilités d’événements
et tables de contingence

ks.test(x,...) test de Kolmogorov-Smirnov sur un ou deux échantillons

wilcox.test(x,...) test de Wilcoxon-Mann-Whitney sur un ou deux échantillons

13.6 Les graphiques dans R

13.6.1 Graphique simple

Le script suivant en R permet de tracer un nuage de 100 points dont les coordonnées
sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi normale centrée-réduite N (0, 1),
et de le sauvegarder au format postscript dans le fichier “rnorm.ps”.

postscript("rnorm.ps")
plot (rnorm(100) ,rnorm(100))
dev.off ()

Les instructions suivantes permettent d’insérer cette figure dans un document Latex
et de pouvoir la référencer sous le nom de figure 13.1.

\begin{figure} [htbp]

\begin{center}
% Requires \usepackage{graphicx}
\includegraphics[width=8 cm, angle=270]{rnorm.ps}\\
\caption{{\it Utilisation de rnorm}}\label{rnorm}
\end{center}

\end{figure}
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rnorm(100)
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FiGURE 13.1 — Utilisation de rnorm

13.6.2 Autres fonctions graphiques

abline (h=u)

abline (v=u)
legend(x,y,legend,...)
text(x,y,labels,...)
axis(side,at, labels..)
arrows (x0,y0,x1,y1,...)
symbols(x,y,....)
box(...)

polygon(x,y)

voir aussi image (), pairs(), persp(),...

ajoute une droite d’équation y=u.

ajoute une droite d’équation x=u.

ajoute une légende d’utilisation tres flexible
ajoute du texte dans un graphe

ajoute un axe au graphique

dessine des fleches

dessine des cercles, des carrés, ...

ajoute une boite

ajoute un polygone
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13.6.3 Paramétrage de la commande plot

Le script suivant :

postscript("graphesR.ps")
x<- seq(-2%pi,2*pi,0.05)
y <= sin(x)

par (mfrow=c(2,2))

plot(x,y,xlab="x",ylab="Sinus de x")

plot(x,y,type="1", main="trait continu")
plot(x[seq(5,1000,by=5)],y[seq(5,1000,by=5)], type="b",axes=F)

plot(x,y,type="n", ylim=c(-2,1))

text(0,0.05,"Divers paramétrages de la fonction plot")

dev.off ()

permet d’obtenir la figure 13.2.

1.0

0.5

Sinus de x
0.0
]

-1.0

CS:DO o%
o o o ©
= o o o ©
! \ '
" o o o
o
Y ! \ I !
- o o o o
3 \ I !
S ° o Q o
- \ 1 \ !
w o o) o o)
g Lo o
2, 9 o o
> o 0o o 0
[eRe) S o
e Qo

X[seq(5, 1000, by = 5)]

FIGURE 13.2 — R permet de
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