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Il faut se garder de favoriser la formation universitaire

et th�eorique par rapport �a la mise en pratique, sous peine

d'intellectualiser et d'�etou�er les pratiques plus contemplatives.

En revanche, trop insister sur l'application pratique au d�etriment

de l'�etude interdira de comprendre. L'�equilibre, tout est l�a.

Le Dala��-Lama, extrait de \L'art du bonheur"



TABLE DES MATI�ERES 5

Table des mati�eres

1 Introduction 7

1.1 Pr�esentation g�en�erale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2 Fiabilit�e des logiciels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3 Tests d'ad�equation aux mod�eles de croissance de �abilit�e . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4 Fiabilit�e en environnement al�eatoire stressant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.5 Fiabilit�e en temps discret . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.6 EÆcacit�e de la maintenance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Fiabilit�e des logiciels 11

2.1 Probl�ematique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.2 Terminologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.3 Mod�elisation du processus des d�efaillances et corrections d'un logiciel . . . . . . . 12

2.4 Mod�eles de �abilit�e des logiciels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.4.1 Classi�cation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.4.2 Les mod�eles proportionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.5 Tests de tendance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.6 Travaux r�ecents et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3 Tests d'ad�equation aux mod�eles de croissance de �abilit�e 25

3.1 Probl�ematique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.2 Tests d'ad�equation au Power Law Process . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.3 Les tests CPIT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.3.1 Test CPIT d'ad�equation au Power-Law Process . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.3.2 Tests CPIT d'ad�equation au mod�ele de Jelinski-Moranda . . . . . . . . . 28

3.4 Les tests pr�equentiels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.5 Comparaison des tests et application �a des donn�ees r�eelles . . . . . . . . . . . . . 30

3.6 Travaux r�ecents et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4 Fiabilit�e en environnement al�eatoire stressant 33

4.1 Probl�ematique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4.2 In
uence de l'environnement stressant sur la dur�ee de vie des composants . . . . 34

4.2.1 Mod�elisation de l'action du stress . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4.2.2 Stress ponctuels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.2.3 Stress en cr�eneaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.2.4 Stress di�us . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.3 In
uence de l'environnement sur la dur�ee de vie des syst�emes . . . . . . . . . . . 39

4.3.1 Mod�elisation et indicateur d'in
uence du stress . . . . . . . . . . . . . . . 39

4.3.2 Stress ponctuels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.3.3 Etude statistique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.4 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43



6 TABLE DES MATI�ERES

5 Fiabilit�e en temps discret 45

5.1 Probl�ematique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

5.2 Les grandeurs de la �abilit�e en temps discret . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

5.2.1 De�nitions et notions de vieillissement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

5.2.2 Mod�eles de dur�ee de vie en temps discret . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

5.2.3 Une nouvelle d�e�nition du taux de d�efaillance en temps discret . . . . . . 47

5.3 Etude statistique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

5.3.1 Estimation non param�etrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

5.3.2 Tests d'ad�equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

5.4 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

6 EÆcacit�e de la maintenance 53

6.1 Probl�ematique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

6.2 Premiers r�esultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

6.2.1 Mod�eles �a r�eduction de l'intensit�e de d�efaillance . . . . . . . . . . . . . . 54
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Pr�esentation g�en�erale

Mes travaux de recherche portent sur les probabilit�es et la statistique appliqu�ees �a la sûret�e de

fonctionnement. Plus pr�ecis�ement, il s'agit d'une part de construire des mod�eles stochastiques

du processus des d�efaillances et r�eparations de syst�emes divers, et d'autre part de mettre en

oeuvre des m�ethodes statistiques pour exploiter les donn�ees de d�efaillances et de maintenances

relev�ees par les praticiens dans le but d'�evaluer et de pr�evoir la �abilit�e de ces syst�emes. Il s'agit

donc de d�evelopper des m�ethodes math�ematiques rigoureuses dans un but r�esolument applicatif.

Tous mes travaux ont pour origine un probl�eme concret et se sont faits pour beaucoup d'entre

eux en collaboration �etroite avec l'industrie.

Ma recherche s'est e�ectu�ee depuis le d�ebut au sein du Laboratoire de Mod�elisation et Calcul

(LMC) de l'Universit�e Joseph Fourier de Grenoble, membre de la f�ed�eration IMAG (Institut

d'Informatique et Math�ematiques Appliqu�ees de Grenoble). Elle s'est ins�er�ee pendant quelques

ann�ees dans le cadre du projet Mod�eles Al�eatoires et Informatique (MAI) de l'IMAG, puis depuis

peu au sein de l'action de recherche concert�ee locale Mod�eles Al�eatoires pour la Fiabilit�e et la

Maintenance des Syst�emes (FIMA), entre le LMC et l'INRIA Rhône-Alpes.

Les di��erents probl�emes que j'ai abord�es peuvent être class�es selon le domaine d'application

concern�e. J'ai tout d'abord travaill�e dans le cadre de ma th�ese sur la �abilit�e des logiciels. Ces

travaux se sont poursuivis jusqu'�a aujourd'hui en s'orientant vers les tests d'ad�equation aux

mod�eles de croissance de �abilit�e. Dans un deuxi�eme temps, je me suis int�eress�e �a la �abilit�e de

composants �electroniques en environnement al�eatoire stressant. Plus r�ecemment, les probl�emes

li�es aux dispositifs �electrom�ecaniques m'ont amen�e �a travailler sur la �abilit�e et le vieillissement

en temps discret. En�n, le dernier th�eme �emergent concerne la mod�elisation et l'�evaluation de

l'eÆcacit�e de la maintenance des syst�emes r�eparables.

Ce m�emoire est structur�e en chapitres consacr�es �a chacun de ces th�emes. Un r�esum�e des

r�esultats obtenus est pr�esent�e dans la suite de ce premier chapitre.

1.2 Fiabilit�e des logiciels

Dans le cadre de ma th�ese [50], je me suis int�eress�e �a la �abilit�e des logiciels. A ce moment-

l�a, les travaux dans le domaine �etaient assez disparates et pour certains manquaient de rigueur.

En prenant en compte les caract�eristiques propres au logiciel (par rapport �a la �abilit�e des

mat�eriels, domaine largement �etudi�e), j'ai propos�e une mod�elisation stochastique tr�es g�en�erale

du processus des d�efaillances et corrections successives d'un logiciel [61]. L'�evolution du syst�eme

r�esulte de l'interaction complexe de trois processus al�eatoires ponctuels : les sollicitations, les

d�efaillances et les corrections. J'ai d�eduit de cette mod�elisation une classi�cation des mod�eles
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usuels de �abilit�e des logiciels, reposant sur le formalisme des processus al�eatoires ponctuels

auto-excit�es.

En supposant que le pro�l op�erationnel est poissonnien homog�ene et que la correction est

markovienne, on aboutit �a la construction d'une classe de mod�eles math�ematiquement exploi-

tables, les mod�eles proportionnels. Avec J.L. Soler, nous avons e�ectu�e une �etude compl�ete du

plus simple d'entre eux, supposant un e�et d�eterministe des corrections [62]. Avec C. Lavergne,

nous avons g�en�eralis�e ce dernier en rendant al�eatoire l'e�et de la correction [60]. Ce mod�ele

g�en�eralis�e peut s'�ecrire comme un mod�ele lin�eaire mixte �a composantes de la variance, dans

lequel une des composantes est connue. Nous avons alors d�evelopp�e des m�ethodes pour estimer

la seconde composante [59]. Mais tous ces mod�eles pr�esupposent que la �abilit�e des syst�emes

�etudi�es est croissante. Il ne faut donc les utiliser qu'apr�es s'être assur�e de la croissance de la �a-

bilit�e. Pour cela, j'ai �etudi�e plusieurs tests de tendance et montr�e l'optimalit�e du test de Laplace

[51].

Les mod�eles et m�ethodes pr�esent�es ici ont �et�e utilis�es op�erationnellement dans le cadre de

collaborations avec EDF [52] et Bull [58], et ont �et�e impl�ement�es dans le logiciel LogiFiab [35].

Plus r�ecemment, j'ai propos�e un mod�ele �a double taux de correction, permettant de prendre

en compte d'�eventuelles corrections imparfaites [54] et j'ai montr�e l'int�erêt d'utiliser une famille

large de mod�eles, la famille puissance g�en�eralis�ee [2]. En�n, avec J.B. Durand, nous commen�cons

�a porter un regard original sur la �abilit�e des logiciels �a l'aide des châ�nes de Markov cach�ees.

Cette m�ethode permet d'identi�er les �etapes successives du processus de correction, bien mieux

qu'avec les mod�eles traditionnels [43].

1.3 Tests d'ad�equation aux mod�eles de croissance de �abilit�e

A la �n de ma th�ese, il s'est av�er�e qu'il existait un tr�es grand nombre de mod�eles de croissance

de �abilit�e, mais que peu de m�ethodes permettaient de choisir parmi ceux-ci un mod�ele pertinent

pour une application particuli�ere. La seule m�ethode utilis�ee dans le domaine, celle dite du U-

plot, �etait une m�ethode empirique qui n'avait pas �et�e valid�ee th�eoriquement. J'ai donc orient�e

mes travaux vers l'�etude des tests d'ad�equation aux mod�eles de croissance de �abilit�e.

J'ai commenc�e par �etudier les tests d'ad�equation au mod�ele le plus utilis�e, le mod�ele de

Duane ou Power-Law Process. Avec E. Cr�etois, nous avons e�ectu�e une �etude exhaustive des

tests disponibles, mis en �evidence leurs qualit�es et leurs d�efauts, et compar�e leurs puissances [26].

Parall�element, j'ai �etudi�e l'application de la m�ethode CPIT �a plusieurs mod�eles de croissance

de �abilit�e [53, 55]. Avec M.A. El Aroui, nous sommes parvenus �a prouver la validit�e de la

m�ethode U-plot, que nous d�esignons maintenant plus justement sous le nom de m�ethode des

tests pr�equentiels, pour le mod�ele de Duane [27]. Une �etude plus g�en�erale de cette m�ethode est en

cours [46]. En�n, avec M. Xie et B. Yang, nous avons d�evelopp�e un nouveau test d'ad�equation au

mod�ele de Duane, dont l'int�erêt est d'être bas�e sur une m�ethode graphique simple couramment

utilis�ee dans l'industrie [66]. La g�en�eralisation de ce test �a d'autres mod�eles est en cours [67].

1.4 Fiabilit�e en environnement al�eatoire stressant

Dans le cadre d'une collaboration avec Thomson-TCS, je me suis int�eress�e �a la caract�erisation

de la mortalit�e al�eatoire de composants �electroniques en environnement al�eatoire stressant. En

e�et, l'excellente qualit�e de conception de ces composants fait que leurs d�efaillances sont mainte-

nant essentiellement imputables �a des conditions environnementales stressantes de toute nature

(�electrique, m�ecanique, thermique,...). Avec J.L. Soler, nous avons �etudi�e deux types possibles

d'in
uence du stress sur la dur�ee de vie des syst�emes, en prenant en compte di��erents types

de stress (ponctuels, en cr�eneaux, di�us) et la m�emorisation par le composant des stress subis
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[64]. Dans tous les cas, le taux de d�efaillance du composant a �et�e explicit�e et il s'est av�er�e que,

la plupart du temps, il tendait rapidement vers une constante, ce qui va dans le sens d'une

conjecture g�en�eralement faite par les praticiens.

Ce travail s'est poursuivi dans le cadre de la th�ese de C.A. Zahalca [146]. Le but de la

th�ese �etait de g�en�eraliser l'approche pr�ec�edente �a des syst�emes constitu�es d'un grand nombre de

composants. Il faut alors prendre en compte la structure du syst�eme. Un indicateur a �et�e d�e�ni

permettant de mesurer la corr�elation entre l'in
uence du stress et la con�guration du syst�eme.

L'�etude de cet indicateur aboutit �a conjecturer que plus un syst�eme est �able, plus il est sensible

au stress. Un mod�ele g�en�eral d'in
uence du stress sur la dur�ee de vie des syst�emes a �et�e propos�e

[65]. L'�etude statistique de ce mod�ele a �et�e e�ectu�ee dans le cas des stress ponctuels poissonniens

homog�enes [147, 69]. Cela a permis d'appliquer ces m�ethodes �a des donn�ees de d�efaillance de

câbles �electriques soumis �a des chocs de tension de type foudre. Sur cet exemple, le mod�ele

propos�e semble bien pertinent et la sensibilit�e des câbles au stress a pu être �evalu�ee [68].

1.5 Fiabilit�e en temps discret

La quasi-totalit�e des �etudes de �abilit�e supposent que le temps est continu. Or certaines

dur�ees de vie ne peuvent pas se mesurer en temps calendaire. C'est le cas par exemple des appa-

reils �electrom�ecaniques pour lesquels la dur�ee de vie s'exprime comme le nombre de sollicitations

du syst�eme jusqu'�a d�efaillance. Il faut alors red�e�nir les notions usuelles de la �abilit�e pour les

adapter �a un cadre discret.

La th�ese de C. Bracquemond [12], en collaboration avec Schneider Electric, pr�esente une

premi�ere approche du traitement de donn�ees de �abilit�e en temps discret. Nous avons en par-

ticulier mis en �evidence un certain nombre de di��erences g�enantes entre les notions usuelles de

�abilit�e en temps continu et en temps discret. Ces di��erences sont dues �a la d�e�nition du taux

de d�efaillance en temps discret. Avec M. Xie, nous avons alors propos�e une nouvelle d�e�nition

de ce taux, qui r�esoud les probl�emes rencontr�es [17, 18]. Nous avons propos�e un estimateur non

param�etrique de ce taux et �etudi�e ses propri�et�es [15]. Avec E. Cr�etois, nous avons �etudi�e les

tests d'ad�equation aux mod�eles de �abilit�e en temps discret et propos�e d'utiliser des tests bas�es

sur la transformation de Smirnov g�en�eralis�ee [14]. La d�emarche globale aboutit �a une analyse

compl�ete de donn�ees de �abilit�e en temps discret, qui a �et�e appliqu�ee par Schneider Electric

[13].

1.6 EÆcacit�e de la maintenance

Tout au long de leur vie, les syst�emes industriels sont soumis �a des actions de mainte-

nance pr�eventive, dont le but est de ralentir le processus d'usure et de retarder l'occurrence des

d�efaillances, et �a des actions de maintenance corrective, dont le but est de remettre un syst�eme

d�efaillant en �etat de fonctionnement. Cependant, l'�evaluation de l'eÆcacit�e de ces actions de

maintenance est un probl�eme diÆcile qui a rarement �et�e �etudi�e. Dans la plupart des mod�eles

de �abilit�e des syst�emes r�eparables, on suppose soit que la maintenance remet le syst�eme �a

neuf (\aussi bon que neuf"), soit qu'elle remet le syst�eme dans l'�etat o�u il �etait juste avant la

d�efaillance (\aussi mauvais que vieux"). Il est clair que la r�ealit�e est entre ces deux extrêmes

[56].

D'un point de vue probabiliste, les mod�eles correspondants aux deux situations pr�ec�edentes

sont les processus de renouvellement et les processus de Poisson non homog�enes. Le but de la

th�ese de L. Doyen, d�ebut�ee en septembre 2001, est de proposer des mod�eles interm�ediaires, �a

l'aide d'une mod�elisation si possible r�ealiste des e�ets des maintenances, et d'e�ectuer l'analyse

statistique de ces mod�eles. Les premiers r�esultats sont encourageants. Ils mettent en �evidence une
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classi�cation en deux types d'e�ets : r�eduction de l'âge et r�eduction de l'intensit�e de d�efaillance.

On voit �egalement apparâ�tre l'existence d'une intensit�e d'usure minimale, sorte de borne inf�erieu-

re en de�ca de laquelle aucune maintenance ne permettra d'aller [41]. Ce travail est l'occasion

d'une collaboration avec EDF.
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Chapitre 2

Fiabilit�e des logiciels

2.1 Probl�ematique

Le d�eveloppement de l'informatique et son utilisation dans les domaines les plus vari�es ont

rendu notre soci�et�e de plus en plus d�ependante du bon fonctionnement des ordinateurs. La taille

et la complexit�e des syst�emes �a base de logiciel a cru exponentiellement et continuera de crô�tre

dans le futur. Par ailleurs, il est extrêmement diÆcile et coûteux de d�etecter et corriger des

fautes dans un logiciel. Par exemple, Microsoft a publi�e en 1999 [113] les r�esultats d'une �etude

dans laquelle il est dit d'une part qu'un programmeur professionnel fait en moyenne 6 fautes

pour 1000 lignes de code �ecrites, et d'autre part qu'il faut en moyenne 12 heures de travail

pour d�etecter et corriger une faute. Sachant qu'un logiciel commercial standard fait en moyenne

350 000 lignes de code et les applications plus complexes plusieurs millions de lignes de code, on

comprend que, même en mettant en oeuvre les techniques les plus sophistiqu�ees pour d�evelopper

des syst�emes informatiques sûrs de fonctionnement, les logiciels contiendront toujours des fautes,

susceptibles d'engendrer des d�efaillances.

Or les d�efaillances des logiciels peuvent avoir des cons�equences allant de la simple gêne �a la

catastrophe. Parmi les d�efaillances logicielles c�el�ebres, on peut citer celle du logiciel d'autocom-

mutation t�el�ephonique d'AT&T qui a priv�e 10 millions d'habitants de New-York de t�el�ephone

pendant 9 heures en septembre 1991, et le bug qui a provoqu�e l'explosion de la fus�ee Ariane 5 en

juin 1996. Il est donc imp�eratif de tout faire pour �eviter que de tels probl�emes se reproduisent.

Pour cela, on utilise des techniques de g�enie logiciel sophistiqu�ees dont le but est de produire

des logiciels sûrs de fonctionnement : pr�evention des fautes, �elimination des fautes, tol�erance aux

fautes, ... [82, 83].

Mais il ne suÆt pas d'avoir utilis�e tous les moyens possibles pour d�evelopper un logiciel

�able, encore faut-il s'assurer qu'il l'est e�ectivement : il faut des m�ethodes pour atteindre des

objectifs de �abilit�e et d'autres pour savoir si ces objectifs sont atteints. Par cons�equent, il est

tr�es important de pouvoir pr�evoir l'occurrence des d�efaillances, et donc d'�evaluer ou mesurer la

�abilit�e des logiciels. Cette �evaluation permettra d'abord de quanti�er la con�ance de l'utilisateur

envers son syst�eme, puis de s'assurer que le logiciel a atteint un niveau de �abilit�e conforme

aux objectifs exprim�es dans les sp�eci�cations. Par exemple, pour le nouveau m�etro parisien

sans conducteur Meteor, les objectifs annonc�es sont un taux de panne par rame et par heure

inf�erieur �a 10�9 pour le mat�eriel et inf�erieur �a 10�11 pour le logiciel. Si les mesures de �abilit�e

montrent que l'objectif n'est pas atteint, elles peuvent permettre d'�evaluer l'e�ort de test �a

fournir pour atteindre l'objectif, et en particulier d'estimer le temps n�ecessaire pour y parvenir.

Par cons�equent, les mesures de �abilit�e fournissent un crit�ere d'arrêt des tests. Une exp�erience

men�ee �a AT&T en 1987 a montr�e que la mise en place des mesures de �abilit�e a permis une

r�eduction de 15% de la p�eriode de tests, ce qui a entrain�e un gain de 4% sur le coût total du

projet, alors que le surcoût du aux mesures n'a repr�esent�e que 0.2% de ce coût total [113].
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2.2 Terminologie

La �abilit�e d'un logiciel est la probabilit�e qu'il fonctionne sans d�efaillances pendant une

dur�ee donn�ee et dans un environnement sp�eci��e. C'est donc une notion temporelle. Le temps

consid�er�e peut être le temps d'ex�ecution CPU ou le temps calendaire. Notons que pour certains

syst�emes, le temps n'est pas l'�el�ement primordial : ce qui compte, c'est qu'une ex�ecution se

d�eroule correctement. Alors, la �abilit�e est d�e�nie comme la probabilit�e qu'une ex�ecution soit

correcte. Nous ne nous sommes pas pour l'instant int�eress�es �a ce type de syst�eme, et nous

conserverons dans la suite la d�e�nition temporelle de la �abilit�e.

Une d�efaillance se produit quand le r�esultat fourni par le logiciel n'est pas conforme au

r�esultat pr�evu par les sp�eci�cations. Pour �eclaircir cette notion, on peut consid�erer qu'un logi-

ciel est un syst�eme qui, par l'interm�ediaire d'un programme, transforme des donn�ees d'entr�ee

en r�esultats ou donn�ees de sortie. L'ex�ecution d'un programme peut donc être vue comme

une application de l'ensemble des donn�ees d'entr�ee dans l'ensemble des donn�ees de sortie. Les

sp�eci�cations d�e�nissent quelle doit être la donn�ee de sortie pour chaque donn�ee d'entr�ee pos-

sible. Si, pour une donn�ee d'entr�ee particuli�ere, la sortie fournie par le programme n'est pas celle

pr�evue par les sp�eci�cations, il y a d�efaillance. On voit ainsi apparâ�tre une relation forte entre

donn�ee d'entr�ee et d�efaillance.

Une faute logicielle ou bug est un d�efaut du programme qui, ex�ecut�e dans certaines condi-

tions, entrâ�nera une d�efaillance. Une faute est un ph�enom�ene intrins�eque au programme, elle

existe même quand le logiciel n'est pas utilis�e. A l'inverse, une d�efaillance est un ph�enom�ene

dynamique : le programme doit être ex�ecut�e pour qu'elle se manifeste. Une faute est cr�e�ee quand

le programmeur fait une erreur. Aussi, on emploie souvent le terme de faute de conception.

Le pro�l op�erationnel d�e�nit le choix des entr�ees et la fr�equence de sollicitation du logiciel,

en associant �a chaque entr�ee ou groupe d'entr�ees sa probabilit�e d'être fournie au programme

�a un instant donn�e. Le pro�l op�erationnel peut être tr�es di��erent en phase de test et en vie

op�erationnelle.

Quand une d�efaillance survient, on cherche �a d�etecter la faute qui a provoqu�e cette d�efaillance

et �a l'�eliminer. On e�ectue alors une correction ou d�ebogage. Une correction, comme d'ailleurs

un changement de sp�eci�cations, peut être interpr�et�ee comme une modi�cation du programme.

Elle a pour but de r�eduire l'occurrence d'apparition des d�efaillances, donc elle devrait augmenter

la �abilit�e du logiciel.

Les premi�eres �etudes de �abilit�e des logiciels se sont inspir�ees des m�ethodes traditionnel-

lement utilis�ees en �abilit�e des mat�eriels. Mais il s'est rapidement av�er�e que des di��erences

importantes existaient entre la �abilit�e des mat�eriels et celle des logiciels. La plus importante

de ces di��erences tient aux causes des d�efaillances. Les d�efaillances des mat�eriels sont essentiel-

lement dues �a l'usure et aux facteurs environnementaux, tandis que celles des logiciels sont dues

�a des fautes de conception, c'est-�a-dire �a des erreurs humaines. La maintenance des mat�eriels

ralentit mais n'empêche pas l'usure des syst�emes, tandis que la correction des logiciels augmente

leur �abilit�e.

Il �etait donc n�ecessaire de construire une th�eorie sp�eci�que pour la �abilit�e des logiciels.

2.3 Mod�elisation du processus des d�efaillances et corrections

d'un logiciel

Les premiers articles dans le domaine datent du milieu des ann�ees 70, sous l'impulsion de

Jelinski-Moranda [74], Littlewood-Verral [94] et Musa [101]. D'origines diverses, ces travaux

�etaient assez disparates et pour certains manquaient de rigueur. Ma premi�ere contribution dans

ce domaine a donc consist�e �a proposer une d�emarche uni�catrice, utilisant le cadre des processus
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al�eatoires ponctuels auto-excit�es. Elle a abouti �a une mod�elisation stochastique tr�es g�en�erale du

processus des d�efaillances et corrections successives d'un logiciel [50, 61].

On note fTigi�1 le processus des instants de d�efaillance successifs d'un logiciel dont le fonc-

tionnement a d�ebut�e �a l'instant T0 = 0. A chaque d�efaillance, le logiciel est corrig�e ou pas, puis

relanc�e. Usuellement, les dur�ees de correction sont consid�er�ees comme n�egligeables ou ne sont

pas comptabilis�ees. On d�e�nit alors le processus des dur�ees inter-d�efaillances successives fXigi�1
o�u 8i � 1; Xi = Ti�Ti�1. En�n, on note fNtgt�0 le processus de comptage des d�efaillances : Nt

est le nombre de d�efaillances survenues entre 0 et t.

La �abilit�e du logiciel a l'instant t exprime la probabilit�e que le logiciel fonctionne encore

correctement pendant une dur�ee quelconque �a partir de t. Pour exprimer que cette probabilit�e

peut d�ependre du pass�e du processus de d�efaillance, on utilise un conditionnement par une tribu

Ht, qui sera d�e�nie en (2.3) :

Rt(�) = P(Nt+� �Nt = 0jHt) = P(TNt+1 � t > � jHt) (2.1)

La dur�ee moyenne d'attente de la prochaine d�efaillance �a l'instant t (Mean Time To Failure)

est :

MTTFt = E(TNt+1 � tjHt) (2.2)

Comme on l'a vu plus haut, la d�efaillance est �etroitement li�ee aux donn�ees d'entr�ee du

logiciel. On note E l'ensemble de toutes les donn�ees d'entr�ee admissibles du syst�eme, suppos�e

invariant au cours du temps, et on le munit d'une tribu A d'�ev�enements d'entr�ee de r�ef�erence.

A partir de l'instant initial, le logiciel est sollicit�e �a des instants al�eatoires fSjgj�1 avec des
donn�ees d'entr�ee al�eatoires fZjgj�1. Le pro�l op�erationnel, qui d�e�nit les conditions d'utilisation
du logiciel, n'est autre que la loi de probabilit�e du processus al�eatoire f(Sj ; Zj)gj�1. On peut

aussi le d�ecrire �a l'aide du processus ponctuel spatial fSUgU2B(R+)
A, o�u SU est le nombre

al�eatoire de couples (Sj ; Zj) tombant dans la r�egion U de l'espace produit R+
E.

Une faute logicielle est une partie A de l'espace des entr�ees E. On appelle faute totale

�a l'instant t, et on note Ft, l'ensemble de toutes les donn�ees d'entr�ee pouvant provoquer une

d�efaillance �a l'instant t. Une d�efaillance se produit suite �a la n�eme sollicitation si l'entr�ee cor-

respondante Zn active une quelconque des fautes �a cet instant, c'est �a dire si Zn 2 FSn . On

confondra l'instant de la d�efaillance avec l'instant de la sollicitation qui l'a engendr�ee, ce qui

suppose les dur�ees d'ex�ecution n�egligeables ou non comptabilis�ees.

Une correction est une transformation du programme qui a pour but d'�eliminer une partie

des fautes de ce programme. On peut donc consid�erer une correction comme une application de

A dans A qui a une faute totale avant correction F�t fait correspondre une faute totale apr�es

correction F+
t . La correction est de bonne qualit�e si F+

t � F�t , c'est �a dire si on a �elimin�e une

partie de la faute totale sans introduire de nouvelle faute. Dans tous les autres cas, la correction

est imparfaite. Mod�eliser un processus de correction consistera donc �a exprimer F+
t �a l'aide de

F�t .

Comme on a d�e�ni le processus des d�efaillances, on peut d�e�nir le processus des corrections �a

l'aide des instants de correction successifs fCigi�1 ou du processus de comptage des corrections

fKtgt�0. En g�en�eral, on suppose que la correction est imm�ediate, c'est-�a-dire que l'on fait une

correction �a chaque d�efaillance : 8t;Kt = Nt. Mais on peut aussi supposer que la correction est

di��er�ee, si on attend que plusieurs d�efaillances se soient produites avant d'e�ectuer une correction

[135]. La faute totale n'�etant modi��ee qu'aux instants de correction, on notera Fi = F+
Ci

et on

s'int�eressera au processus de faute fFigi�0. Il est logique de supposer que la correction d'une

faute �a un instant donn�e ne d�epend que de l'�etat de la faute �a cet instant et non de ses �etats

pass�es, ce qui implique que le processus de faute sera suppos�e markovien.

Finalement, l'�evolution du syst�eme au cours du temps r�esulte de l'interaction complexe de

trois processus al�eatoires ponctuels : celui des sollicitations, celui des d�efaillances et celui des
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Fig. 2.1 { Une trajectoire du processus des d�efaillances et corrections d'un logiciel

corrections et de leur e�et sur les fautes. Le processus r�esultant fS[0;t]�A; Nt; Kt; Ftgt�0;A2A
sera appel�e processus des d�efaillances-corrections du syst�eme. La �gure 2.1 pr�esente une

trajectoire de ce processus.

La loi de probabilit�e du processus de d�efaillance est enti�erement d�etermin�ee par la donn�ee

de l'intensit�e conditionnelle de d�efaillance (voir par exemple Snyder-Miller [134]) :

�t = lim
dt!0

1

dt
P(Nt+dt �Nt = 1jHt) = lim

dt!0

1

dt
P(S]t;t+dt]�FKt = 1jHt) (2.3)

o�u Ht est la tribu, dans l'espace probabilis�e de r�ef�erence, engendr�ee par le pass�e du processus

des d�efaillances-corrections �a l'instant t.

2.4 Mod�eles de �abilit�e des logiciels

2.4.1 Classi�cation

Construire un mod�ele de �abilit�e, c'est proposer une forme particuli�ere pour l'intensit�e de

d�efaillance �t. Nous avons propos�e [50] une classi�cation des mod�eles de �abilit�e des logiciels en

fonction de la forme de leur intensit�e de d�efaillances.

Il s'av�ere que tous les mod�eles usuels font partie de la classe des processus ponctuels

auto-excit�es, ce qui signi�e que [134] :

� Le pass�e du processus ne d�epend que du nombre et des instants des d�efaillances survenues :

Ht = �
�
Nt; T1; : : : ; TNt

�
.

� La probabilit�e d'occurrence simultan�ee de deux d�efaillances ou plus est n�egligeable :

P (Nt+dt �Nt � 2) = o(dt).

Les propri�et�es bien connues de ces processus permettent de calculer toutes les grandeurs

caract�eristiques de la �abilit�e �a l'aide de l'intensit�e de d�efaillance. Par exemple :

Rt(�) = exp
�� Z t+�

t

�sds
�

MTTFt =

Z +1

0

Rt(�)d� (2.4)
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Le plus simple des processus ponctuels auto-excit�es est le processus de Poisson homog�ene

(HPP). Il correspond �a une intensit�e de d�efaillance constante : �t = �, � 2 R+. Dans ce cas,

les dur�ees inter-d�efaillances Xi sont ind�ependantes et de même loi exponentielle exp (�). Cela

correspond �a l'hypoth�ese que le logiciel n'est jamais corrig�e et est relanc�e en l'�etat �a chaque

d�efaillance, ce qui est le cas des logiciels en client�ele.

On distingue 4 grandes classes de mod�eles :

1. �t = �(Nt). Dans ce cas, les dur�ees inter-d�efaillances Xi sont ind�ependantes et de lois

exponentielles. Les plus connus des mod�eles de cette classe sont :

� le mod�ele de Jelinski-Moranda [74] (JM) : �t = �(N �Nt), � 2 R+; N 2 N. Les Xi

sont de lois exp (�(N � i+ 1)).

� le mod�ele G�eom�etrique de Moranda [99] (MG) : �t = �cNt, � 2 R+; c 2]0; 1]. Les Xi

sont de lois exp
�
�ci�1

�
.

Propos�e en 1972, le mod�ele de Jelinski-Moranda est le tout premier mod�ele de �abilit�e des

logiciels. Il consiste �a supposer que le logiciel contient �a l'instant initial un nombre N de

fautes, qu'�a chaque d�efaillance la faute incrimin�ee est rep�er�ee et parfaitement �elimin�ee, sans

ajout de nouvelle faute, et que l'intensit�e de d�efaillance est proportionnelle au nombre de

fautes r�esiduelles, � �etant le coeÆcient de proportionnalit�e. Il est �equivalent de consid�erer

que les N fautes sont ind�ependantes et que leurs dur�ees d'apparition (latences) sont de

même loi exp(�). Ce mod�ele a fait couler beaucoup d'encre, et a �et�e beaucoup critiqu�e car

il est peu r�ealiste de supposer que toutes les fautes d'un logiciel ont la même s�ev�erit�e.

2. �t = �(t)(N�Nt). Il s'agit de g�en�eraliser le mod�ele de Jelinski-Moranda : on a toujours N

fautes ind�ependantes et de même s�ev�erit�e, mais leurs latences sont de loi quelconque, de

taux de hasard �(t). Outre le mod�ele de Jelinski-Moranda, on retrouve dans cette classe

le mod�ele de Littlewood [92], pour lequel les latences sont de loi de Pareto.

3. �t = �(Nt; t � TNt
). Cette propri�et�e est caract�eristique des mod�eles o�u les dur�ees inter-

d�efaillances Xi sont ind�ependantes. Outre les mod�eles de la classe 1, on y retrouve le

mod�ele de Littlewood-Verral [94], pour lequel les Xi sont de lois de Pareto, et le mod�ele

de Schick-Wolverton [129], pour lequel les Xi sont de lois de Rayleigh.

En fait, les mod�eles de Littlewood et Littlewood-Verral peuvent �egalement être construits

�a partir de consid�erations bay�esiennes.

4. �t = �(t). Dans ce cas, fNtgt�0 est un processus de Poisson non homog�ene (NHPP). Les

plus connus des mod�eles de cette classe sont :

� le mod�ele de Duane [42] ou Power-Law Process [28] (PLP) : �(t) = ��t��1, � 2
R+; � 2 R+.

� le mod�ele de Goel-Okumoto [70] (GO) : �(t) = �e��t, � 2 R+; � 2 R.
� le mod�ele \en forme de S" de Yamada-Ohba-Osaki [141] (S) : �(t) = ��2te��t, � 2
R+; � 2 R+.

� tous les mod�eles dits \�a correction imparfaite" de Pham et ses co-auteurs [115, 113].

Les NHPP sont de tr�es loin les mod�eles les plus utilis�es en �abilit�e des logiciels. Cela

s'explique par leur simplicit�e : l'intensit�e de d�efaillance est simplement une fonction du

temps. Notons que la continuit�e de cette fonction implique que le logiciel apr�es correction

est pratiquement dans le même �etat qu'avant la d�efaillance. Cette propri�et�e, qui peut

paraitre peu r�ealiste, est connue sous le nom de principe de r�eparation minimale en �abilit�e

des mat�eriels.
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Ce travail de classi�cation n'a �et�e publi�e qu'en fran�cais et n'a donc pas �et�e lu �a l'�etranger,

ce qui explique que, quelques ann�ees plus tard, Chen et Singpurwalla ont publi�e un travail tout

�a fait similaire [20]. D'autres classi�cations de mod�eles ont �et�e propos�ees depuis, par exemple

dans les livres de Musa-Iannino-Okumoto [103], Xie [139], Lyu [95] et Pham [113].

2.4.2 Les mod�eles proportionnels

Ainsi que l'a soulign�e Littlewood [93], il y a deux sources d'incertitude dans le processus des

d�efaillances-corrections d'un logiciel : l'incertitude li�ee aux conditions d'utilisation du logiciel

(sollicitations et entr�ees), r�esum�ee par le pro�l op�erationnel, et l'incertitude li�ee �a l'e�et des

corrections, r�esum�ee par le processus de faute. La mod�elisation g�en�erale propos�ee dans la section

2.3 permet de construire des mod�eles de �abilit�e des logiciels prenant en compte de mani�ere

explicite ces deux sources d'incertitude.

Concernant le couple sollicitations-entr�ees, l'hypoth�ese la plus simple, et n�eanmoins r�ealiste

aux dires des praticiens, consiste �a supposer que le pro�l op�erationnel est poissonnien homog�ene.

Cela signi�e que les instants de sollicitations fSjgj�1 forment un processus de Poisson homog�ene
sur R+ d'intensit�e �, et que les donn�ees d'entr�ee fZjgj�1 sont ind�ependantes entre elles, de

même loi de probabilit�e Q sur (E;A), et ind�ependantes des instants de sollicitation. De ce fait,
le processus S est un processus de Poisson spatial sur R+
E d'intensit�e la mesure �L
Q, o�u

L est la mesure de Lebesgue sur R+. L'intensit�e de d�efaillances dans ce pro�l op�erationnel est

alors donn�ee par :

�t = �Q(FKt
) (2.5)

L'incertitude sur les entr�ees est traduite par le param�etre � et la loi Q, et l'incertitude sur

la correction par le processus de faute fFigi�0.
On peut alors en d�eduire, rejoignant une id�ee de Soler [136], que, quand le pro�l op�erationnel

est poissonnien homog�ene et que la correction est imm�ediate, il existe un processus de Markov

� = f�igi�1, tel que, conditionnellement �a f�i = �igi�1, les dur�ees inter-d�efaillances Xi sont

ind�ependantes et de lois exponentielles de param�etres �i respectivement.

�i = �Q(Fi�1) est le taux du d�efaillance du logiciel apr�es la (i�1)�eme correction. Proposer un
mod�ele de �abilit�e des logiciels dans ce contexte revient �a proposer un mod�ele pour le processus

f�igi�1. Par exemple, les mod�eles de la classe 1 dans la classi�cation pr�esent�ee en 2.4.1 sont

obtenus en supposant les �i d�eterministes.

Avec J.L. Soler, nous avons propos�e dans [62] une famille de mod�eles simples, appel�es

mod�eles proportionnels, bas�ee sur la relation :

8i � 1; �i+1 = �ie
��i (2.6)

o�u les �i repr�esentent les qualit�es des corrections successives (�i et �i sont suppos�es ind�epen-

dants) :

� �i = 0 =) �i+1 = �i : la correction n'a aucun e�et

� �i > 0 =) �i+1 < �i : la correction diminue le taux de d�efaillance du logiciel, donc est de

bonne qualit�e

� �i < 0 =) �i+1 > �i : la correction augmente le taux de d�efaillance du logiciel, donc est

de mauvaise qualit�e

2.4.2.1. Le mod�ele proportionnel d�eterministe

Le mod�ele le plus simple consiste �a supposer l'e�et des corrections d�eterministe et constant :

� �1 = � 2 R+ est l'intensit�e de d�efaillance initiale
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� 8i � 1;�i = � 2 R repr�esente la qualit�e des corrections

Dans ce cas, les dur�ees inter-d�efaillances Xi sont ind�ependantes et de lois exponentielles de

param�etres respectifs �e�(i�1)� .

En posant c = e�� , on voit qu'il s'agit du mod�ele g�eom�etrique de Moranda [99], pr�esent�e

en 2.4.1, dans lequel on autorise la possibilit�e de mauvaise correction (c > 1). Comme Moranda

n'avait fait que d�e�nir le mod�ele, nous en avons e�ectu�e une �etude statistique compl�ete dans

[50, 62].

Au vu de l'observation des n premi�eres dur�ees inter-d�efaillances X1; : : : ; Xn, les estimateurs

de maximum de vraisemblance de � et � sont d�e�nis par :

�̂MV =
nPn

i=1 e
�(i�1)�̂MVXi

nX
i=1

(n� 2i+ 1)e�(i�1)�̂MVXi = 0 (2.7)

Les propri�et�es de ces estimateurs ont �et�e �etudi�ees en partie dans [62], puis compl�et�ees par

El Aroui et Lavergne dans [47].

Par ailleurs, le mod�ele peut s'�ecrire sous la forme d'un mod�ele lin�eaire :

Y = A� + � (2.8)

o�u Y =

0B@ Y1
...

Yn

1CA, A =

0BBBB@
1 0
... 1
...

...

1 n� 1

1CCCCA, � =

� � ln �

�

�
, 8i; Yi = lnXi+
e (o�u 
e est la constante

d'Euler), et � est un vecteur al�eatoire centr�e de matrice de covariance
�2

6
In, In d�esignant la

matrice identit�e d'ordre n. On peut noter que, dans ce mod�ele, les r�esidus �i ne sont pas gaussiens,

mais sont des translat�ees de variables al�eatoires de loi de Gumbel.

Cette �ecriture fournit des estimateurs des moindres carr�es, que l'on peut comparer aux

estimateurs de maximum de vraisemblance :

~�MC = exp

 
� 2

n(n + 1)

nX
i=1

(2n� 3i+ 2)Yi

!

~�MC =
6

n(n+ 1)(n� 1)

nX
i=1

(2i� n � 1)Yi

(2.9)

2.4.2.2. Le mod�ele proportionnel lognormal

Le d�efaut majeur du mod�ele proportionnel d�eterministe est �evidemment l'hypoth�ese tr�es

irr�ealiste que la qualit�e de la correction est constante au cours du temps (�egale �a �). Il est plus

juste de supposer que les qualit�es des corrections successives �i sont des variables al�eatoires.

On d�e�nit un nouveau mod�ele appel�e mod�ele proportionnel lognormal, �a l'aide des hypoth�eses

suivantes :

� �1 = � 2 R+ est l' intensit�e de d�efaillance initiale

� 8i � 1;�i+1 = �ie
��i , o�u les �i sont des variables al�eatoires ind�ependantes et de même

loi normale N �m; �2�, repr�esentant les qualit�es des corrections successives.
Le nom du mod�ele vient du fait que les �i sont ici des variables al�eatoires de lois lognormales.
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Avec C. Lavergne, nous avons �etudi�e ce mod�ele en d�etail [60]. Le calcul de la fonction de

vraisemblance �etant inextricable, on utilise le fait que, comme le pr�ec�edent, ce mod�ele peut

s'�ecrire comme un mod�ele lin�eaire :

Y = A� + �0 (2.10)

o�u Y;A et � sont d�e�nis comme dans la section pr�ec�edente, et �0 est un vecteur al�eatoire non

gaussien, centr�e, de matrice de covariance
�2

6
In + �2V , o�u V est la matrice de terme g�en�erique

Vij = min(i; j)� 1.

On voit qu'il s'agit ici d'un mod�ele lin�eaire mixte �a deux composantes de la variance, l'une

�etant connue, �egale �a
�2

6
, et l'autre, �2, �etant inconnue.

Pour estimer �, on utilise l'estimateur des moindres carr�es ordinaires e�MC = (tAA)�1 tAY .

Les expressions des estimateurs de � et � sont les mêmes qu'en (2.9), mais leurs propri�et�es se

sont beaucoup d�egrad�ees, notamment en termes de vitesse de convergence.

Si les deux composantes de la variance �etaient inconnues, on utiliserait pour les estimer les

proc�edures usuelles comme on peut les trouver par exemple dans le livre de Rao-Kle�e [118]. Mais

dans la mesure o�u l'une d'entre elles est connue, il a fallu d�evelopper des m�ethodes sp�eci�ques

[59].

Dans un premier temps, on peut penser �a utiliser pour estimer �2 une forme quadratique

des observations du type tYMY . Si on impose �a l'estimateur d'être sans biais et invariant par

translation de �, on obtient une expression simple de celui-ci :

e�2MC =
15

n2 � 4

�
jjY �Ae�MC jj2 � (n� 2)

�2

6

�
(2.11)

Malheureusement, cet estimateur n'est pas consistant.

On propose alors une adaptation de la m�ethode MINQUE (MInimum Norm Quadratic Un-

biased Estimator) de Rao [117]. Pour traiter le cas g�en�eral, notons c2 la composante de la

variance connue et supposons que le param�etre du mod�ele est de dimension p. Le principe de

la m�ethode MINQUE est d'utiliser une valeur a priori de la matrice de covariance de Y . Dans

notre cas, puisque c2 est connue, on n'a besoin que d'une valeur a priori �2 de �2. L'estimateur

MINQUE de �2 est sans biais, invariant par translation de � et minimise une certaine norme.

Son expression est :

e�2MINQUE(�) =

tY R(�)Y � trR(�)

trR(�)R(�)
tY R(�)R(�)Y

n� p� [trR(�)]2

trR(�)R(�)

(2.12)

o�u R(�) = B(�)�1
�
In � A(tAB(�)�1A)�1 tAB(�)�1

�
et B(�) = V +

c2

�2
In.

Mais la d�emarche MINQUE est mal adapt�ee �a notre cas de �gure, car elle traite les deux

composantes de la variance de la même mani�ere, la connaissance de c2 n'intervenant que dans

le choix des valeurs a priori et pas dans la proc�edure d'estimation. Aussi avons-nous propos�e

une adaptation de cette m�ethode qui prend en compte d�es le d�epart la connaissance de c2. Le

principe est de choisir une m�etrique plus adapt�ee que l'identit�e, qui soit telle que, si le rapport

c2=�2 �etait connu, on retrouverait les estimateurs de Gauss-Markov usuels. La m�etrique en

question est B(�)�1, d�e�nie ci-dessus. Les d�etails sont dans [59]. Le changement de m�etrique

fait que l'estimation de � est �egalement modi��ee. Finalement, on obtient les estimateurs sans

biais suivants :
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e�GM (�) = (tAB(�)�1A)�1 tAB(�)�1Y

e�2GM (�) =
tY R(�)Y � c2 trR(�)

n� p� c2

�2
trR(�)

(2.13)

Ces estimateurs sont con�cus �a partir d'une id�ee de base plus adapt�ee au probl�eme que

les estimateurs des moindres carr�es et MINQUE. Cependant, le calcul de leur variance est

extrêmement complexe et il n'a pas �et�e possible de prouver th�eoriquement qu'ils �etaient de

meilleure qualit�e. Nous avons quand même pu comparer les di��erents estimateurs de �2 propos�es

�a l'aide de simulations [59]. Il s'av�ere que la qualit�e des estimateurs d�epend �a la fois de l'ordre de

grandeur de la vraie valeur de �2 et du choix de la valeur a priori �2. Globalement, le meilleur

estimateur est e�2GM avec comme valeur a priori �2 = e�2MC .

Pour terminer, on peut remarquer que le mod�ele proportionnel d�eterministe est un mod�ele

proportionnel lognormal particulier pour lequel �2 = 0. Par cons�equent, on peut tester l'hy-

poth�ese que la qualit�e de correction est constante au cours du temps en testant \�2 = 0" contre

\�2 > 0" dans ce mod�ele. Pour ce faire, on montre la normalit�e asymptotique de e�2MC et on en

d�eduit un test asymptotiquement de seuil 
 [60] consistant �a rejeter l'hypoth�ese \�2 = 0" si :

e�2MC >
15�2

n2 � 4

r
11n

90
u2
 (2.14)

o�u u2
 est le quantile d'ordre 1� 
 de la loi normale centr�ee-r�eduite. La puissance de ce test a

�et�e �evalu�ee �a l'aide de simulations.

Nous avons appliqu�e ce test a de nombreux jeux de donn�ees r�eelles, dont les donn�ees de Musa

[102] qui sont un �etalon dans le domaine de la �abilit�e des logiciels. Dans la majorit�e des cas,

l'hypoth�ese de constance de la correction a �et�e rejet�ee, ce qui tend �a montrer qu'il est pr�ef�erable

d'utiliser le mod�ele lognormal plutôt que le mod�ele d�eterministe. Cependant, les param�etres

sont moins bien estim�es dans le mod�ele lognormal que dans le mod�ele d�eterministe, ce qui nous

conduit �nalement �a recommander plutôt l'usage du mod�ele le plus simple. On verra dans le

chapitre suivant que cette recommandation est con�rm�ee par l'usage de tests d'ad�equation.

2.4.2.3. Le mod�ele �a double taux de correction

L'hypoth�ese de base des mod�eles proportionnels est que le taux de d�efaillance apr�es une

correction est proportionnel �a ce qu'il �etait avant la d�efaillance. Ce faisant, on ne prend pas en

compte une caract�eristique souvent observ�ee, qu'on appelle correction imparfaite (imperfect

debugging). Une correction peut être imparfaite de deux fa�cons :

� la faute ayant entrain�e la d�efaillance peut n'être pas compl�etement �elimin�ee

� la correction peut introduire de nouvelles fautes

Les travaux dans le domaine prennent souvent en compte l'une de ces deux possibilit�es

[143, 109, 142, 115], mais rarement les deux �a la fois [148, 112]. Dans [54], nous avons propos�e un

mod�ele de correction imparfaite bas�e sur notre mod�elisation g�en�erale du processus de d�efaillance-

correction des logiciels.

Si on revient au processus de faute fFigi�1, les deux sources de correction imparfaite peuvent
se traduire en disant qu'�a la i�eme correction, on enl�eve une partie Ai de la faute totale Fi�1 et

on rajoute une partie Bi du compl�ementaire de la faute totale �Fi�1. Ainsi, on a :

8i � 1; Fi = (Fi�1 �Ai)[ Bi (2.15)
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Quand le pro�l op�erationnel est poissonnien homog�ene, on a mis en �evidence l'existence

du processus des taux de d�efaillance successifs f�igi�1, avec �i = �Q(Fi�1). L'�equation (2.15)

permet de montrer qu'il existe alors deux suites de variables al�eatoires f�igi�1 et f�igi�1, �a
valeurs dans [0; 1], telles que :

8i � 1;�i = (1� �i � �i)�i�1 + ��i (2.16)

�i repr�esente un taux de bonne correction et �i un taux de mauvaise correction. Les mod�eles

proportionnels correspondent au cas o�u on n'ajoute jamais de nouvelle faute, c'est-�a-dire 8i; �i =
0.

Dans [54], nous avons �etudi�e le mod�ele le plus simple, pour lequel les deux types de taux sont

d�eterministes et constants. Nous lui avons donn�e le nom de mod�ele �a double taux de correction :

� 8i � 1; �i = � 2 [0; 1] est le taux de bonne correction

� 8i � 1; �i = � 2 [0; 1] est le taux de mauvaise correction

� �1 = � 2 R+ est l'intensit�e de d�efaillance initiale.

Alors, les dur�ees inter-d�efaillances Xi sont ind�ependantes et de lois exponentielles de pa-

ram�etres respectifs �i = (1� �� �)i�1
�
�� ��

�+ �

�
+

��

� + �
.

On peut remarquer que lim
i!+1

�i =
��

� + �
6= 0. Cela signi�e qu'il existe une intensit�e de

d�efaillance r�esiduelle non nulle, ou qu'il restera toujours des fautes dans le logiciel. Comme on

l'a vu en 2.1, cette hypoth�ese est r�ealiste, mais est pourtant rarement prise en compte dans les

mod�eles de �abilit�e des logiciels. Dans ces conditions, les taux de d�efaillance successifs peuvent

s'�ecrire :

�i = �1 + 
i�1 (�� �1) (2.17)

Sous cette forme, le mod�ele est similaire au processus de Poisson g�eom�etrique hybride d�e�ni

dans [99], bien qu'il soit construit de fa�con tout-�a-fait di��erente.

Ce mod�ele a �et�e appliqu�e sur des jeux de donn�ees r�eelles [54]. Bien qu'inad�equat dans la

majorit�e des cas, il s'av�ere plus adapt�e �a certains jeux de donn�ees que les mod�eles classiques.

2.5 Tests de tendance

On a vu qu'il �etait complexe de mod�eliser dans le d�etail le processus des d�efaillances-

corrections d'un logiciel. Mais on peut parfois se contenter d'informations plus simples sur le

comportement global de ce processus. En particulier, la d�etermination de la tendance de la �a-

bilit�e est un point central. En e�et, il est clair qu'un concepteur ou utilisateur d'un syst�eme

souhaite savoir si sa �abilit�e s'est am�elior�ee, d�et�erior�ee ou est rest�ee stable durant sa p�eriode

d'utilisation. Dans le cas du logiciel, les corrections sont suppos�ees augmenter la �abilit�e, ce qui

fait que les mod�eles de base pr�esupposent que la �abilit�e est croissante. En toute rigueur, il ne

faudrait utiliser ces mod�eles qu'apr�es s'être assur�e que la �abilit�e est e�ectivement croissante.

D'autres mod�eles, comme celui de Yamada-Ohba-Osaki [141], supposent que la �abilit�e a com-

menc�e par d�ecrô�tre puis s'est mis �a crô�tre. Il est donc important d'être capable de v�eri�er si la

�abilit�e s'est e�ectivement comport�e de cette fa�con. En�n, tester la tendance de la �abilit�e sert

�a �evaluer l'eÆcacit�e du processus de correction.

La plupart du temps, on traite le probl�eme en constatant empiriquement, souvent �a l'aide de

graphes, que les d�efaillances ont tendance �a se produire de plus en plus rarement ou de plus en

plus souvent. Il est �evidemment plus satisfaisant de fournir une r�eponse statistique, c'est-�a dire

de donner un test d'hypoth�eses permettant de d�eterminer, au vu des d�efaillances successives du

logiciel, et avec une probabilit�e d'erreur donn�ee, si sa �abilit�e s'est am�elior�ee ou pas.
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Formellement, un test de tendance de �abilit�e est un test de l'hypoth�ese nulle H0 :\il n'y

a pas de tendance de �abilit�e" contre l'hypoth�ese alternative H1 :\il y a croissance de �abilit�e"

ou �eventuellement H2 :\il y a d�ecroissance de �abilit�e".

Pour traduire ces hypoth�eses en termes statistiques, il faut d�e�nir pr�ecis�ement ce qu'est la

croissance de �abilit�e. On dira qu'il y a croissance de �abilit�e si les dur�ees inter-d�efaillances

sont de plus en plus grandes, c'est-�a-dire si les variables al�eatoires Xi sont stochastiquement

croissantes. Tous les ordres stochastiques sont possibles, mais on utilise en g�en�eral l'ordre sto-

chastique usuel [100].

La premi�ere utilisation syst�ematique de ces tests en �abilit�e est due �a Ascher et Feingold [3].

Ceux-ci recommandent l'usage du test de Laplace, en se basant sur un r�esultat de Cox et Lewis

[25]. Le test de Laplace repose sur une statistique, not�ee U , qui prend deux formes di��erentes

suivant le plan d'essai dans lequel on se trouve :

Plan d'essai 1 : Le processus est stopp�e �a un instant T . Les observations sont le nombre NT

de d�efaillances survenues et les instants T1; : : : ; TNT
de ces d�efaillances. La statistique de Laplace

est :

U =

r
12

NTT 2

 
NTX
i=1

Ti �NT
T

2

!
(2.18)

Plan d'essai 2 : Le processus est stopp�e au bout de n d�efaillances. Les observations sont les

instants T1; : : : ; Tn de ces d�efaillances. La statistique de Laplace est :

U =

s
12

(n� 1)T 2
n

 
n�1X
i=1

Ti � (n� 1)
Tn

2

!
(2.19)

S'il y a croissance de �abilit�e, les Xi seront de plus en plus grands, donc les Ti seront dans

l'ensemble plus proches de 0 que de T (ou Tn), et U sera \plutôt petit". Inversement, s'il y a

d�ecroissance de �abilit�e, U sera \plutôt grand". Sous l'hypoth�ese H0 d'absence de tendance, U

sera proche de z�ero. Mais pour e�ectuer le test, on a besoin de la loi de U sousH0. Usuellement, on

r�eduit l'hypoth�ese d'absence de tendance �a l'hypoth�ese selon laquelle le processus des d�efaillances

est un processus de Poisson homog�ene (HPP). Bien que r�eductrice, cette hypoth�ese est assez

plausible dans la pratique et le HPP correspond bien �a l'absence de tendance dans la quasi-

totalit�e des mod�eles de �abilit�e des logiciels.

Un r�esultat classique des HPP est que, conditionnellement �a [NT = n], le vecteur (T1; : : : ; Tn)

a la même loi que la statistique d'ordre d'un �echantillon de taille n de loi uniforme sur [0; T ]. De

même, conditionnellement �a [Tn = tn], le vecteur (T1; : : : ; Tn�1) a la même loi que la statistique

d'ordre d'un �echantillon de taille n�1 de loi uniforme sur [0; tn]. Il est facile d'en d�eduire que, sous
l'hypoth�ese HPP, la statistique de Laplace U converge en loi vers la loi normale centr�ee-r�eduite,

ce qui permet de construire le test.

Dans [50], j'ai compar�e sur des donn�ees r�eelles le test de Laplace �a d'autres tests pouvant

être utilis�es dans ce contexte, que sont les tests de Spearman, Kendall et Gnedenko. On constate

que le test de Laplace n�ecessite un nombre pas trop petit d'observations pour pouvoir d�etecter

une tendance, et qu'il d�etecte bien les tendances globales. Les tests de Spearman et Kendall

d�etectent des tendances locales et sont utilisables même pour de tr�es petits �echantillons.

Dans [51], j'ai �etudi�e l'optimalit�e du test de Laplace pour d�etecter une tendance dans le

cadre de quelques uns des principaux mod�eles de �abilit�e des logiciels. Par exemple, le mod�ele

de Goel-Okumoto [70] est le NHPP d'intensit�e �e��t. Tester la croissance de �abilit�e dans ce

mod�ele, c'est tester \� = 0" contre \� > 0". Pour �eliminer le param�etre nuisible �, il faut utiliser

les r�esultats sur les tests conditionnels dans les structures exponentielles [86, 8]. On peut alors
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montrer que le test de Laplace, dans les deux plans d'essai, est uniform�ement le plus puissant

parmi les tests sans biais (UMPB) pour tester la croissance, la d�ecroissance, ou la stabilit�e de

la �abilit�e. Ces r�esultats englobent celui de Cox et Lewis.

Pour le Power-Law Process (PLP) [42, 28], qui est le NHPP d'intensit�e ��t��1, on montre

que le test bas�e sur les statistiques :

V = 2

NTX
i=1

ln
T

Ti
(plan d'essai 1) ou V = 2

n�1X
i=1

ln
Tn

Ti
(plan d'essai 2)

est UMPB. Le r�esultat classique sur les HPP vu plus haut permet de voir que, dans le plan

d'essai 1, conditionnellement �a [NT = n], V est sous H0 de loi du �
2 �a 2n degr�es de libert�e, et

dans le plan d'essai 2, V est (inconditionnellement) sous H0 de loi du �
2 �a 2(n � 1) degr�es de

libert�e. Ce test peut être vu comme une version logarithmique du test de Laplace.

Pour le mod�ele de Musa-Okumoto [104], NHPP d'intensit�e �=(��t + 1), il n'existe pas de

test UMP ni UMPB. Il faut alors utiliser la notion de puissance locale [49]. On montre que le

test de Laplace est localement le plus puissant pour ce mod�ele. On obtient le même r�esultat pour

le mod�ele de Moranda. En revanche, le test de Laplace ne poss�ede aucune propri�et�e particuli�ere

pour le mod�ele de Littlewood-Verral.

Finalement, notre �etude justi�e l'utilisation du test de Laplace quand on souhaite se pro-

noncer sur la tendance de la �abilit�e. Cette utilisation s'est depuis g�en�eralis�ee dans le domaine

([76] et chapitre 10 de [95]).

Quand le mod�ele sous-jacent est le mod�ele de Moranda ou, ce qui revient au même, le

mod�ele proportionnel d�eterministe, une approche tout �a fait di��erente consiste �a remarquer

que la tendance de la �abilit�e est li�ee au param�etre �. L'hypoth�ese H0 d'absence de tendance

correspond �a \� = 0", l'hypoth�ese H1 de croissance de �abilit�e �a \� > 0" et l'hypoth�ese H2

de d�ecroissance de �abilit�e �a \� < 0". On peut donc e�ectuer un test de tendance bas�e sur

l'estimateur de maximum de vraisemblance de �, �̂n. Comme on connait la fonction de r�epartition

de �̂n, il est facile de construire ce test [62]. On connait le seuil exact de ce test, alors que celui

du test de Laplace n'est qu'asymptotique. Une �etude de puissance a �et�e men�ee qui montre que

le test de Laplace est le plus puissant pour les petites valeurs de � (c'est logique puisqu'il est

localement le plus puissant), mais qu'il devient moins puissant que ce nouveau test quand �

augmente, la di��erence �etant d'autant plus grande que n est petit.

2.6 Travaux r�ecents et perspectives

Les mod�eles et m�ethodes pr�esent�es jusqu'ici permettent d'e�ectuer une analyse statistique

�ne de donn�ees de �abilit�e des logiciels : analyse de tendance et utilisation de mod�eles pour

�evaluer quantitativement les caract�eristiques de �abilit�e des syst�emes �etudi�es. Ces travaux ont

�et�e utilis�es op�erationnellement dans le cadre de deux collaborations avec EDF [52] et Bull [58],

et ont �et�e impl�ement�es dans le logiciel LogiFiab [35]. Ce logiciel a par ailleurs �et�e utilis�e pour

l'enseignement de la �abilit�e �a Grenoble, mais aussi �a Compi�egne et Saint-Etienne.

Devant la multiplicit�e des mod�eles et leurs r�esultats souvent contradictoires, il est devenu

indispensable de disposer de moyens permettant de choisir un mod�ele appropri�e pour chaque jeu

de donn�ees particulier. C'est pourquoi j'ai orient�e mes recherches dans le domaine vers l'�etude des

tests d'ad�equation aux mod�eles de croissance de �abilit�e, qui font l'objet du chapitre suivant de ce

m�emoire. A cette occasion, j'ai montr�e l'int�erêt d'utiliser une famille large de mod�eles, la famille

puissance g�en�eralis�ee [2]. L'�etude de cette famille m�eriterait �a mon sens d'être approfondie.

En�n, avec J.B. Durand, nous commen�cons [43] �a porter un regard original sur la �abilit�e des

logiciels. L'id�ee est issue de la propri�et�e vue dans la section 2.4.2 : quand le pro�l op�erationnel

est poissonnien homog�ene et que la correction est imm�ediate, il existe un processus de Markov
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� = f�igi�1, tel que, conditionnellement �a f�i = �igi�1, les dur�ees inter-d�efaillances Xi sont

ind�ependantes et de lois exponentielles de param�etres �i respectivement. Le processus � n'est

pas observ�e, c'est donc une châ�ne de Markov cach�ee. Un �etat de cette châ�ne correspond �a

un �etat du processus de faute et un changement d'�etat �a une correction. Grâce aux techniques

des châ�nes de Markov cach�ees, il est possible d'identi�er les �etapes successives du processus

de correction, bien mieux qu'avec les mod�eles traditionnels. Par exemple, pour le premier jeu

de donn�ees de Musa [102], on peut identi�er clairement trois �etats cach�es et les instants de

changement d'�etat, ce qui permet de penser qu'il y a eu deux corrections majeures dans le

processus de d�ebogage, et de savoir quand elles ont eu lieu. Cette m�ethodologie ne permettra

pas de pr�evoir le futur du processus des d�efaillances, mais elle permet une analyse du processus

de correction qui peut s'av�erer pr�ecieuse pour les d�eveloppeurs des syst�emes en question.
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Chapitre 3

Tests d'ad�equation aux mod�eles de

croissance de �abilit�e

3.1 Probl�ematique

Le livre r�ecent de Pham [113] recense plus d'une cinquantaine de mod�eles de �abilit�e des

logiciels. Quand on a relev�e des donn�ees de d�efaillances et que l'on souhaite en d�eduire une

pr�evision du comportement futur du syst�eme, il est capital de choisir un mod�ele appropri�e,

car les pr�evisions faites par di��erents mod�eles sur le même jeu de donn�ees peuvent être tr�es

di��erentes (voir des exemples dans [58]). Or la multiplicit�e des mod�eles existant ne facilite pas

ce choix.

Les praticiens choisissent souvent de prendre le mod�ele le plus simple, c'est-�a-dire ici le

Power-Law Process (PLP). Sinon on utilise des m�ethodes graphiques ou, au mieux, la m�ethode

du U-plot, pr�esent�ee plus loin. Mais cette m�ethode, au d�epart empirique, n'avait pas �et�e valid�ee

empiriquement. En particulier, aucun risque d'erreur n'�etait associ�e au choix ou au rejet de tel

ou tel mod�ele. C'est pourquoi j'ai orient�e mes recherches vers l'�etude de tests d'ad�equation pour

ces mod�eles.

Les caract�eristiques propres aux logiciels n'interviennent pas dans cette �etude. Aussi, nous

abandonnons ici la r�ef�erence au logiciel pour nous int�eresser, plus largement, aux mod�eles de

croissance de �abilit�e, tels que ceux pr�esent�es en section 2.4. En fait, la d�emarche sera valable

pour n'importe quel mod�ele de �abilit�e des syst�emes r�eparables pouvant s'�ecrire comme un

processus ponctuel auto-excit�e.

Les tests d'ad�equation sont un domaine abondamment �etudi�e quand il s'agit de d�eterminer

si des observations ind�ependantes et de même loi (i.i.d.) sont issues de telle ou telle loi de proba-

bilit�e. Citons les tests du khi-deux [71], les tests bas�es sur la fonction de r�epartition empirique

[31], les tests lisses de Neyman [119], ainsi que des tests sp�eci�ques, comme le test de Shapiro-

Wilk pour la loi normale. Dans le cas des mod�eles de croissance de �abilit�e, les observations

sont les n premiers instants de d�efaillance T1; : : : ; Tn ou les n premi�eres dur�ees inter-d�efaillances

X1; : : : ; Xn, qui ne sont pas i.i.d. La premi�ere id�ee est naturellement d'essayer de transformer les

observations de fa�con �a se ramener au cas i.i.d., pour pouvoir utiliser les m�ethodes pr�ec�edentes.

Mais, les nouvelles observations doivent être calculables, donc la transformation ne doit pas

d�ependre des param�etres du mod�ele test�e. Par cons�equent, il est impossible, par exemple, d'uti-

liser la transformation usuelle d'un processus de Poisson non homog�ene en processus de Poisson

homog�ene.

Heureusement, d'autres transformations sont possibles :

� des transformations sp�eci�ques : voir l'exemple du Power-Law Process en section 3.2.

� la transformation CPIT (voir section 3.3),
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� la transformation pr�equentielle ou m�ethode du U-plot (voir section 3.4),

Avec E. Cr�etois, nous avons e�ectu�e une �etude exhaustive des tests d'ad�equation disponibles

pour le PLP. Nous avons mis en �evidence leurs qualit�es et leurs d�efauts, et compar�e leurs

puissances [26]. Parall�element, j'ai �etudi�e l'application de la m�ethode CPIT �a plusieurs mod�eles

de croissance de �abilit�e [53, 55]. Avec M.A. El Aroui, nous sommes parvenus �a prouver la

validit�e de la m�ethode U-plot, que nous d�esignons maintenant plus justement en utilisant le

terme de tests pr�equentiels, pour le PLP [27]. Une �etude plus g�en�erale de cette m�ethode est en

cours [46]. En�n, avec M. Xie et B. Yang, nous avons d�evelopp�e un nouveau test d'ad�equation

au PLP, dont l'int�erêt est d'être bas�e sur une m�ethode graphique simple couramment utilis�ee

dans l'industrie [66].

3.2 Tests d'ad�equation au Power Law Process

Le mod�ele de Duane ou Power Law Process (PLP) est le processus de Poisson non homog�ene

d'intensit�e :

�(t) = ��t��1; � 2 R+; � 2 R+ (3.1)

Ce mod�ele a d'abord �et�e propos�e par Duane [42] dans un contexte applicatif. Puis il a �et�e

�etudi�e th�eoriquement par Crow [28], Rigdon-Basu [121, 122] et d'autres. Le mod�ele a d'abord

�et�e appel�e processus de Weibull car l'intensit�e �(t) a la même expression que le taux de hasard

de la loi de Weibull. Mais pour �eviter la confusion avec un processus de renouvellement dont la

loi g�en�erique est une loi de Weibull, ce mod�ele est maintenant appel�e processus de puissance ou

Power-Law Process (PLP).

Le PLP peut d�ecrire aussi bien une croissance de �abilit�e (pour � < 1) qu'une d�ecroissance

de �abilit�e (pour � > 1). Quand � = 1, on retrouve le processus de Poisson homog�ene (HPP),

qui est un processus de renouvellement particulier.

La popularit�e du PLP aupr�es des praticiens s'explique en grande partie par le fait que c'est

un des seuls mod�eles de �abilit�e des syst�emes r�eparables pour lequel les estimateurs de maximum

de vraisemblance des param�etres, bas�es sur l'observation des n premiers instants de d�efaillance

T1; :::; Tn, ont une expression explicite simple :

�̂ =
n

T
�̂
n

�̂ =
n

n�1X
i=1

ln
Tn

Ti

(3.2)

Les propri�et�es de ces estimateurs ont �et�e �etudi�ees en d�etail par Cocozza-Thivent [24]. Par

ailleurs, le PLP poss�ede une propri�et�e tr�es utile : 8i 2 f1; :::; n� 1g, on pose Zi = ln(Tn=Tn�i).

Alors le vecteur (Z1; :::; Zn�1) a la même loi que la statistique d'ordre d'un �echantillon de taille

n� 1 de la loi exponentielle de param�etre �.

Ainsi, on peut tester l'ad�equation des Ti au PLP en testant l'ad�equation des Zi �a un

�echantillon ordonn�e de loi exponentielle par n'importe laquelle des m�ethodes cit�ees en intro-

duction. C'est ce qu'on fait Rigdon [120] et Park-Kim [110] en utilisant les tests de Kolmogorov-

Smirnov (KS), Cram�er-von mises (CM) et Anderson-Darling (AD). Une �etude exhaustive men�ee

par Stephens dans [31] montre qu'il n'existe pas de test d'ad�equation �a la loi exponentielle �a

recommander dans tous les cas de �gure. Ses remarques, qui corroborent les notres (voir [26] et

section 3.5), nous ont amen�es �a retenir en priorit�e le test d'Anderson-Darling.

Klefsj�o-Kumar [79] ont propos�e de tester l'ad�equation des Zi �a la loi exponentielle par la

m�ethode TTT (Temps Total en Test). Dans [26], nous avons montr�e que cette m�ethode revenait

en fait �a utiliser le test de Laplace sur des observations modi��ees par la transformation de Durbin

[88].
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R�ecemment, avec M. Xie et B. Yang [66], nous avons propos�e un test graphique simple

d'ad�equation au PLP. Le principe est que, quand le processus des d�efaillances est un PLP,

le nombre moyen de d�efaillances observ�ees �a l'instant t est E(Nt) = �t� . Par cons�equent,

lnE(Nt) = ln� + � ln t.

Ainsi, sous l'hypoth�ese que les observations proviennent d'un PLP, les points (lnTi; ln i)1�i�n,

doivent être approximativement align�es. On peut donc dans un premier temps tracer le nuage

de ces points et juger visuellement si ces points semblent suÆsamment align�es ou pas. Pour être

plus pr�ecis, on peut e�ectuer une r�egression lin�eaire sur les (lnTi; ln i)1�i�n. Nous avons montr�e

que, sous l'hypoth�ese PLP, la loi du coeÆcient de d�etermination R2 de cette r�egression �etait

ind�ependante des param�etres � et �. Nous avons tabul�e les quantiles de cette loi et on peut ainsi

e�ectuer un test d'ad�equation consistant �a rejeter l'hypoth�ese PLP au seuil � si R2 est inf�erieur

au quantile d'ordre � de cette loi.

La g�en�eralisation de ce test �a d'autres mod�eles est en cours [67].

3.3 Les tests CPIT

Le principe des tests CPIT, propos�es par O'Reilly-Quesenberry [107], est d'e�ectuer un condi-

tionnement par une statistique exhaustive de fa�con �a se d�ebarrasser des param�etres inconnus

des mod�eles test�es. Pour cela, on utilise le th�eor�eme CPIT, du �a Rosenblatt [124] :

Th�eor�eme CPIT(Conditional Probability Integral Transformation) :

� Soit (T1; :::; Tn) un vecteur al�eatoire de loi absolument continue par rapport �a la mesure de

Lebesgue, d�ependant d'un param�etre inconnu �.

� On suppose qu'il existe une statistique Sn(T1; :::; Tn) exhaustive pour �.

� Soit ~Fn(t1; :::; tn) = P (T1 � t1; :::; Tn � tnjSn = sn).

� On pose v1 = P (T1 � t1jSn = sn) et vi = P (Ti � tijT1 = t1; :::; Ti�1 = ti�1; Sn = sn) pour

i 2 f2; :::; ng.
� Le rang d'absolue continuit�e r est la plus grande valeur de i telle que ~Fi soit absolument

continue (en g�en�eral, r = n� dim �).

Alors, V1; :::; Vr sont ind�ependantes et de loi uniforme sur [0,1], U [0; 1].

On peut alors tester l'uniformit�e des Vi par les m�ethodes usuelles. Dans le cas des mod�eles

de croissance de �abilit�e, la plupart du temps, fTigi�1 est markovien et on obtient :

vi = P (Ti � tijTi�1 = ti�1; Sn = sn) (3.3)

O'Reilly-Stephens [108] ont test�e l'ad�equation d'un �echantillon �a la loi exponentielle par la

proc�edure CPIT. Remarquons que cela revient �a tester que le processus des d�efaillances est un

HPP. Dans ce cas, la statistique exhaustive est Tn et on montre facilement que :

8i 2 f1; ::; n� 1g; Vi = 1�
�

Tn � Ti

Tn � Ti�1

�n�i
(3.4)

Il ne reste plus qu'�a tester l'ad�equation des Vi �a la loi U [0; 1]. O'Reilly-Stephens ont conclu

que ces tests n'�etaient pas parmi les plus puissants des tests d'exponentialit�e, mais que leur

puissance �etait satisfaisante sur un �eventail raisonnablement large d'alternatives.

Notre travail a consist�e �a construire les tests d'ad�equation CPIT au Power-Law Process et

aux mod�eles de Jelinski-Moranda et Goel-Okumoto.
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3.3.1 Test CPIT d'ad�equation au Power-Law Process

Dans le cas du PLP, la statistique exhaustive est
�
Tn;

n�1X
i=1

ln Ti
�
. Il faut donc calculer

vi = P (Ti � tijTi�1 = ti�1; Tn = tn;

n�1X
j=i

ln Tj =

n�1X
j=i

ln tj) (3.5)

vi ne d�epend pas des param�etres, donc on peut donner n'importe quelle valeur �a � et �. Pour

� = 1 et � = 1, le PLP est un HPP(1). Donc les calculs peuvent être faits comme si fNtgt�0
�etait un HPP(1).

Dans [53], nous avons montr�e que, pour i 2 f1; : : : ; n� 2g :

Vi = 1�

n�iX
k=0

Ck
n�i(�1)k

24sup(0; n�iX
j=1

Zj � kZn�i)

35n�i�1
n�iX
k=0

Ck
n�i(�1)k

24sup(0; n�iX
j=1

Zj � kZn�i+1)

35n�i�1
(3.6)

o�u Zi = ln
Tn

Tn�i
.

3.3.2 Tests CPIT d'ad�equation au mod�ele de Jelinski-Moranda

Dans le mod�ele de Jelinski-Moranda [74], les dur�ees inter-d�efaillances Xi sont ind�ependantes

et de lois respectives exp(
�
�(N � i + 1)

�
. Il est facile de d�eterminer que

�
Tn;

n�1X
i=1

Ti
�
est une

statistique exhaustive pour (N; �), et il faut donc calculer :

vi = P (Ti � tijTi�1 = ti�1; Tn = tn;

n�1X
j=i

Tj =

n�1X
j=i

tj) (3.7)

Dans [55], nous avons montr�e que, pour i 2 f1; : : : ; n� 2g :

Vi = 1�

n�iX
k=0

Ck
n�i(�1)k

24sup(0; n�1X
j=i

Wj � k � (n� i� k)Wi)

35n�i�1
n�iX
k=0

Ck
n�i(�1)k

24sup(0; n�1X
j=i

Wj � k � (n� i� k)Wi�1)

35n�i�1
(3.8)

o�u Wi =
Ti

Tn
.

On remarque une grande similitude entre les statistiques des tests CPIT pour PLP et JM,

bien qu'il n'existe pas de lien simple entre les 2 mod�eles. Un travail similaire avec une version

l�eg�erement di��erente du th�eor�eme CPIT, a �et�e e�ectu�e par Lee-Finelli [87].

Un point remarquable est que la loi conditionnelle de (T1; :::; Tn�1) sachant [Tn = tn] est la

même pour les mod�eles de Jelinski-Moranda et Goel-Okumoto. Par cons�equent, les tests CPIT

sont identiques pour JM et GO, ce qui signi�e que les deux mod�eles sont indistingables par cette

proc�edure.
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3.4 Les tests pr�equentiels

Lam�ethode du U-plot a �et�e propos�ee par Keiller-Littlewood-Miller-Sofer [77] �a partir des

travaux de Dawid [34]. Pendant longtemps, elle a �et�e la seule m�ethode de choix de mod�eles

utilis�ee dans le domaine de la �abilit�e des logiciels.

Il s'agit d'une approche dite \pr�equentielle", c'est-�a-dire pr�edictive et s�equentielle. Le but

est de v�eri�er s�equentiellement si un mod�ele permet de pr�evoir correctement xi �a partir de

x1; : : : ; xi�1. La d�emarche est la suivante :

1. On choisit un entier p < n.

2. On estime FXi
(x j X1 = x1; : : : ; Xi�1 = xi�1; �) par Fi(x j x1; : : : ; xi�1; �̂(x1; : : : ; xi�1)),

pour i 2 fp+ 1; : : : ; ng.
3. On calcule ~ui = Fi(xi j x1; : : : ; xi�1; �̂(x1; : : : ; xi�1)), pour i 2 fp+ 1; : : : ; ng.
4. On note ~Fn;p la fonction de r�epartition empirique des ~ui. On appelle U-plot le graphe de

~Fn;p.

D'apr�es Keiller et al [77], \si le mod�ele et la proc�edure d'estimation sont de bonne qualit�e,

les ~ui seront proches de r�ealisations de variables al�eatoires ind�ependantes de loi U [0; 1]".

Usuellement, on dessine les U-plot pour plusieurs mod�eles candidats, et on consid�ere que le

\meilleur" mod�ele est celui pour lequel le U-plot est \le plus proche" de la fonction de r�epartition

de la loi U [0; 1], c'est-�a-dire la diagonale du carr�e unit�e.

Une mesure naturelle de cette proximit�e est la distance de Kolmogorov-Smirnov :

~Kn;p =
p
n� p sup

t2[0;1]

��� ~Fn;p(t)� t
��� (3.9)

Keiller et al pr�ecisent tout de suite : \le U-plot est un outil de comparaison de mod�eles, mais

pas un test d'ad�equation car on ne connait pas la loi asymptotique de ~Kn;p sous H0".

Or Downs-Scott [40] ont e�ectu�e des simulations qui montrent que, sous les hypoth�eses HPP

et JM, la loi de ~Kn;p semble bien être celle de Kolmogorov-Smirnov. Nos propres simulations

[27] montrent qu'il semble que cela soit aussi vrai pour les mod�eles PLP, GO et MG. Si ces

r�esultats sont exacts, cela signi�e que l'on peut utiliser cette m�ethode pour e�ectuer des tests

d'ad�equation. C'est ce que nous nous sommes attach�es �a prouver.

Pour cela, on d�e�nit le processus empirique uniforme pr�equentiel par :

~Bn;p =
p
n� p [ ~Fn;p � Id] (3.10)

Ce processus peut se d�ecomposer en :

~Bn;p =
1p
n� p

n�pX
i=1

h
11
f~Ui�tg

� F ~Ui
(t)
i
+
p
n� p

h
F ~Ui

(t)� t
i

= ~Wn;p + dn;p(t) (3.11)

Avec E. Cr�etois et M.A. El Aroui [27], en utilisant cette d�ecomposition et un th�eor�eme de

Shorack [132], nous avons montr�e, pour le PLP, la convergence du processus empirique uniforme

pr�equentiel vers le pont brownien, avec :

~Ui = 1� e
��̂p+i�1

�
T
�̂p+i�1
p+i �T

�̂p+i�1
p+i�1

�

= 1� exp

"
�(p+ i� 1)

"
exp

 
�(p+ i� 1)

lnTp+i=Tp+i�1Pp+i�2
j=1 ln Tp+i�1=Tj

!
� 1

##
(3.12)
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Par cons�equent, la m�ethode du U-plot fournit bien des tests d'ad�equation au HPP et au

PLP : il suÆt de comparer la valeur de ~Kn;p aux quantiles de la loi de Kolmogorov-Smirnov. Par

ailleurs, on peut de la même fa�con appliquer les tests de Cram�er-von Mises et Anderson-Darling,

ce qui fait qu'on dispose de proc�edures non seulement th�eoriquement correctes mais en plus plus

puissantes que la m�ethode du U-plot traditionnelle.

On peut remarquer que le point cl�e est que l'approche pr�equentielle rend les ~Ui ind�ependants

dans les deux cas �etudi�es : si on estime � en utilisant toutes les observations �a chaque �etape, les
~Ui obtenus ne seront pas ind�ependants.

3.5 Comparaison des tests et application �a des donn�ees r�eelles

Dans [53, 26, 55, 27, 66], nous avons �evalu�e la puissance des tests propos�es, en nous re-

streignant au cas particulier du PLP. Les qualit�es et d�efauts des di��erents tests ont �et�e mis en

�evidence. Il est tr�es diÆcile d'�etablir une hi�erarchie de ces tests. Suivant la nature des donn�ees,

on recommendera plutôt tel ou tel test. Seul le test du �2 est �a d�econseiller syst�ematiquement.

Globalement, le meilleur test d'ad�equation au PLP est le test d'Anderson-Darling d'expo-

nentialit�e des Zi. L'inconv�enient de ce test est qu'il n'est applicable qu'au PLP et �a ses d�eriv�es.

En particulier, il ne permet pas de tester l'ad�equation aux mod�eles MG ou GO.

Les tests CPIT sont peu puissants, mais ce sont les seuls tests d'ad�equation connus aux

mod�eles JM et GO. Les tests pr�equentiels sont plus puissants que les tests CPIT et sont

tr�es probablement applicables �a ces mod�eles, ainsi qu'�a d'autres. Ce r�esultat est en cours de

d�emonstration [46]. C'est la seule possibilit�e connue �a ce jour pour tester l'ad�equation de donn�ees

au mod�ele MG.

Les tests d'ad�equation pr�esent�es ont �egalement �et�e appliqu�es �a des donn�ees r�eelles. Pour les

donn�ees de Musa [102] (dur�ees inter-d�efaillances de 9 logiciels de contrôle commande de l'arm�ee

am�earicaine, en p�eriode de test et en vie op�erationnelle), les r�esultats sont les suivants :

� Le PLP est pratiquement toujours rejet�e.

� Le mod�ele MG est acceptable pour les jeux de donn�ees not�es M1 et M3, �eventuellement

pour M2 et M17.

� Le mod�ele GO est acceptable pour M4, �eventuellement pour M17.

Il est tr�es int�eressant de voir que le mod�ele le plus utilis�e par les praticiens est en fait �a

d�econseiller dans ce cas de �gure. Par ailleurs, on voit que d'autres mod�eles sont plus pertinents.

Cela remet en cause l'utilisation du PLP en �abilit�e des logiciels, et justi�e le besoin de tests

d'ad�equation.

3.6 Travaux r�ecents et perspectives

Un premier d�eriv�e du PLP, le \log-power model" a �et�e propos�e par Zhao-Xie [149]. Puis Kna
-

Morgan [80] ont g�en�eralis�e le PLP en d�e�nissant la famille puissance g�en�eralis�ee (Generalized

Power Family). Un mod�ele de cette famille (on notera un tel mod�ele un GPFM) est un NHPP

tel que :

E(Nt) = �[k(t)]�; � 2 R+; � 2 R+ (3.13)

o�u k est une fonction connue, positive et strictement croissante sur R+, telle que k(0) = 0. Le

PLP correspond �a k(t) = t et le mod�ele log-power �a k(t) = ln(1 + t).

Cette famille de mod�eles pr�esente un double int�erêt. D'une part, elle g�en�eralise le PLP en

autorisant des formes tr�es vari�ees pour l'intensit�e de d�efaillance, et d'autre part, elle est tr�es

facile d'utilisation, grâce �a ses liens �etroits avec le PLP. En e�et, si T1; : : : ; Tn sont les instants
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d'occurrence d'un GPFM, alors, en posant 8i; Ui = k(Ti), U1; : : : ; Un sont distribu�ees comme les

instants d'occurrence d'un PLP.

Par cons�equent, toutes les propri�et�es des PLP sont aussi vraies pour les GPFM, apr�es change-

ment de variable. En particulier, tester l'ad�equation des Ti �a un GPFM, c'est tester l'ad�equation

des Ui au PLP. Nous avons appliqu�e cette d�emarche pour construire des tests d'ad�equation au

mod�ele log-power dans [57].

Le seul v�eritable probl�eme est le choix de k. Voici quelques crit�eres de choix possibles :

� L'�echec du PLP pour les donn�ees de Musa vient en grande partie du fait que la �abilit�e

dans ce mod�ele crô�t trop vite. Par cons�equent, on peut choisir pour k une fonction �a

croissance lente.

� Si k(t) d�e�nit un GPFM, alors k[k(t)] et
k(t)

1 + k(t)
aussi.

� N'importe quelle fonction de r�epartition de variable al�eatoire positive convient.

� On peut s'inspirer de l'allure de la courbe du nombre cumul�e de d�efaillances en fonction

du temps.

En prenant en compte toutes ces consid�erations, nous avons obtenu [2], pour tous les jeux

de donn�ees de Musa, des GPFM acceptables, au sens d'un non rejet de l'hypoth�ese test�ee pour

des seuils aux alentours de 10%. Le mod�ele log-power a �et�e retenu pour les jeux de donn�ees M1

et M3, et pour les autres, on a trouv�e des mod�eles non encore utilis�es comme par exemple :

� M3 : k(t) = ln[1 + ln(1 + t)]

� M4 : k(t) =
t

4500 + t

� M17: k(t) =
p
t=[1 +

p
t]

Ces premiers r�esultats ne sont pas compl�etement satisfaisants dans la mesure o�u les fonc-

tions k trouv�ees comprennent souvent des valeurs num�eriques qui sont en fait des param�etres

que l'on devrait estimer. Cependant, ceci montre que la famille puissance g�en�eralis�ee est suf-

�samment large pour pouvoir contenir des mod�eles adapt�es �a pratiquement tous les jeux de

donn�ees envisageables. Du travail reste �a faire pour d�eterminer de bons crit�eres de choix d'un

GPFM.
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Chapitre 4

Fiabilit�e en environnement al�eatoire

stressant

4.1 Probl�ematique

Pendant longtemps, les dur�ees de vie des syst�emes ont �et�e mod�elis�ees �a l'aide de lois de

probabilit�e simples comme les lois exponentielle, de Weibull ou lognormale. Ces lois re
�etent

l'usure propre des syst�emes �etudi�es, mais ne prennent pas en compte le fait que les d�efaillances

des syst�emes sont de plus en plus imputables �a leur environnement de fonctionnement. On appelle

stress l'ensemble des conditions et facteurs ext�erieurs, variables et g�en�eralement impr�evisibles,

susceptibles d'a�ecter le bon fonctionnement d'un syst�eme. Ces stress peuvent être de toute

nature (climatiques, m�ecaniques, radiatifs, �electriques,...) et leurs dur�ees de manifestation de tout

ordre (ponctuels, constants, en cr�eneaux, progressifs, di�us, ...). Le probl�eme est de d�eterminer

l'in
uence de ces stress sur la dur�ee de vie des syst�emes.

De nombreuses mod�elisations de ces e�ets ont �et�e propos�ees depuis une trentaine d'ann�ee.

Dans [146], une classi�cation de ces mod�eles en 5 grandes familles a �et�e propos�ee :

� les mod�eles r�esistance-contrainte (stress-strength) : Disney-Lipon-Sheth [38], Ringler [123],

Johnson [75]

� les mod�eles de chocs de Marshall et ses co-auteurs [97, 48, 98]

� les mod�eles de d�efaillances de cause commune : Yuan-Lai-Ko [144], Dhillon-Viswanath [37],

Hoyland-Rausand [73]

� les mod�eles �a e�et multiplicatif de Singpurwalla et ses co-auteurs [90, 30, 133] et Lefevre-

Malice [85]

� les mod�eles de dur�ee de vie acc�el�er�ee : Viertl [138], Nelson [106], Bagdonavicius-Nikulin [4]

A l'occasion d'une collaboration avec Thomson-TCS [63], nous avons �et�e, avec J.L. Soler,

amen�es �a nous int�eresser �a ce type de mod�eles. Plus pr�ecis�ement, il s'agissait de caract�eriser

la mortalit�e al�eatoire de composants �electroniques soumis �a des stress, en explicitant le taux

de d�efaillance qui en r�esulte, sous diverses hypoth�eses de types de stress. La principale origi-

nalit�e de ce travail a �et�e d'introduire, �a la suite de discussions avec les praticiens, la notion de

m�emorisation des stress.

Plus tard, la th�ese de C.A. Zahalca [146] a poursuivi ce travail en le g�en�eralisant �a des

syst�emes constitu�es de plusieurs composants. La structure du syst�eme joue alors un rôle pr�epond�e-

rant et il s'av�ere qu'in
uence du stress et con�guration du syst�eme sont �etroitement li�ees. Un

mod�ele g�en�eral d'in
uence du stress sur la dur�ee de vie des syst�emes a �et�e propos�e. Une �etude

statistique a �et�e e�ectu�ee dans le cas o�u le stress est ponctuel, poissonnien et homog�ene, ce qui

a permis d'appliquer avec succ�es ces techniques �a des donn�ees r�eelles.
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Fig. 4.1 { Stress ponctuel, en cr�eneaux et di�us

4.2 In
uence de l'environnement stressant sur la dur�ee de vie

des composants

4.2.1 Mod�elisation de l'action du stress

On s'int�eresse �a la dur�ee de vie d'un composant soumis �a des stress pendant son fonction-

nement. Un stress est variable et se r�epartit de fa�con al�eatoire au cours du temps. Nous avons

privil�egi�e dans notre �etude les trois types de stress suivants (voir �gure 4.1) :

� Les stress ponctuels sont des impulsions (par exemple des chocs) qui surviennent �a des

instants al�eatoires avec des amplitudes al�eatoires.

� Les stress en cr�eneaux sont tels que des p�eriodes sans stress et des p�eriodes de stress se

succ�edent, et, pour une p�eriode de stress donn�ee, l'amplitude du stress reste constante.

� Les stress di�us sont des stress dont l'intensit�e est continue et extrêmement agit�ee. C'est

le cas par exemple des vibrations.

Un stress �etant caract�eris�e par une r�epartition al�eatoire dans le temps, qui peut-être aussi

bien discr�ete que continue, nous avons choisi d'uni�er tous les types de stress en les repr�esentant

�a l'aide de mesures de Stieltj�es. L'intensit�e s d'un stress est la densit�e au sens de Stieltj�es de

la mesure de stress correspondante S [64]. Ainsi, S(t) repr�esente la totalit�e du stress subi par

le composant entre l'instant 0 et l'instant t. Les stress ponctuels correspondent �a une mesure

ponctuelle et les stress continus �a une mesure continue.

Dans le but de prendre en compte des e�ets de m�emorisation des stress observ�es par les

praticiens, nous avons introduit la notion de m�emoire des stress. Par exemple, on dira que :

� La m�emoire est instantan�ee si le composant n'est sensible qu'au stress qu'il subit �a

l'instant pr�esent.
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� La m�emoire est cumulative si le composant est sensible �a l'accumulation de tous les stress

survenus entre l'instant initial et l'instant pr�esent.

Plus g�en�eralement, on consid�ere qu'un composant qui subit un stress �a un instant t donn�e

peut �eventuellement en garder une m�emoire. Cette m�emoire peut se r�epartir dans le futur de

fa�con ponctuelle ou continue selon une certaine intensit�em. On repr�esente alors cette r�epartition

par la mesure de Stieltj�es d�eterministe M sur R+, dont m est la densit�e au sens de Stieltj�es.

La m�emoire instantan�ee correspond �a la mesure de Dirac en 0, et la m�emoire cumulative �a la

mesure de Lebesgue sur R+.

On peut ainsi prendre en compte tous les types de m�emorisation. Par exemple, une m�emoire

att�enuante correspond �a un oubli progressif des stress survenus et se mod�elise �a l'aide d'une

fonction m d�ecroissante. Une m�emoire cicatrisante correspond �a un stress que l'on oublie apr�es

une dur�ee c, ce qui se mod�elise par une fonction m(t) = 11[0;c](t).

L'accumulation de m�emoire de tous les stress survenus entre 0 et t constitue la quantit�e

de stress in
uent �a l'instant t. On la repr�esente par la mesure SI = S �M , convolution des

mesures de stress et de m�emoire :

8t � 0; SI(t) =

Z t

0

M(t� u)dS(u) (4.1)

L'action du stress sur la d�efaillance du composant �a l'instant t est logiquement une fonction

de la quantit�e de stress in
uent qui doit v�eri�er certaines conditions [146]. Nous avons choisi de

nous limiter au cas le plus simple qui consiste �a supposer que l'action du stress est proportionnelle

�a la quantit�e de stress in
uent :

8t � 0; A(t) = �SI(t) (4.2)

o�u le coeÆcient � repr�esente la sensibilit�e du composant au stress. L'intensit�e de l'action du

stress a est la densit�e au sens de Stieltj�es de la mesure A.

Il reste maintenant �a exprimer directement comment la dur�ee de vie d'un composant d�epend

de l'action du stress. Nous avons suppos�e que les d�efaillances du composant �etaient de deux

types : les d�efaillances propres, dues �a l'usure intrins�eque du composant, qui surviendraient

même en l'absence de stress, et les d�efaillances dues au stress. En supposant les deux sources

de d�efaillance ind�ependantes, on obtient que le taux de d�efaillance du syst�eme stress�e est de la

forme :

8t � 0; �(t) = �p(t) + �s(t) (4.3)

Pour le taux de d�efaillance propre �p(t), on utilisera un mod�ele de �abilit�e usuel, du type

exponentiel ou Weibull. Pour le taux de d�efaillance dû au stress �s(t), nous avons �etudi�e deux

types de mod�elisations :

� Les mod�eles de type I sont les mod�eles r�esistance-contrainte. Ils sont bas�es sur une hy-

poth�ese physique : la d�efaillance survient d�es que l'intensit�e de l'action du stress d�epasse

la r�esistance du composant. Si on note Ut la r�esistance du composant au stress �a l'instant

t, la dur�ee d'attente de la premi�ere d�efaillance due au stress peut s'�ecrire :

Ts = infft � 0; a(t) � Utg (4.4)

Alors la �abilit�e du composant stress�e s'�ecrit :

8t � 0; Rs(t) = P

 
sup
�2[0;t]

fa(�)� U�g < 0

!
(4.5)
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On voit que l'on est dans un cadre classique de temps d'atteinte : il s'agit de d�eterminer

le moment o�u le processus al�eatoire fa(t) � Utgt�0 atteint la borne 0. La r�esistance au

stress peut être d�eterministe ou al�eatoire, fonction du temps ou pas. Par exemple, quand

la m�emoire est instantan�ee et que la r�esistance et le stress sont des mouvements brow-

niens ind�ependants, on retrouve le mod�ele d'Ebrahimi-Ramallingham [44]. Ces mod�eles

ont beaucoup �et�e �etudi�es mais, curieusement, le calcul explicite du taux de d�efaillance n'a

�et�e que rarement abord�e.

� Le mod�ele de type II est bas�e sur une hypoth�ese math�ematique : conditionnellement au

stress, le taux de d�efaillance cumul�e du composant est �egal �a la mesure d'action du stress :

8t � 0; �S(t) = A(t) (4.6)

Alors la �abilit�e du composant stress�e s'�ecrit :

8t � 0; Rs(t) = E

h
e�A(t)

i
(4.7)

Dans le cas d'une action proportionnelle du stress, on a :

8t � 0; Rs(t) = E

264e��
Z t

0

M(t� u)dS(u)

375 (4.8)

Pour les deux types de mod�eles, le taux de d�efaillance dû au stress se d�eduit de la �abilit�e

en �ecrivant :

8t � 0; �s(t) = � d

dt
lnRs(t) (4.9)

Dans [64], nous avons calcul�e, pour plusieurs types de stress et de m�emoire et dans les deux

classes de mod�eles, le taux de d�efaillance du composant stress�e. Quelques uns de ces r�esultats

sont r�esum�es ci-apr�es.

4.2.2 Stress ponctuels

Les stress ponctuels sont des impulsions qui surviennent �a des instants al�eatoires fXigi�1
avec des amplitudes al�eatoires fZigi�1.

Si on note fNtgt�0 le processus de comptage des stress, la fonction de r�epartition de la

mesure de stress est :

S(t) =

NtX
i=1

Zi (4.10)

Pour un composant de m�emoire M , l'action du stress est donc:

A(t) = �

NtX
i=1

ZiM(t�Xi) (4.11)

On suppose que les amplitudes des stress sont ind�ependantes entre elles et ind�ependantes des

instants d'occurrence des stress, de même loi de fonction de r�epartition H et de transform�ee de

Laplace �. En g�en�eral le processus de comptage des stress est suppos�e de Poisson non homog�ene

d'intensit�e �(t). On dira que le stress est homog�ene si 8t � 0; �(t) = �.
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Voici quelques expressions de taux de d�efaillance du composant stress�e, issues de [64] :

1. Mod�eles de type I

� R�esistance d�eterministe fonction du temps u(t), m�emoire instantan�ee :

�s(t) =
�
1�H

�
u(t)

��
�(t) (4.12)

� R�esistance constante u, m�emoire cumulative, amplitudes de loi exp(�) :

�s(t) = �(t)
I0

�
2
p
�u�(t)

�
P+1

j=0

�
�u
�(t)

�j=2
Ij

�
2
p
�u�(t)

� (4.13)

o�u �(t) =
R t
0
�(u)du et Ij est la fonction de Bessel modi��ee du premier type d'ordre

j.

� R�esistance al�eatoire de loi exp(�), m�emoire instantan�ee, amplitudes de loi exp(�),

stress homog�ene :

�s(t) =
1

t

� (�=� + 1)� � (�=� + 1; �t)

� (�=�)� � (�=� + 1; �t)
(4.14)

o�u �(a; x) est la fonction gamma incompl�ete.

2. Mod�ele de type II. La �abilit�e s'�ecrit :

Rs(t) = e
�
Z t

0

�(y)
�
1� �

�
�M(t � y)

��
dy

(4.15)

Quand le processus de stress est homog�ene, on en d�eduit le taux de d�efaillance :

�s(t) = �
�
1� �

�
�M(t)

��
(4.16)

L'int�erêt du mod�ele de type II est de fournir une expression explicite du taux de d�efaillance

quel que soit le type de m�emoire.

4.2.3 Stress en cr�eneaux

Les stress en cr�eneaux sont constitu�es d'une succession de p�eriodes sans stress et de p�eriodes

de stress. On note Xi la dur�ee de la i�eme p�eriode sans stress, Yi la dur�ee de la i�eme p�eriode de

stress, et Zi l'amplitude de stress (suppos�ee constante) sur cette p�eriode. Les trois processus

al�eatoires fXigi�1, fYigi�1 et fZigi�1 sont suppos�es ind�ependants et constitu�es respectivement
de variables al�eatoires ind�ependantes et de mêmes lois.

Soit Ti =

i�1X
j=1

(Xj + Yj) +Xi l'instant d'occurrence du i
�eme stress et Nt le nombre de stress

survenus entre 0 et t. Alors la fonction de r�epartition de la mesure de stress est :

S(t) =

NtX
i=1

ZiYi + ZNt
min (YNt

; t� TNt
) (4.17)

Pour un composant de m�emoire M , l'action du stress est donc :

A(t) = �

NtX
i=1

Zi

Z t�Ti

t�Ti�Yi

M(s)ds (4.18)
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L'expression du taux de d�efaillance du composant stress�e d�epend de l'�etat initial du processus

de stress. On note ce taux �s;c quand l'instant initial est dans une p�eriode sans stress et �s;s
quand l'instant initial est dans une p�eriode de stress. Parmi les r�esultats obtenus dans [64], on

peut citer les suivants :

1. Mod�eles de type I, r�esistance constante u, m�emoire instantan�ee, dur�ees des p�eriodes de

calme de loi exp(�), dur�ees des p�eriodes de stress de loi exp(�), amplitudes des stress de

fonction de r�epartition H .

�s;c(t) = s1s2
(�+ s2)� (�+ s1)e

(s1�s2)t

�s1(� + s2) + s2(� + s1)e(s1�s2)t

�s;s(t) = s1s2
s1(�+ s2)� s2(�+ s1)e

(s1�s2)t

�s21(�+ s2) + s22(�+ s1)e(s1�s2)t

(4.19)

o�u s1 et s2 sont les racines de l'�equation du second degr�e s2 + (� + �)s + �� [1�H(u)]

(s1 < s2 < 0).

2. Mod�ele de type II, m�emoire instantan�ee, dur�ees des p�eriodes de calme de loi exp(�), dur�ees

des p�eriodes de stress de loi exp(�), amplitudes des stress �egales �a 1

�s;c(t) =
a�e��t � bs4e

s4t � cs3e
s3t

ae��t + bes4t + ces3t

�s;s(t) =
s4(�+ s3)e

s4t � s3(�+ s4)e
s3t

�(� + s3)es4t + (�+ s4)es3t

(4.20)

o�u s3 et s4 sont les racines de l'�equation du second degr�e s
2+(�+�+�)s+�� (s3 < s4 < 0)

et a, b et c sont des fractions rationnelles dont l'expression exacte peut être trouv�ee dans

[64].

Pour les deux types de mod�eles, un des taux de d�efaillance est croissant, l'autre est d�ecroissant

et les deux ont la même limite quand t tend vers l'in�ni.

4.2.4 Stress di�us

Les stress di�us sont des stress dont l'intensit�e est une fonction positive extrêmement agit�ee.

Si on consid�ere le stress total subi par le composant a un instant donn�e comme la somme

d'un grand nombre de stress �el�ementaires de toutes sortes, et si on suppose que les conditions

d'utilisation du composant sont sensiblement les mêmes au cours du temps, on pourra mod�eliser

le stress par un processus gaussien stationnaire. Comme par ailleurs le stress est positif, on

supposera au bout du compte qu'un stress di�us est un stress d'intensit�e s(t) = X2
t , o�u fXtgt�0

est un processus d'Ornstein-Uhlenbeck. On note � la d�erive et � la di�usion de ce processus.

On peut alors calculer le taux de d�efaillance du syst�eme stress�e dans certains cas, comme par

exemple :

1. Mod�eles de type I, r�esistance constante u, m�emoire instantan�ee. En utilisant les r�esultats

de Darling-Siegert [32] sur les instants de premi�ere sortie d'une bande d'un processus de

di�usion, on peut montrer que :

�s(t) =
�2

8u2

+1X
k=0

(�1)k(2k+ 1)e�
t(2k+1)2�2

8u2

+1X
k=0

(�1)k
2k + 1

e
�
t(2k+1)2�2

8u2

(4.21)
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2. Mod�ele de type II, m�emoire instantan�ee. En utilisant les r�esultats de Lipster-Shiryaev [91]

sur les transform�ees de Laplace de formes quadratiques de processus de di�usion, on peut

montrer que :

�s(t) =
1

2

�
!(! + �)2e!t + !(! � �)2e�!t

(! + �)2e!t + (! � �)2e�!t
� �

�
(4.22)

o�u ! =
p
�2 + 2��2.

On pourrait ainsi multiplier les exemples. Le principal r�esultat de cette �etude est que, dans la

quasi-totalit�e des cas �etudi�es, quand le stress est homog�ene, le taux de d�efaillance du composant

stress�e est monotone (mais pas forc�ement croissant) et tend rapidement vers une constante. Cela

con�rme une conjecture fr�equemment faite par les praticiens. Le fait de pouvoir calculer cette

limite en fonction des param�etres du probl�eme est d'un int�erêt pratique �evident.

4.3 In
uence de l'environnement sur la dur�ee de vie des syst�emes

4.3.1 Mod�elisation et indicateur d'in
uence du stress

Apr�es avoir �etudi�e l'in
uence d'un environnement al�eatoire stressant sur la dur�ee de vie d'un

composant, il �etait logique de s'int�eresser �a cette in
uence sur un syst�eme constitu�e de plusieurs

composants. C'est l'objet de la th�ese de C.A. Zahalca [146].

Quand on passe de l'aspect composant �a l'aspect syst�eme, il faut prendre en compte �a la fois

la structure ou con�guration du syst�eme, donn�ee par sa fonction de structure, sa fonction de

marche ou ses chemins de marche [7] et la d�ependance entre les dur�ees de vie des composants.

Il est clair que le fait que tous les composants d'un syst�eme soient soumis au même stress

rend leurs dur�ees de vie d�ependantes. Cependant, on peut tr�es bien supposer, comme Lindley-

Singpurwalla [90], que, conditionnellement au stress, ces dur�ees de vie sont ind�ependantes. Cette

hypoth�ese centrale sera adopt�ee dans toute la suite.

Nous avons retenu comme mod�ele d'in
uence du stress le mod�ele de type II de la section

pr�ec�edente, car c'est celui qui permet de mieux manier la notion de m�emoire.

Consid�erons un syst�eme constitu�e de n composants identiques et ind�ependants, de taux de

d�efaillance propre constant �, de sensibilit�e au stress �, de m�emoire M , soumis �a un stress S.

On note ai le nombre de chemins de marche de longueur i du syst�eme, T1; : : : ; Tn les dur�ees de

vie des n composants et T la dur�ee de vie du syst�eme. Alors les hypoth�eses e�ectu�ees jusque l�a

permettent de calculer [65] :

� La �abilit�e du syst�eme :

8t � 0; R(t) = P (T > t) =

nX
j=1

bje
�j�t

E

264e�j�
Z t

0

M(t� u)dS(u)

375 (4.23)

o�u 8j 2 f1; 2; : : : ; ng; bj =
jX
i=1

(�1)j�iaiCn�j
n�i .

� La dur�ee de vie moyenne du syst�eme : MTTF =
R +1
0

R(t)dt.
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� La fonction de survie du syst�eme : 8(t1; : : : ; tn) 2 R+,

P (T1 > t1; : : : ; Tn > tn) = e

��
nX
i=1

ti

E

26664e
��

nX
i=1

Z ti

0

M(ti � u)dS(u)

37775 (4.24)

Les praticiens conjecturent souvent que plus un syst�eme est �able, plus il est sensible au

stress. Pour �etudier cette conjecture, nous avons d�e�ni un indicateur d'in
uence de l'environne-

ment stressant sur la dur�ee de vie du syst�eme :

I = 1� MTTFp

MTTF
(4.25)

o�u MTTFp d�esigne le MTTF propre du syst�eme, c'est �a dire sa dur�ee de vie moyenne en

environnement non stressant. En e�et, si le syst�eme stress�e a le même MTTF que le syst�eme

non stress�e, l'in
uence du stress est nulle et I = 0. Inversement, plus l'in
uence du stress est

forte, plus le MTTF est petit par rapport au MTTF propre, donc plus I tend vers 1. Nous

avons choisi un crit�ere portant sur le MTTF au lieu de la �abilit�e, pour qu'il ne d�epende pas

du temps.

Si on note MTTFp;j=j et MTTFj=j les MTTF propre et en environnement stressant d'un

syst�eme �a j composants en s�erie, et si on note Ij=j l'indicateur correspondant, alors l'indicateur

d'in
uence d'un syst�eme quelconque �a n composants s'�ecrit :

I =

nX
j=1

bjMTTFp;j=jIj=j

nX
j=1

bjMTTFp;j=j

(4.26)

Dans [65], nous avons compar�e les valeurs de l'indicateur I pour plusieurs con�gurations de

syst�emes : s�erie, parall�ele, k=n. Pour toutes ces con�gurations simples, nous avons montr�e que,

�a condition que la suite fIj=jgj�1 soit d�ecroissante, la conjecture des praticiens est v�eri��ee : plus
un syst�eme est �able, plus il est sensible au stress. Cette hypoth�ese est v�eri��ee par exemple pour

des stress ponctuels poissonniens homog�enes. Malheureusement, nous n'avons pas pu d�emontrer

ce r�esultat pour n'importe quel type de stress et n'importe quelle con�guration.

4.3.2 Stress ponctuels

On suppose ici que le stress est ponctuel poissonnien homog�ene d'intensit�e �. Alors, en

conservant les notations de la section 4.2.2, la fonction de survie (4.24) du syst�eme stress�e s'�ecrit

[147] :

P (T1 > t1; :::; Tn > tn) = e

��
nX
j=1

t�j � �t�n + �

nX
j=1

Z t�
j

t�
j�1

�(�

nX
i=j

M(t�i � u)) du

(4.27)

o�u (t�1; t
�

2; :::; t
�

n) est la statistique d'ordre du vecteur (t1; t2; ::; tn).

Dans le cas o�u les composants sont de m�emoire instantan�ee, on obtient :

P (T1 > t1; :::; Tn > tn) = e

�
nX
j=1

[�+ ��(�(n� j))� ��(�(n� j + 1))] t�j

(4.28)
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On pose :

� 8j 2 f0; :::; ng, �j = �[1� �(�j)]

� �1 = �n � �n�1 + �

� 8i 2 f2; :::; ng, �i =
iX

j=0

(�1)i+j�1 Cj
i �n�j

La fonction de survie peut alors s'�ecrire :

P (T1 > t1; :::; Tn > tn) = e

�
nX
i=1

�iti �
X
i<j

�ij max(ti; tj)� :::� �1:::nmax(t1; ::; tn)

(4.29)

La loi du vecteur (T1; T2; ::; Tn) est donc une loi exponentielle multivari�ee sym�etrique [97] de

param�etres �1; �2; :::; �n.

On peut alors �ecrire simplement pour n'importe quelle con�guration du syst�eme la �abilit�e,

le MTTF et l'indicateur d'in
uence du stress :

R(t) =

nX
j=1

bje
�(j�+ �j)t; MTTF =

nX
j=1

bj

j�+ �j
; I =

nX
j=1

bj �j

j(j�+ �j)

nX
j=1

bj

j

(4.30)

Dans [65], nous avons �etudi�e en d�etail le cas o�u les stress sont d'amplitude constante z.

On montre en particulier que, quand la m�emoire est cumulative, la loi de la dur�ee de vie d'un

syst�eme s�erie est une g�en�eralisation de la loi S introduite dans [135].

4.3.3 Etude statistique

Dans [147, 69], nous avons e�ectu�e une �etude statistique du mod�ele de dur�ee de vie en

environnement al�eatoire stressant ponctuel, quand la m�emoire est instantan�ee et les amplitudes

des stress constantes. Plus pr�ecis�ement, la fonction de survie dans ce cas s'�ecrit :

P (T1 > t1; :::; Tn > tn) = e

�
nX
j=1

(�+ �e��(n � j)z � �e��(n � j + 1)z)t�j

(4.31)

o�u �1 = �+ �e�n�z (e�z � 1) et 8 k � 2; �k = �e�n�z (e�z � 1)
k
.

Les param�etres �a estimer sont �, �, � et z. Comme ils sont de natures tr�es di��erentes, plu-

sieurs m�ethodes d'estimation sont possibles. Par exemple, le taux de d�efaillance propre � peut

être estim�e en testant les composants dans un environnement propre. L'intensit�e d'arriv�ee des

stress � et l'amplitude des stress z peuvent être estim�es en observant directement le stress,

ind�ependamment de son in
uence sur la d�efaillance du composant. En�n �, le coeÆcient de sen-

sibilit�e des composants au stress, ne peut être estim�e autrement qu'en observant les d�efaillances

du composant en environnement stressant. Au vu de la fonction de survie, il est clair qu'on ne

peut pas estimer s�epar�ement � et z. On peut estimer le produit �z ou bien � en supposant que

z est connu, ce que l'on supposera dans la suite.

Nous avons �etudi�e deux d�emarches pour estimer ces param�etres. La premi�ere s'inspire des

r�esultats connus pour la loi exponentielle multivari�ee : on estime les param�etres �1; : : : ; �n, puis
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on en d�eduit des estimations de �, � et �. La seconde consiste �a estimer directement les pa-

ram�etres d'int�erêt, par la m�ethode du maximum de vraisemblance.

Les proc�edures d'estimation d�ependent du type de donn�ees observ�ees, c'est �a dire des plans

d'essai. On peut observer uniquement la dur�ee de vie du syst�eme ou observer les dur�ees de vie

de chacun de ses composants. Il faut aussi prendre en compte la structure du syst�eme.

Arnold [1] a propos�e une m�ethode d'estimation des param�etres de la loi exponentielle mul-

tivari�ee dans le cas o�u l'on n'observe que la dur�ee de vie d'un syst�eme s�erie et le nombre de

composants d�efaillants �a l'instant de la panne. Proschan-Sullo [116] ont estim�e les mêmes pa-

ram�etres dans le cas o�u on observe les dur�ees de vie de tous les composants d'un syst�eme

parall�ele. Notre travail [69] a consist�e dans un premier temps �a adapter ces m�ethodes au cas de

la loi exponentielle multivari�ee sym�etrique, puis �a en d�eduire des estimateurs des param�etres de

notre mod�ele, et en�n �a les g�en�eraliser pour d'autres plans d'essai.

Par exemple, pla�cons nous dans le cas d'Arnold. On dispose de m syst�emes identiques de

n composants identiques. Chacun de ces syst�emes est soumis �a un stress ponctuel poisson-

nien homog�ene. Ces m stress sont identiquement distribu�es mais ind�ependants, pour garantir

l'ind�ependance des dur�ees de vie des m syst�emes.

On note T1j; : : : ; Tnj les dur�ees de vie des n composants du j�eme syst�eme. On suppose que les

syst�emes sont en con�guration s�erie. Leurs dur�ees de vie sont donc les T �1j = min(T1j; : : : ; Tnj).

On note Nk le nombre de fois parmi les m syst�emes o�u exactement k composants �etaient en

panne lors de la d�efaillance du syst�eme. Alors on montre que 8k 2 f1; : : : ; ng, un estimateur

sans biais et consistant de �k est :

c�k = m� 1

mCk
n

Nk

W1

(4.32)

o�u W1 =

mX
j=1

T �1j . On peut par ailleurs montrer que W1 est de loi gamma G(m;�), Nk est de loi

binomiale B
�
m;

Ck
n�k

�

�
, et que ces deux variables al�eatoires sont ind�ependantes, ce qui permet

de d�eterminer la loi de probabilit�e de c�k .
Il y a plusieurs fa�cons d'en d�eduire des estimateurs des param�etres de notre mod�ele. Une

�etude comparative nous a permis de retenir les estimateurs suivants (pour n � 3) :

b� =
1

z
ln

nX
k=2

c�kCk�2
n�2

n�1X
k=2

c�kCk�2
n�3

(4.33)

b� =
 

nX
k=2

c�kCk�2
n�2

!3

 
nX

k=3

c�kCk�3
n�3

!2
(4.34)

b� = nX
k=1

c�kCk�1
n�1 �

 
nX

k=2

c�kCk�2
n�2

!2

nX
k=3

c�kCk�3
n�3

(4.35)
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Une d�emarche similaire est �a e�ectuer pour tous les plans d'essai. Dans le cas ou n = 2 (loi

exponentielle bivari�ee), on peut adapter les r�esultats de Bemis-Bain-Higgins [10].

Une �etude comparative des qualit�es des di��erents estimateurs obtenus en fonction de la

structure du syst�eme et des valeurs th�eoriques des param�etres a �et�e e�ectu�ee dans [146]. Sans

surprise, on constate que l'estimation est d'autant meilleure que l'on dispose de beaucoup d'in-

formation, et l'information est maximum quand le syst�eme est �a con�guration parall�ele et que

l'on dispose des dur�ees de vie de tous les composants. L'estimation de � est d'autant meilleure

que les stress sont forts et fr�equents, mais l'estimation conjointe de � et � est d'autant meilleure

que les stress sont faibles et rares.

En�n on peut tester l'in
uence du stress sur les composants en testant \� = 0" contre

\� 6= 0". Dans le cas des syst�emes s�erie pr�esent�es plus haut, il faut connaitre �. Alors le test

consistant �a rejeter l'hypoth�ese nulle au seuil 
 si N1 < m ou N1 = m et 2n�W1 est inf�erieur au

quantile d'ordre 
 de la loi �22m, est uniform�ement le plus puissant.

Dans [68], nous avons appliqu�e l'ensemble de la d�emarche �a des donn�ees r�eelles provenant

du Laboratoire de Tests et Essais de la soci�et�e Elcaro (Roumanie). Il s'agit de tests sur des

câbles �electriques �a isolation en poly�ethil�ene r�eticul�e. Des chocs de surtension de type foudre

ont �et�e simul�es selon un processus de Poisson homog�ene. L'intensit�e d'occurrence des stress � et

l'amplitude de ceux-ci z sont donc connus car mâ�tris�es par l'utilisateur. Le taux de d�efaillance

propre des câbles, �, a �et�e d�etermin�e pr�ealablement par des tests en environnement non stressant.

Ainsi, le seul param�etre restant �a estimer est la sensibilit�e au stress �. Nous sommes ici dans le

cas simple o�u le syst�eme est r�eduit �a un seul composant.

Les donn�ees sont les instants de pannes de 3 lots de 15 câbles, pour deux types de câbles

et deux amplitudes de stress. Des tests d'ad�equation nous ont permis de retenir l'hypoth�ese de

m�emoire cumulative pour les deux lots correspondant aux câbles les plus stress�es, et de m�emoire

instantan�ee pour le troisi�eme. Les estimations de � pour les trois lots sont tr�es proches, ce qui

tend �a con�rmer la pertinence de notre mod�elisation.

4.4 Perspectives

La premi�ere des perspectives est logiquement de d�emontrer la conjecture selon laquelle plus

un syst�eme est �able, plus il est sensible au stress. Mais peut-être faudrait-il pour cela trouver

un autre crit�ere d'in
uence du stress que notre indicateur I .

Nous n'avons pu obtenir des r�esultats statistiques exploitables que pour des syst�emes �a con�-

guration s�erie. Quand les syst�emes ne sont pas �a con�guration s�erie, le probl�eme se complexi�e

notablement. Par exemple, pour les con�gurations parall�eles, on ne dispose de r�esultats explicites

que pour les syst�emes �a 2 ou 3 composants. Un test d'in
uence du stress est �egalement possible,

inspir�e de Samanta [128]. Mais pour les autres con�gurations, on ne dispose pour l'instant d'au-

cun r�esultat pratiquement exploitable. Il reste donc du travail �a e�ectuer dans cette direction.

De la même fa�con, la plupart de nos r�esultats portent sur les stress ponctuels, il faudrait les

�etendre �a d'autres types de stress.

Le principal point innovant de notre d�emarche est la notion de m�emoire. Une direction de

recherche attrayante est l'estimation non param�etrique de cette m�emoire. On peut �egalement

penser �a des tests portant sur la m�emoire, par exemple tester une hypoth�ese nulle de m�emoire

instantan�ee contre une hypoth�ese alternative de m�emoire cumulative.

Nos mod�eles utilisent la loi exponentielle multivari�ee sym�etrique. Pour les valider, il faudrait

disposer de tests d'ad�equation �a cette loi. Or s'il existe des tests d'ad�equation �a la loi exponen-

tielle multivari�ee g�en�erale [29], il n'en existe pas �a notre connaissance pour la loi sym�etrique.

En�n, nous ne nous sommes int�eress�es ici qu'aux syst�emes non r�eparables. Or les syst�emes

r�eparables sont naturellement eux aussi soumis �a des stress. Une g�en�eralisation de notre �etude

aux syst�emes r�eparables serait donc int�eressante.
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Chapitre 5

Fiabilit�e en temps discret

5.1 Probl�ematique

La quasi-totalit�e des �etudes de �abilit�e supposent que le temps est continu. Or certaines

dur�ees de vie ne peuvent pas se mesurer en temps calendaire. C'est le cas par exemple des appa-

reils �electrom�ecaniques pour lesquels la dur�ee de vie s'exprime comme le nombre de sollicitations

du syst�eme jusqu'�a d�efaillance. On rencontre �egalement un temps discret quand les dur�ees de vie

s'expriment en nombre de cycles ou nombre de mois de bon fonctionnement. Par ailleurs, il ar-

rive fr�equemment que les donn�ees de �abilit�e disponibles r�esultent du regroupement de donn�ees

continues. Dans toutes ces situations, il faut red�e�nir les notions usuelles de la �abilit�e pour les

adapter �a un cadre discret.

Notre travail sur ce th�eme s'est e�ectu�e dans le cadre de la th�ese de C. Bracquemond [12],

sous forme d'une convention CIFRE avec Schneider Electric. La demande de Schneider Electric

concernait essentiellement l'analyse de donn�ees discr�etes de �abilit�e, provenant de tests d'endu-

rance m�ecanique de mat�eriels �electrom�ecaniques non r�eparables. Pour pouvoir traiter ce type de

donn�ees, nous nous sommes int�eress�es �a des dur�ees de vie mod�elis�ees par des variables al�eatoires

�a valeurs dans N�.

5.2 Les grandeurs de la �abilit�e en temps discret

5.2.1 De�nitions et notions de vieillissement

On consid�ere que la dur�ee de vie d'un syst�eme en temps discret est le nombre K de sollici-

tations n�ecessaires pour que le syst�eme d�efaille, ou, de mani�ere �equivalente, K est le rang de la

premi�ere sollicitation pour laquelle le syst�eme ne fonctionne pas.

La premi�ere mention d'un taux de d�efaillance (ou taux de hasard) en temps discret est due

�a Barlow-Marshall-Proschan [6]. Ces travaux n'ont pas eu de suite signi�cative, jusqu'�a la mise

en place plus pr�ecise des concepts de base par Salvia-Bollinger [127].

Les grandeurs de base de la �abilit�e des syst�emes non r�eparables en temps discret, analogues

�a leurs homologues en temps continu, sont les suivantes :

� La probabilit�e que le syst�eme d�efaille �a la k�eme sollicitation est :

8k 2 N�; p(k) = P(K = k)

� La fonction de r�epartition de K est donn�ee par :

8k 2 N�; F (k) = P(K � k) =

kX
i=1

p(i)
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� La �abilit�e, qui traduit la probabilit�e que le syst�eme fonctionne encore �a la k�eme sollicita-

tion est donn�ee par :

8k 2 N�; R(k) = P(K > k) = 1� F (k) = 1�
kX
i=1

p(i)

� Le taux de d�efaillance (ou de hasard) est :

8k 2 N�; �(k) = P(K = kjK � k) =
P(K = k)

P(K � k)
=

p(k)

R(k� 1)

Le taux de d�efaillance donne la probabilit�e conditionnelle de d�efaillance du syst�eme �a

l'instant k, sachant qu'il a fonctionn�e jusqu'�a l'instant k � 1.

� Le taux de d�efaillance (ou de hasard) cumul�e est :

8k 2 N�; �(k) =

kX
i=1

�(i):

La plupart des relations bien connues qui lient ces di��erentes grandeurs en temps continu,

ont leur �equivalent en temps discret, mais pas toutes. Par exemple, comme l'avait d�ej�a not�e

Lawless [84], le taux de hasard cumul�e et la �abilit�e sont li�ees en temps continu par la relation

�(t) = � lnR(t). Or, en temps discret, il est clair que �(k) 6= � lnR(k).

Entre autres cons�equences, cela entraine qu'il y a, en temps discret, deux fa�cons di��erentes

de d�e�nir la notion de \taux de d�efaillance croissant en moyenne" (IFRA) [7] :

La loi de probabilit�e de la variable al�eatoire K est dite :

� IFRA1 si et seulement si
n
R(k)

1
k

o
k�1

est une suite d�ecroissante.

� IFRA2 si et seulement si

�
�(k)

k

�
k�1

est une suite croissante.

Shaked-Shantikumar-Valdez-Torr�es [130] ont ainsi �etudi�e les relations entre les di��erentes

notions de vieillissement en temps discret (IFR, IFRA, NBU, DMRL). Nous avons poursuivi

leurs travaux, notamment en �etablissant quelques relations suppl�ementaires et en montrant la

compl�etude de la classe IFRA1 : si on consid�ere un syst�eme coh�erent constitu�e de n composants

ind�ependants dont les dur�ees de vie sont �a valeurs dans N�, alors, si les lois des dur�ees de vie

des composants sont IFRA1, la loi de la dur�ee de vie du syst�eme est IFRA1.

5.2.2 Mod�eles de dur�ee de vie en temps discret

Nous avons e�ectu�e un travail de synth�ese des lois de dur�ee de vie en temps discret, en les

classant en 3 familles [16]. De cette �etude, on peut extraire quelques remarques :

� L'�equivalent en temps discret de la loi exponentielle est bien sûr la loi g�eom�etrique, qui

correspond �a l'hypoth�ese d'absence de vieillissement (et de rajeunissement).

� Il y a plusieurs �equivalents possibles en temps discret de la loi de Weibull. Nous avons

retenu la loi dite \de Weibull discr�ete de type I", propos�ee par Nakagawa-Osaki [105],

d�e�nie par son taux de d�efaillance :

8k 2 N�; �(k) = 1� qk
�
�(k�1)� ; q 2]0; 1[; � 2 R+ (5.1)

� On peut proposer de nombreux mod�eles issus d'un sch�ema d'urne de type P�olya, comme

celui utilis�e r�ecemment dans [23].
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5.2.3 Une nouvelle d�e�nition du taux de d�efaillance en temps discret

Outre la relation sur le taux de hasard cumul�e d�ej�a mentionn�ee, nous avons mis en �evidence

un certain nombre de di��erences g�enantes entre les notions usuelles de �abilit�e en temps continu

et en temps discret. Par exemple :

� Le taux de d�efaillance en temps discret est born�e (par 1), ce qui n'est pas le cas du taux

de d�efaillance des principales lois de �abilit�e en temps continu (comme la loi de Weibull).

� Le taux de d�efaillance en temps discret ne peut pas être convexe. Or la convexit�e du taux

de d�efaillance s'interprête usuellement comme une acc�el�eration du vieillissement en �n de

vie des syst�emes.

� Le taux de d�efaillance des syst�emes s�erie n'est pas additif. En e�et, consid�erons un syst�eme

constitu�e de n composants ind�ependants en s�erie de taux de d�efaillance respectifs �1; : : : ; �n.

Alors le taux de d�efaillance du syst�eme est :

�(k) = 1�
nY
i=1

(1� �i(k)) 6=
nX
i=1

�i(k) (5.2)

Ces di��erences sont dues �a la d�e�nition du taux de d�efaillance en temps discret. Avec M.

Xie, nous avons alors propos�e [18] d'utiliser plutôt comme taux de d�efaillance la suite fr(k)gk�1
d�e�nie par :

8k 2 N�; r(k) = ln
R(k � 1)

R(k)
= � ln[1� �(k)] (5.3)

Cette d�e�nition r�esoud les probl�emes rencontr�es : r n'est pas born�e, il peut être convexe, la

propri�et�e d'additivit�e pour les syst�emes s�erie est v�eri��ee. De plus, si on pose H(k) =

kX
i=1

r(i), on

retrouve la relation H(k) = � lnR(k) et les deux d�e�nitions de la notion IFRA avec ce nouveau

taux sont �equivalentes.

Il s'est av�er�e r�ecemment qu'un travail similaire avait �et�e e�ectu�e par Roy-Gupta [125]. Nous

avons alors contact�e D. Roy et e�ectu�e une synth�ese de nos travaux respectifs dans [17].

5.3 Etude statistique

C. Bracquemond [12] a �etudi�e les propri�et�es des estimateurs de maximum de vraisemblance

des param�etres des principaux mod�eles de base de �abilit�e en temps discret. Notre contribution

personnelle porte sur l'estimation non param�etrique et les tests d'ad�equation.

5.3.1 Estimation non param�etrique

Soient K1; : : : ; Kn n variables al�eatoires ind�ependantes et de même loi �a valeurs dans N�.

Dans notre cas, il s'agira de dur�ees de vie discr�etes de syst�emes identiques et ind�ependants.

Les fr�equences empiriques, fonction de r�epartition empirique et �abilit�e empirique sont res-

pectivement d�e�nies par :

8k 2 N�; Pn(k) =
1

n

nX
i=1

11
fKi=kg; IFn(k) =

1

n

nX
i=1

11
fKi�kg; et Rn(k) =

1

n

nX
i=1

11
fKi>kg

(5.4)

Les propri�et�es usuelles de la �abilit�e empirique en temps continu se transposent ais�ement en

temps discret.
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Alors, il est naturel de d�e�nir le taux de d�efaillance empirique en temps discret de la fa�con

suivante :

8k � max(K1; : : : ; Kn); �n(k) =
Pn(k)

Rn(k � 1)
(5.5)

Nous avons �etabli un certain nombre de r�esultats pour ce taux de d�efaillance empirique [15] :

� Pour n et k �x�es, on connâ�t la loi exacte de �n(k). On montre que �n(k) est un estimateur

biais�e mais asymptotiquement sans biais de �(k). Le biais est connu, mais on ne peut pas

facilement en d�eduire un estimateur sans biais.

� Pour k �x�e, on a la convergence presque sûre de �n(k) vers �(k).

� Pour k �x�e, on �etablit la normalit�e asymptotique de �n(k) et on peut en d�eduire des

intervalles de con�ance asymptotiques pour �(k). Ces r�esultats peuvent �egalement être

utilis�es avec la transformation du logit, ce qui permet d'obtenir des intervalles de con�ance

compris dans l'intervalle [0; 1].

� On montre la convergence des vecteurs �ni-dimensionnels du processus empirique associ�e

au taux de d�efaillance :
�p

n
�
�n(k)� �(k)

�	
k�1

vers des vecteurs gaussiens centr�es et de

matrice de covariance diagonale, ce qui permet de construire des bandes de con�ance

asymptotiques pour �. On peut noter qu'il est beaucoup plus facile d'�etablir des bandes

de con�ance pour le taux de d�efaillance que pour la �abilit�e.

Des r�esultats similaires peuvent être montr�es pour l'estimateur empirique du nouveau taux

de d�efaillance r(k).

Il est clair que le sens de variation de �n est un indicateur pr�ecieux sur le vieillissement des

syst�emes. Mais il faut beaucoup de donn�ees pour pouvoir en tirer des enseignements pr�ecis, ce

qui est rarement le cas en pratique.

5.3.2 Tests d'ad�equation

Pour pouvoir e�ectuer une analyse pertinente de donn�ees de �abilit�e en temps discret, il

est n�ecessaire de disposer de m�ethodes permettant de pouvoir choisir des mod�eles adapt�es �a

chaque jeu de donn�ees �etudi�e. Avec E. Cr�etois, nous avons donc �etudi�e les tests d'ad�equation

aux mod�eles de �abilit�e en temps discret [14].

On distingue usuellement deux types de tests :

Cas 1 : test d'ad�equation �a une loi enti�erement sp�eci��ee :

H0 : \F = F0"

Cas 2 : test d'ad�equation �a une famille param�etr�ee de lois :

H0 :\F 2 fF (:; �); � 2 �g"

Dans les deux cas, l'hypoth�ese alternative est H1 = �H0.

Les tests du �2 et les tests lisses de Neyman peuvent être utilis�es de la même fa�con dans un

cadre continu et dans un cadre discret. Mais le test du �2 n'est pas suÆsamment puissant pour

être eÆcace dans notre contexte caract�eris�e par un petit nombre de donn�ees.

Nous nous sommes plus particuli�erement int�eress�es aux tests bas�es sur la fonction de r�eparti-

tion et la fonction g�en�eratrice empiriques. Les premiers tests ont pour but de g�en�eraliser les

tests de Kolmogorov-Smirnov, Cram�er-von Mises, Anderson-Darling et autres au cas des lois

discr�etes. Pour un test d'ad�equation �a une loi enti�erement sp�eci��ee, les r�esultats sont dus entre
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autres �a Pettitt-Stephens [111] et Choulakian-Lockart-Stephens [22]. Les statistiques de test

correspondantes sont :

KSn =
p
nmax

k
jIFn(k)� F0(k)j (5.6)

W 2
n = n

1X
k=1

[IFn(k)� F0(k)]
2p0(k) (5.7)

A2
n = n

1X
k=1

[IFn(k)� F0(k)]
2p0(k)

F0(k)(1� F0(k))
(5.8)

La principale di��erence entre le cas continu et le cas discret r�eside dans le fait que la loi de

ces statistiques de test sous H0 d�epend de la loi test�ee pour les lois discr�etes, alors qu'elle n'en

d�epend pas pour les lois continues.

Le cas des tests d'ad�equation �a une famille de lois a �et�e �etudi�e par Henze [72] et Spinelli-

Stephens [137]. Le principe est bien sûr de remplacer le param�etre inconnu � par son estimateur

de maximum de vraisemblance �̂n. Malheureusement, la loi des statistiques de test sous H0

d�epend de la vraie valeur du param�etre inconnu �, ce qui n'est pas le cas en temps continu

quand � est un param�etre de position ou d'�echelle. Par cons�equent, il est n�ecessaire d'utiliser

une proc�edure de bootstrap param�etrique pour pouvoir mettre en oeuvre ces tests, ce qui est

un frein important �a leur utilisation pratique.

L'id�ee d'utiliser la fonction g�en�eratrice empirique pour tester l'ad�equation d'un �echantillon �a

une loi discr�ete est due �a Kocherlakota-Kocherlakota [81]. Pour t 2]�1; 1[, la fonction g�en�eratrice
de la variable al�eatoireK est '(t; �) = E

�
tK
�
. Il est donc logique de d�e�nir la fonction g�en�eratrice

empirique de l'�echantillon K1; : : : ; Kn par :

8t 2]� 1; 1[; 'n(t) =
1

n

nX
i=1

tKi (5.9)

Le test propos�e par Kocherlakota-Kocherlakota utilise une valeur t0 �x�ee et est bas�e sur le

fait que, dans le cas 2, sous H0, la variable al�eatoire :

KKn =
'n(t0)� '(t0; �̂n)

�
(t0;�̂n)

(5.10)

converge en loi vers la loi normale centr�ee r�eduite, o�u �
(t0;�̂n)

d�epend de t0, �̂n et de la famille

de lois test�ee.

Pour �eviter l'arbitraire du au choix de la valeur t0, Rueda, Perez-Abreu et O'Reilly [126] ont

propos�e d'utiliser plutôt la statistique :

RPOn = n

Z 1

0

�
'(t; �̂n))� 'n(t)

�2
dt (5.11)

En�n, Baringhaus-Henze [5] ont eu l'id�ee de construire un test d'ad�equation �a la loi de

Poisson en exprimant la fonction g�en�eratrice de cette loi comme l'unique solution d'une �equation

di��erentielle de la forme  (t;';'0; �) = 0. La statistique de test est alors :

BHn = n

Z 1

0

[ (t;'n;'
0

n; �̂n)]
2dt (5.12)

Dans ces deux derniers cas, il est n�ecessaire d'utiliser le bootstrap param�etrique pour mettre

en oeuvre les tests.

Dans [14], nous avons explicit�e ces statistiques de test dans le cas de la loi g�eom�etrique, ce

qui, �a notre connaissance n'avait pas �et�e fait auparavant, sauf pour le test de Neyman. Nous
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avons �egalement e�ectu�e une �etude comparative des puissances de ces di��erents tests. Il s'av�ere

que ces tests sont soit peu puissants, soit lourds �a mettre en oeuvre. Aussi avons-nous essay�e de

proposer une d�emarche qui aboutisse �a un test facile �a utiliser et raisonnablement puissant.

L'id�ee est d'exploiter le lien fort entre la loi g�eom�etrique et la loi exponentielle. Plus pr�ecis�e-

ment, nous transformons les donn�ees discr�etes en donn�ees continues et nous e�ectuons un test

d'ad�equation �a la loi continue correspondante. Nous utilisons pour cela la transformation de

Smirnov g�en�eralis�ee [71], en l'appliquant aux variables al�eatoires �a valeurs dans N� :

Transformation de Smirnov g�en�eralis�ee : Soit K une variable al�eatoire �a valeurs dans N�,

de fonction de r�epartition F0. Soit U une variable al�eatoire de loi U [0; 1], ind�ependante de K.

Alors la variable al�eatoire T = F0(K � 1) + p0(K)U est de loi U [0; 1].
Si on dispose d'un �echantillon K1; : : : ; Kn et de variables al�eatoires U1; : : : ; Un ind�ependantes

entre elles, ind�ependantes des Ki et de loi U [0; 1], on e�ectue la transformation ci-dessus n fois :

8i 2 f1; : : : ; ng; Ti = F0(Ki � 1) + p0(Ki)Ui. Tester l'ad�equation des Ki �a la loi de fonction de

r�epartition F0, c'est tester l'ad�equation des Ti �a la loi uniforme sur [0; 1].

Pour tester l'ad�equation des Ki �a une famille param�etr�ee de lois, on remplace la fonction de

r�epartition F0 par la fonction de r�epartition estim�ee F (:; �̂n). Pour i 2 f1; : : : ; ng, on pose donc :bTi = F (Ki � 1; �̂n) + p(Ki; �̂n)Ui (5.13)

Malheureusement, comme dans le cas continu, on ne peut pas tester l'ad�equation des Ki �a

cette famille de lois en testant l'ad�equation des bTi �a la loi uniforme sur [0; 1], car l'estimation

de � par �̂n modi�e la loi asymptotique de la statistique de test par rapport au cas o�u � est

connu. Un traitement au cas par cas pour chaque famille de lois est n�ecessaire, comme pour les

lois continues [31].

Si K est de loi g�eom�etrique de param�etre p, alors T = 1 � (1 � pU)(1 � p)K�1 est de loi

U [0; 1]. Mais on peut remarquer aussi que :

E = K � 1 +
ln(1� pU)

ln(1� p)
(5.14)

est de loi exponentielle de param�etre � ln(1 � p). En fait, K = bEc + 1. On peut donc tester

l'ad�equation des Ki �a la loi g�eom�etrique de param�etre p connu, en testant l'ad�equation des

Ei = Ki � 1 +
ln(1� pUi)

ln(1� p)
�a la loi exponentielle de param�etre � ln(1� p).

Dans le cas o�u le param�etre p est inconnu, l'id�ee naturelle est de tester l'ad�equation des

bEi = Ki � 1 +
ln(1� p̂nUi)

ln(1� p̂n)
; o�u p̂n =

nPn
i=1Ki

(5.15)

�a la famille des lois exponentielles, par exemple par le test d'Anderson-Darling.

Pour valider ce test, il faut v�eri�er que la loi asymptotique de la statistique de test ainsi

d�e�nie est la même que celle de la statistique d'Anderson-Darling pour tester l'ad�equation d'un

�echantillon �a la loi exponentielle. Pour cela, il faut montrer que le processus empirique associ�e auxbEi converge vers le même processus gaussien que le processus empirique associ�e �a un �echantillon

exponentiel classique. Nous n'avons pas encore pu prouver th�eoriquement ce r�esultat, mais nous

avons e�ectu�e des simulations qui nous laissent penser qu'il est correct.

Nous avons donc mis en oeuvre ce test et nous l'avons compar�e aux autres tests d'ad�equation

�a la loi g�eom�etrique. Il s'av�ere que ce test r�ealise un bon compromis entre facilit�e d'utilisation

et puissance.

Finalement, notre �etude de puissance nous am�ene �a recommander, pour tester l'ad�equation

d'un �echantillon �a la loi g�eom�etrique, le test de Baringhaus-Henze et le test d'Anderson-Darling

bas�e sur la transformation de Smirnov g�en�eralis�ee.
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5.4 Perspectives

Il reste �a achever la d�emonstration de la validit�e du test bas�e sur la transformation de

Smirnov g�en�eralis�ee. Ce test peut se g�en�eraliser facilement �a d'autres lois de probabilit�e que la

loi g�eom�etrique, par exemple la loi de Weibull discr�ete de type I.

Pour que ces m�ethodes puissent être largement utilis�ees en pratique, il faut les adapter au

cas o�u les observations sont censur�ees. Il faut �egalement les g�en�eraliser aux syst�emes r�eparables.

Par ailleurs, il faudrait pouvoir ajouter au vieillissement discret �a la sollicitation une composante

continue due au vieillissement dans le temps.
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Chapitre 6

EÆcacit�e de la maintenance

6.1 Probl�ematique

Tout au long de leur vie op�erationnelle, tous les syst�emes industriels complexes (centrales

nucl�eaires, automobiles, ...) sont soumis �a des op�erations de maintenance pr�eventive et correc-

tive. La maintenance pr�eventive a pour but de ralentir le vieillissement des syst�emes et donc

de retarder l'apparition des d�efaillances, tandis que la maintenance corrective doit remettre en

fonctionnement les syst�emes d�efaillants. La sûret�e de fonctionnement de ces syst�emes d�epend na-

turellement �etroitement de l'eÆcacit�e de ces op�erations de maintenance. Dans la pratique, on ob-

serve que la maintenance permet e�ectivement de di��erer notablement la �n de vie des syst�emes

complexes, mais on n'a pas d'�evaluation quantitative pr�ecise de l'eÆcacit�e de ces op�erations.

La plupart des mod�eles classiques de �abilit�e des syst�emes r�eparables (Rigdon-Basu [122]) ne

permettent pas de prendre en compte l'e�et des maintenances autrement que dans une logique

du tout ou rien : la maintenance est suppos�ee remettre le syst�eme �a neuf (\AGAN : As Good As

New") ou le laisser dans l'�etat o�u il �etait juste avant la d�efaillance (\ABAO : As Bad As Old").

Ces hypoth�eses sont clairement trop simpli�catrices : la maintenance va en g�en�eral ralentir l'usure

des syst�emes sans pour autant les remettre �a neuf.

D'un point de vue probabiliste, la suite des instants de d�efaillance et maintenance d'un

syst�eme r�eparable est usuellement mod�elis�ee �a l'aide de processus al�eatoires ponctuels. Les si-

tuations AGAN et ABAO correspondent aux processus de renouvellement et aux processus

de Poisson non homog�enes. Le but de la th�ese de L. Doyen est de proposer des mod�eles in-

term�ediaires, �a l'aide d'une mod�elisation des e�ets des maintenances repr�esentative de la r�ealit�e

industrielle, et d'e�ectuer l'analyse statistique de ces mod�eles. L'application pratique de ces

r�esultats devrait être assur�ee dans le cadre d'une collaboration avec EDF.

Un certain nombre de travaux ont d�ej�a �et�e r�ealis�es dans le domaine : Malik [96], Brown-

Proschan [19], Block-Borges-Savits [11], Kijima [78], Baxter-Kijima-Tortorella [9], Pham-Wang

[114]. La �nalit�e des mod�eles propos�es dans ces articles est la plupart du temps la construc-

tion d'une politique de maintenance optimale, et on cherche rarement a �evaluer l'eÆcacit�e de la

maintenance. Par ailleurs, il est tr�es rare de prendre en compte �a la fois les e�ets des mainte-

nances pr�eventives et correctives. En�n, l'�etude statistique de ces mod�eles n'a �et�e abord�ee que

tr�es r�ecemment : Shin-Lim-Lie [131], Dorado-Hollander-Sethuraman [39], Lim [89], Yun-Choung

[145].

6.2 Premiers r�esultats

Ce travail n'ayant d�ebut�e qu'en 2001, on ne peut pr�esenter ici que quelques premiers r�esultats

[41] et des perspectives sur le travail de th�ese de L. Doyen.
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Dans un premier temps, on se contente de supposer que les maintenances ne sont que cor-

rectives. On se retrouve alors dans une situation similaire �a celle rencontr�ee en �abilit�e des logi-

ciels : le processus des d�efaillances est un processus al�eatoire ponctuel dont la loi est enti�erement

d�etermin�ee par son intensit�e �t. Dans la mesure o�u nos travaux ont vocation �a s'appliquer �a des

syst�emes essentiellement mat�eriels qui vieillissent, les mod�eles d�evelopp�es seront, contrairement

au cas des logiciels, des mod�eles de d�ecroissance de �abilit�e. Comme pour les logiciels, les dur�ees

de r�eparation sont suppos�ees n�egligeables ou ne sont pas comptabilis�ees. On utilisera les mêmes

notations que dans le chapitre 2 : les instants successifs de d�efaillance (et donc aussi de main-

tenances correctives) sont not�es Ti, et le nombre de d�efaillances survenues �a l'instant t est not�e

Nt.

Il est naturel de supposer qu'en l'absence de maintenance, le syst�eme a un vieillissement pro-

gressif continu. On consid�erera donc qu'avant la premi�ere maintenance, l'intensit�e de d�efaillance

est une fonction d�eterministe du temps �(t), continue et croissante, appel�ee intensit�e initiale.

L'hypoth�ese ABAO de r�eparation minimale consiste �a supposer que le processus des d�efaillances

est le NHPP d'intensit�e �t = �(t). Inversement, l'hypoth�ese AGAN de remise �a neuf consiste �a

supposer que le processus des d�efaillances est un processus de renouvellement dont �(t) est le

taux de hasard de la loi g�en�erique. Ce processus a donc pour intensit�e �t = �(t� TNt
).

Une premi�ere classi�cation de mod�eles a �et�e propos�ee, qui consiste �a distinguer deux types

d'e�ets de la maintenance : r�eduction de l'intensit�e de d�efaillance et r�eduction de l'âge virtuel.

6.2.1 Mod�eles �a r�eduction de l'intensit�e de d�efaillance

L'id�ee de base de ce type de mod�eles est de consid�erer que l'e�et de la maintenance porte

sur l'intensit�e de d�efaillance elle-même. Alors, si on note ��Ti et �
+
Ti

les valeurs de l'intensit�e

de d�efaillance juste avant et juste apr�es la i�eme maintenance, ces mod�eles sont caract�eris�es par

l'expression de �+Ti en fonction de ��Ti.

Par exemple, on dira qu'il y a r�eduction arithm�etique de l'intensit�e de d�efaillance s'il existe

une quantit�e S(i; T1; : : : ; Ti) telle que :

�+Ti = ��Ti � S(i; T1; : : : ; Ti) (6.1)

et on aura une r�eduction g�eom�etrique de l'intensit�e de d�efaillance si on a :

�+Ti = ��TiS(i; T1; : : : ; Ti) (6.2)

Si on suppose de plus qu'entre deux d�efaillances, l'intensit�e �t est parall�ele �a l'intensit�e

initiale �(t), alors un mod�ele �a r�eduction arithm�etique de l'intensit�e sera d�e�ni par une intensit�e

de d�efaillances de la forme :

�t = �(t)� Z(Nt; T1; : : : ; TNt
) (6.3)

De la même fa�con, on d�e�nit un mod�ele �a r�eduction g�eom�etrique de l'intensit�e par :

�t = �(t)Z(Nt; T1; : : : ; TNt
) (6.4)

Les quantit�es Z(Nt; T1; : : : ; TNt
) ne peuvent pas être quelconques puisqu'il faut respec-

ter quelques contraintes comme par exemple la positivit�e de �t. Dans le cas d'une r�eduction

arithm�etique, il faut que Z(Nt; T1; : : : ; TNt
) soit inf�erieur �a �(TNt

). La fa�con la plus simple de

faire est de poser Z(Nt; T1; : : : ; TNt
) = ��(TNt

), avec 0 � � � 1. On d�e�nit ainsi le mod�ele �a

r�eduction arithm�etique de l'intensit�e de type 1 (ARI1) par l'intensit�e :

�t = �(t)� ��(TNt
) (6.5)
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On peut montrer que cela revient �a consid�erer que chaque maintenance e�ectue une r�eduction

arithm�etique de l'intensit�e proportionnelle �a son accroissement depuis la derni�ere d�efaillance,

c'est-�a-dire pour tout i :

�+Ti = ��Ti � �
h
�+Ti � ��Ti

i
(6.6)

Une autre id�ee simple est de consid�erer que la maintenance r�eduit l'intensit�e d'un facteur

proportionnel �a sa valeur avant la d�efaillance, c'est-�a-dire :

�+Ti = ��Ti � ���Ti = (1� �)��Ti (6.7)

Alors l'intensit�e de ce mod�ele est :

�t = �(t)� �

NtX
j=0

(1� �)j�(TNt�j); (6.8)

On peut remarquer que le mod�ele ARI1 consiste �a ne prendre que le premier terme dans la

somme ci-dessus. On peut donc englober les deux mod�eles pr�ec�edemment d�e�nis dans une classe

plus large, param�etr�ee par un entier m, d�e�nie par une intensit�e de d�efaillance de la forme :

�t = �(t)� �

min(m�1;Nt)X
j=0

(1� �)j�(TNt�j); (6.9)

L'intensit�e s'exprime �a l'aide des m derniers instants de d�efaillance. On voit donc apparâ�tre

une propri�et�e markovienne de m�emoire m. Le mod�ele d�e�ni par l'intensit�e (6.9) est donc appel�e

mod�ele �a r�eduction arithm�etique de l'intensit�e de m�emoire m (ARIm). Dans ces condi-

tions, le mod�ele d�e�ni par l'intensit�e (6.8) peut être appel�emod�ele �a r�eduction arithm�etique

de l'intensit�e de m�emoire in�nie (ARI1).

De la même fa�con, on peut d�e�nir des mod�eles �a r�eduction g�eom�etrique de l'intensit�e. Par

exemple, le mod�ele �a r�eduction g�eometrique de l'intensit�e de m�emoire 1 (GRI1) est d�e�ni par :

�t =
�(t)

[�(TNt
)]�

(6.10)

Une transformation logarithmique simple permet de passer des mod�eles ARI aux mod�eles

GRI.

6.2.2 Mod�eles �a r�eduction de l'âge

Le principe de cette classe de mod�eles est de consid�erer que la maintenance a pour e�et de

\rajeunir" le syst�eme, au sens o�u son intensit�e de d�efaillance �a l'instant t est �egale �a l'intensit�e

initiale �a un instant At = A(t;Nt; T1; : : : ; TNt
). Si on consid�ere que l'âge r�eel �a l'instant t d'un

syst�eme mis en fonctionnement �a l'instant 0 est t, alors At peut être consid�er�e comme l'âge

virtuel du syst�eme �a l'instant t.

Un mod�ele �a r�eduction de l'âge est d�e�ni par une intensit�e de d�efaillance de la forme :

�t = �(At) (6.11)

Les contraintes pesant sur At sont les mêmes que celles qui p�esent sur �t dans les mod�eles �a

r�eduction d'intensit�e quand l'intensit�e initiale est �(t) = t. On peut donc construire des mod�eles

�a r�eduction d'âge par analogie avec les mod�eles �a r�eduction d'intensit�e. Par exemple, on d�e�nit :

� le mod�ele �a r�eduction arithm�etique de l'âge de m�emoire 1 (ARA1) :

�t = � (t� �TNt
) (6.12)
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Il s'av�ere que ce mod�ele n'est autre que celui qui a �et�e introduit par Malik [96], puis

formalis�e par Shin-Lim-Lie [131].

� le mod�ele �a r�eduction arithm�etique de l'âge de m�emoire m (ARAm) :

�t = �

0@t � �

min(m�1;Nt)X
j=0

(1� �)jTNt�j

1A (6.13)

On remarque que les cas ABAO, AGAN et le mod�ele de Malik sont des mod�eles ARAm

particuliers.

� le mod�ele �a r�eduction g�eom�etrique de l'âge de m�emoire 1 (GRA1) :

�t = �

 
t

T
�
Nt

!
(6.14)

6.2.3 Intensit�e de d�efaillance minimale

Nous avons commenc�e �a �etudier les mod�eles �a r�eduction d'intensit�e et �a r�eduction d'âge :

forme de leur intensit�e, comparaison entre des ARI et des ARA de même m�emoire ou de même

param�etre �, etc...

Un des points les plus remarquables est que, pour tous ces mod�eles, il existe ce que nous

avons appel�e une intensit�e d'usure minimale, d�e�nie de la fa�con suivante.

On consid�ere un processus ponctuel d'intensit�e �t. On appelle intensit�e d'usure minimale,

si elle existe, la fonction d�eterministe �min(t) qui v�eri�e :

8t 2 R+; P (�t � �min(t)) = 1

8� > 0; 8t 2 R+; P (�t � �min(t) + �) > 0

�min(t) est une borne inf�erieure en de�ca de laquelle la maintenance ne permet pas d'aller. En

pratique, cela signi�e que le syst�eme consid�er�e vieillit plus vite qu'un syst�eme dont l'intensit�e de

d�efaillances est �min(t) et moins vite qu'un syst�eme dont l'intensit�e de d�efaillances est l'intensit�e

initiale �(t).

Par exemple, les intensit�es d'usure minimale pour les mod�eles pr�ec�edemment d�e�nis sont :

� ARIm : �min(t) = (1� �)m�(t)

� ARAm : �min(t) = � ((1� �)mt)

Dans les mod�eles �etudi�es, quand la m�emoire est �egale �a 1, la maintenance a pour e�et de

ramener l'intensit�e de d�efaillance exactement au niveau de l'intensit�e d'usure minimale. Quand

la m�emoire est sup�erieure �a 1, l'intensit�e de d�efaillance est toujours strictement sup�erieure �a

�min(t).

6.2.4 Prise en compte simultan�ee des maintenances correctives et pr�eventives

Les mod�eles pr�ec�edents ne consid�erent que les maintenances correctives. Or, dans la r�ealit�e

industrielle, les maintenances qui augmentent le plus la dur�ee de vie des syst�emes sont les

maintenances pr�eventives. Pour prendre en compte �a la fois les maintenances pr�eventives et les

maintenances correctives, nous avons dans un premier temps fait les hypoth�eses suivantes :

� Les maintenances pr�eventives sont plani��ees �a l'avance et sont e�ectu�ees �a des instants

d�eterministes �i. On note �t le nombre de maintenances pr�eventives e�ectu�ees �a l'instant

t.
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� L'e�et des maintenances pr�eventives est mod�elis�e par l'un des mod�eles pr�ec�edemment

d�e�nis.

� Les maintenances correctives sont du type ABAO.

Sous ces hypoth�eses, le processus des d�efaillances du syst�eme soumis aux deux types de

maintenances est un NHPP. Par exemple, le mod�ele de type ARIm est d�e�ni par l'intensit�e :

�t = �(t)� �

Min(m�1;�t)X
j=0

(1� �)j�(��t�j) (6.15)

A l'aide des propri�et�es bien connues des NHPP, on peut d�egager les principales caract�eristi-

ques de ces mod�eles. On peut �egalement jouer sur le choix des �i, c'est-�a-dire choisir une politique

de maintenance pr�eventive. Nous avons par exemple �etabli quelques propri�et�es dans le cas de

maintenances pr�eventives p�eriodiques.

Bien sûr, les hypoth�eses choisies sont discutables. Elles permettent d'obtenir des mod�eles

faciles �a manipuler, mais elles ne sont pas forc�ement r�ealistes. En particulier, il faut certainement

consid�erer que l'e�et des maintenances correctives n'est pas ABAO.

6.3 Perspectives

Dans tous les mod�eles propos�es, le param�etre � repr�esente l'eÆcacit�e de la maintenance. Donc

�evaluer l'eÆcacit�e de la maintenance, c'est estimer �. Par cons�equent, nous allons nous int�eresser

�a l'estimation de �. Il faut par ailleurs �egalement estimer l'intensit�e initiale. Nous disposons d�ej�a

de premiers r�esultats de simulation, pour lesquels nous avons suppos�e que l'intensit�e initiale

�etait celle d'un Power-Law Process de param�etres � et �. Nous avons ainsi une id�ee du biais

et de la variance des estimateurs de maximum de vraisemblance des param�etres �, � et � pour

les mod�eles ARIm et ARAm. Il reste maintenant �a obtenir des r�esultats th�eoriques. Il serait

int�eressant de construire des intervalles de con�ance et des tests d'hypoth�eses portant sur �. Le

rôle de la m�emoire m est �egalement �a �etudier.

Ce travail devrait se faire en collaboration avec EDF. Nous souhaitons construire ensemble

des mod�eles prenant en compte les e�ets des deux types de maintenance, qui soient repr�esentatifs

de la r�ealit�e industrielle. On peut �evidemment aller au del�a des mod�eles �a r�eduction d'intensit�e

ou d'âge. A terme, nous utiliserons nos r�esultats pour �evaluer l'eÆcacit�e des op�erations de

maintenance sur des syst�emes r�eels, �a partir du retour d'exp�erience.
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Chapitre 7

Conclusions et perspectives

Comme on a pu le voir tout au long de ce m�emoire, mes travaux se situent toujours dans

l'optique du traitement le plus exhaustif possible d'un probl�eme. A partir d'une probl�ematique

industrielle concr�ete, j'essaie d'aller depuis la construction abstraite d'un mod�ele stochastique le

plus repr�esentatif possible de la r�ealit�e, jusqu'�a son utilisation op�erationnelle sur des donn�ees de

retour d'exp�erience. Pour cela, j'utilise des outils probabilistes et statistiques vari�es : processus

al�eatoires, tests non param�etriques, mod�eles lin�eaires, châ�nes de Markov cach�ees, etc... Je ne

pr�etends pas apporter de contribution majeure �a l'�etude th�eorique de ces domaines, mais j'esp�ere

en proposer des applications originales, utiles et math�ematiquement rigoureuses.

En plus des 5 grands th�emes trait�es dans les chapitres 2 �a 6, j'ai �et�e amen�e �a aborder

ponctuellement quelques probl�emes tr�es cibl�es, directement li�es �a des applications :

� La mod�elisation d'un processus englobant production et d�efaillances [21].

� Une �etude sur la constance des param�etres de sûret�e de fonctionnement en exploitation

[36].

� La mesure de l'impact d'une mauvaise estimation du param�etre de forme de la loi de

Weibull sur l'estimation du MTTF et de la �abilit�e, quand on utilise la transformation

dite \Weibull �a exponentielle" [140].

Un certain nombre de perspectives de recherche �a court terme ont �et�e list�ees dans les di��erents

chapitres de ce m�emoire et constituent des prolongements des travaux d�ej�a e�ectu�es. Rappelons-

en quelques unes :

� Approfondir l'�etude de l'utilisation des châ�nes de Markov cach�ees en �abilit�e des logiciels.

� Etablir un r�esultat th�eorique global sur les tests d'ad�equation pr�equentiels.

� G�en�eraliser le test d'ad�equation graphique au Power-Law Process �a d'autres mod�eles.

� Approfondir l'�etude de la famille puissance g�en�eralis�ee.

� D�emontrer la conjecture selon laquelle plus un syst�eme est �able, plus il est sensible au

stress.

� Etudier pr�ecis�ement l'in
uence de stress non ponctuels sur des con�gurations non s�erie.

� Estimer la m�emoire que les composants gardent des stress subis.

� D�emontrer la validit�e du test d'ad�equation aux lois discr�etes bas�e sur la transformation de

Smirnov g�en�eralis�ee.

� Prendre en compte simultan�ement les composantes discr�ete et continue du vieillissement.

� Mesurer simultan�ement les e�ets des maintenances pr�eventives et correctives.

En �abilit�e comme dans beaucoup d'autres branches, les situations rencontr�ees ont souvent

plusieurs facettes compl�ementaires. Citons les dualit�es syst�emes r�eparables ou non r�eparables,
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�abilit�e des logiciels ou des mat�eriels, temps continu ou temps discret, syst�eme vu comme une en-

tit�e (\bô�te noire") ou comme un ensemble de composants (\bô�te blanche"), donn�ees compl�etes

ou censur�ees, dur�ees de bon fonctionnement ou de r�eparation, etc... Quand on a trait�e une fa-

cette d'un probl�eme, une perspective naturelle est de traiter les autres facettes. On peut ainsi

construire facilement d'autres directions de recherche �a partir des probl�emes que j'ai trait�es

jusqu'�a maintenant.

Parmi celles-ci, j'ai l'intention de m'int�eresser plus particuli�erement �a la �abilit�e des syst�emes

r�eparables en temps discret. En e�et, d'une part les travaux pr�esent�es dans le chapitre 5 ont

vocation �a se g�en�eraliser �a des syst�emes mat�eriels r�eparables, et d'autre part certains logiciels

ont un fonctionnement discret. C'est le cas par exemple des logiciels r�eactifs synchrones, �etudi�es

en particulier au laboratoire Logiciels, Syst�emes et R�eseaux (LSR) �a Grenoble. Nous esp�erons

construire sur ce th�eme une collaboration constructive entre le LMC et le LSR.

Tout au long de mes travaux, j'ai �et�e r�eguli�erement confront�e �a certains types de probl�emes

que je n'ai pas eu le temps de traiter et qui pourtant m�eriteraient largement de l'être. Parmi

ceux-ci, j'en retiens deux principaux.

Tout d'abord, dans la pratique, les donn�ees de retour d'exp�eriences sont souvent en tr�es

petit nombre, incompl�etes ou tr�es fortement censur�ees. Dans ce cas, les techniques statistiques

reposant sur des r�esultats asymptotiques ne peuvent pas s'appliquer. On peut alors utiliser la

statistique bay�esienne ou des m�ethodes de traitement des donn�ees manquantes, comme l'algo-

rithme EM et ses d�eriv�es, qui s'annoncent prometteuses.

Le deuxi�eme point concerne la disponibilit�e des syst�emes. Bien qu'ayant beaucoup travaill�e

sur les syst�emes r�eparables, j'ai jusqu'�a maintenant n�eglig�e les dur�ees de r�eparation. Si cela peut

se justi�er dans de nombreux cas, il existe des situations o�u la prise en compte des dur�ees de

r�eparation est indispensable. Dans ce cas, on utilise en g�en�eral des techniques markoviennes,

dont la principale limite r�eside dans l'explosion combinatoire des �etats. On emploie alors de

plus en plus des techniques de simulation. J'aimerais pouvoir m'int�eresser �a la disponibilit�e des

syst�emes informatiques, probl�eme important et jusqu'�a pr�esent presque pas �etudi�e.

Au del�a de ces perspectives techniques, je souhaiterais mettre en avant des caract�eristiques

plus g�en�erales de mes activit�es de recherche �a venir. Tout d'abord, la majeure partie des tra-

vaux e�ectu�es en France en sûret�e de fonctionnement sont de nature probabiliste. Je souhaite

d�evelopper de pr�ef�erence un point de vue statistique, allant de la th�eorie jusqu'�a l'exploitation

de donn�ees r�eelles, sans pour autant n�egliger l'aspect probabiliste. En cela mes travaux se rap-

prochent plus de ce qui peut se faire en ce moment aux Etats-Unis ou en Extrême-Orient. Dans

cette veine, je compte d�evelopper la collaboration d�ej�a fructueuse que j'ai mise en place entre

le LMC et la National University of Singapore, ainsi que ma participation au groupe de travail

europ�een de l'European Safety and Reliability Data Association (ESReDA).

Par ailleurs, il est int�eressant de constater que la sûret�e de fonctionnement est largement

pluridisciplinaire. Rien que sur le site grenoblois, des recherches sur ce th�eme sont men�ees dans

plusieurs laboratoires d'informatique et d'automatique (LSR, TIMA, LAG), sans parler de l'in-

dustrie. Dans d'autres endroits, les m�ecaniciens et les chimistes se penchent sur ces probl�emes.

Je souhaiterais contribuer au dialogue entre ces diverses communaut�es. J'ai d�ej�a commenc�e une

action dans ce sens au sein de la Soci�et�e Fran�caise de Statistique et de l'Institut de Sûret�e de

Fonctionnement, et c'est l'approche que je compte d�evelopper par le biais de l'action de recherche

concert�ee locale FIMA, entre le LMC et l'INRIA Rhône-Alpes, dont je suis responsable depuis

mai 2001.
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R�esum�e : Ces travaux portent sur les probabilit�es et la statistique appliqu�ees �a la sûret�e de

fonctionnement. Plus pr�ecis�ement, il s'agit d'une part de construire des mod�eles stochastiques

du processus des d�efaillances et r�eparations de syst�emes divers, et d'autre part de mettre en

oeuvre des m�ethodes statistiques pour exploiter les donn�ees de d�efaillance et de maintenance

dans le but d'�evaluer et de pr�evoir la �abilit�e de ces syst�emes. Les r�esultats pr�esent�es concernent :

la mod�elisation et l'�evaluation de la �abilit�e des logiciels, les tests d'ad�equation aux mod�eles de

croissance de �abilit�e des syst�emes r�eparables, la mod�elisation de l'in
uence d'un environnement

al�eatoire stressant sur la dur�ee de vie des composants et des syst�emes, l'�etude du vieillissement

en temps discret, et l'�evaluation de l'eÆcacit�e de la maintenance.

Mots-cl�es : �abilit�e, mod�elisation stochastique, statistique appliqu�ee, processus al�eatoires ponc-

tuels, tests d'ad�equation, sûret�e de fonctionnement, vieillissement, maintenance

Abstract : This work deals with Probability and Statistics applied to Reliability. More preci-

sely, my work aims, on one hand, to build stochastic models of failure and repair of diverse

systems, and, on the other hand, to develop statistical methods for the analysis of failure and

maintenance data, in order to assess and predict the reliability of these systems. The presented

results concern : modelling and assessment of software reliability, goodness-of-�t tests for reliabi-

lity growth models, modelling of the in
uence of a stressing random environment on component

and system lifetime, study of discrete ageing, and assessment of maintenance eÆciency.

Keywords : reliability, stochastic modelling, applied statistics, random point processes, goodness-

of-�t tests, dependability, ageing, maintenance


