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Durée 2h. Tout document est interdit. Les calculatrices et les téléphones portables,
même à titre d’horloge, sont également interdits.
La rédaction sera prise en compte dans la notation. Toute affirmation doit être justifiée.
Barême approximatif : autour du cours, 8 points ; exercice 1, 4 points ; exercice 2,
4 points ; exercice 3, 8 points.

Autour du cours

1. Soient E et F des ensembles, et f une application de E vers F . Lorsque A est une partie
de E, rappeler la définition de f(A). Lorsque C est une partie de F , rappeler la définition
de f−1(C).

2. Soient E et F des ensembles, et f une application de E vers F . Pour chacune des assertions
suivantes, dire si, pour tout choix de E, F et f , elle est vraie ou fausse, et le démontrer :

a) ∀A ⊂ E, ∀B ⊂ E, f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B) ;

b) ∀C ⊂ F, ∀D ⊂ F, f−1(C ∪D) = f−1(C) ∪ f−1(D).

3. Les sous-ensembles de R3 suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R3 ? (justifier
votre réponse)

a) A = {(x, y, z) ∈ R3 | y = x} ; b) B = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 1}.

4. Soient f : Rm → Rn et g : Rn → Rp des applications. Rappeler la définition de “f est
linéaire”. Montrer que, si f et g sont linéaires, alors g ◦ f est linéaire.

5. Les applications suivantes sont-elles linéaires ? (justifier votre réponse)

a) f : R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (y, 0, 2x− y)
; b) g : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (x, x2, z)
.

Exercice 1

Ecrire la négation de chacune des assertions suivantes. Pour chacune d’elles, dire si l’assertion
ou sa négation est vraie (en le démontrant).

1. Soit n un entier naturel. Si n2 est impair, alors n est impair.

2. ∀x ∈ R, ∃ b ∈ R, x2 + bx + 1 = 0 .



Exercice 2

1. Mettre le nombre complexe z = 1− i sous forme trigonométrique.

Pour tout entier n ∈ N, exprimer le nombre complexe

n∑
k=0

zk

sous forme algébrique, sans signe somme.

2. Pour n appartenant à N∗ , soit sn =
n∑

k=1

k2 . Démontrer par récurrence que :

∀n ∈ N∗, sn =
n (n + 1) (2n + 1)

6
·

Exercice 3

1. Soit V le sous-ensemble de R2 défini par

V = {(x, y) ∈ R2 | x− 3y = 0}.

Montrer que V est un sous-espace vectoriel de R2 et en déterminer une base.

2. Soit f l’application de R2 vers R3 définie par

∀(x, y) ∈ R2, f(x, y) = (y, x− 2y, x− y).

(a) Vérifier que f est une application linéaire.

(b) L’application f est-elle injective ? Donner une base de son noyau.

(c) L’application f est-elle surjective ? Donner une base de son image.

(d) On considère V , le sous-espace vectoriel de R2 de la question 1. Déterminer f(V ) :
dire si c’est une droite ou un plan, et en donner une représentation paramétrique.


