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UE MAT112 : Algèbre et géométrie élémentaires
Examen du 15 juin 2010

Sujet commun à tous les parcours. Le barême est donné à titre indicatif.

Durée : 2h00. Tout document est interdit.

Les calculatrices et les téléphones portables, même à titre d’horloge, sont également interdits.

La rédaction sera prise en compte dans la notation. Toute affirmation doit être justifiée.

Autour du Cours (5 pts)

1. Déterminez l’ensemble des solutions dans C de l’équation z6 = 1, sous forme exponentielle puis
algébrique (c’est à dire en exprimant les solutions sous la forme a + ib).

2. Soit f une application d’un ensemble E dans un ensemble F , A un sous-ensemble de E et B un
sous-ensemble de F . Rappelez la définition de l’image f(A) et de l’image réciproque f−1(B).

3. Soit E = F = {−1,0,1} et f l’application de E dans F qui à x associe x2. Soit A = {−1} et
B = {1}. Écrivez en extension les ensembles :

f(A) ; f−1(B) ; f−1(f(A)) ; f(f−1(B)) .

4. Dans chacun des cas suivants, déterminez si le sous-ensembleW de R3 est un sous-espace vectoriel
? Justifiez votre réponse.

W = {(x, y, z) ∈ R3, x + y + z = 1} , W = {(x, y, z) ∈ R3, x ≤ y ≤ z} ,
W = {(x, y, z), x = α + 2β + 3γ, y = 4α + 5β + 6γ, z = 7α + 8β + 9γ,où (α,β, γ) ∈ R3}

Exercice 1 (2 pts)
Déterminez l’ensemble des nombres complexes z tels que
a. ∣z − 3∣ = ∣z − (1 + i)∣ b. 2z2 − 3z + 1 ∈ R.

Exercice 2 (3 pts)
Déterminez, en fonction de a ∈ R, l’ensemble des solutions du système linéaire

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x + y + 3z = a
x + 2y + 4z = 1 − a
3x + 2y + 8z = 1 + a

Exercice 3 (3 pts)
Soit f l’application de R dans R définie par f(x) = 2x

1 + x2
.

1. f est-elle injective ? surjective ?

2. Montrez que f(R) = [−1,1].

3. Montrez que la restriction

g ∶
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

[−1,1]→ [−1,1]
x→ f(x)

est une bijection.
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Exercice 4 (5 pts)
Le but de l’exercice est de démontrer que pour tout nombre entier naturel n non nul, et pour tout
n-uplets de réels (a1, . . . , an) ∈ Rn, (b1, . . . , bn) ∈ Rn on a l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

(
n

∑
i=1

aibi)
2

≤ (
n

∑
i=1

a2
i ) × (

n

∑
i=1

b2i )

On pose A =
n

∑
i=1

a2
i , B =

n

∑
i=1

b2i , C =
n

∑
i=1

aibi.

1. Soit P (x) =
n

∑
i=1

(aix + bi)2. Exprimez P (x) en fonction de A, B, C et x.

2. Si A ≠ 0, quel est le signe du trinôme du second degré P ?

3. Déduisez que C2 ≤ AB.

4. Soit (a1, . . . , an) un n-uplet de réels strictement positifs. Montrez que

(
n

∑
i=1

ai) × (
n

∑
i=1

1
ai

) ≥ n2

Exercice 5 (4 pts)
Soient V et W deux sous-espaces vectoriels de R4 tels que V ∩W = {0}.

1. On note V +W = {u ∈ R4, u = v +w, v ∈ V,w ∈W}. Montrez que V +W est un sous-espace
vectoriel de R4.

2. Soit v un vecteur non nul de V , et {w1,w2} une famille libre de vecteurs de W .

a. Qu’implique l’existence de ces deux familles libres sur les dimensions de V et W ?

b. Montrez que la famille {v,w1,w2} est libre dans R4.

3. On considère maintenant une famille libre de deux vecteurs {v1, v2} de V . Montrez que {v1, v2,w1,w2}
est une base de R4.


