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UE MAT112 : Algebre et géométrie élémentaires
Examen du 4 janvier 2011

SUJET COMMUN A TOUS LES PARCOURS

Durée : 2h00. Tout document est interdit.
Les calculatrices et les téléphones portables, méme a titre d’horloge, sont également interdits.

La rédaction sera prise en compte dans la notation. Toute affirmation doit étre justifice.

Autour du Cours (2 pts)
1. Quand dit-on d’une application f entre deux espaces vectoriels F et F' qu’elle est linéaire 7

2. Démontrer qu’une application linéaire f entre deux espaces vectoriels E et F' est injective si et
seulement si Ker(f) = {0}.

Exercice 1 (2 pts)
On considére un point M de l'espace, de coordonnées (1,2, 1) dans un repeére orthonormé. Soit (P) le
plan passant par les points A(1,0,1), B(1,—1,0) et C(0,1,2). Calculer la distance de M a (P).

Exercice 2 (3 pts)
On considére les trois vecteurs de R? suivants.

u=(1,1,-1) ; v=(2,1,00 ; w=(-1,2,1).
1. Calculer le produit vectoriel u A v.
2. Calculer det(u,v,w).
3. Montrer que w est orthogonal a u et & v mais que u n’est pas orthogonal a v.

Exercice 3 (2 pts) 2n (—1)k+1 nooy
Démontrer par récurrence sur n € N*, I'identité = .

Exercice 4 (4 pts)
Soit I'application g, de R3 vers R3, définie par

Y(z,y,2) € R®, gz, y,2) = (x+2y+42,22+ 3y + 32,2 — 62).
1. Montrer que g est une application linéaire.
2. Déterminer la matrice de g dans la base canonique de R3.
3. Répondre aux questions suivantes dans l'ordre que vous voudrez :

e Quel est le rang de g 7
e Déterminer le noyau Ker (g) de g.
e Donner une base de I'image Zm (g) de g.

e Caractériser les vecteurs de coordonnées (a, b, c) de I'image de g par une équation.
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Exercice 5 (3 pts)
Soit f une application de R dans R. On considere les assertions suivantes :

A:VYmeR, JzeR, f(z) <m.
B: dMeR, Vz eR, f(zx) < M.

C:VKeR, Iz >K, f(z)=1.
1. Ecrire =B et montrer que : (f surjective)= —B.

2. Montrer que C =(f non injective).

On se place désormais dans le cas ou f est définie par : Vo € R, f(z) = sin(wz).
3. En justifiant vos réponses, déterminer si les assertions A, B, C' sont vraies ou fausses.

4. En utilisant les questions précédentes, déterminer si f est injective et/ou surjective.

a b

d

Exercice 6 (4 pts)
Soit (a, b, c,d) € R* et une matrice A = <

>. On lui associe un polynome Py, défini par

Pa(t) = det(A — 1)) ot T — <(1) (1)) .

1. Montrer que Pa(t) = t? — (a + d) t + det A.
Pour tout trinéme P(t) = ast? + a1t + ag, on définit
P(A) = CL2A2 + a1 A + apls.

2. Montrer que la matrice A annule Py, c¢’est-a-dire que
0 0
pat= (0 9).

.1 (-1 1
3. On considere A = (_1 2).

e Calculer P4(t).
e Déduire de ce qui précede A? en fonction de A et Iy. Méme question pour A3.
e En déduire AS.



