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UE MAT112 : Algebre et géométrie élémentaires
Examen du 7 janvier 2010
SUJET DES PARCOURS : BIN / CHI / PHG / PCI-PHC-PHY

Durée : 2h00. Tout document est interdit.
Les calculatrices et les téléphones portables, méme a titre d’horloge, sont également interdits.

La rédaction sera prise en compte dans la notation. Toute affirmation doit étre justifice.

Autour du Cours (4 pts)

n
1. Soit x e R\ {1} et n € N, rappelez en fonction de n et x la valeur de Z .
k=0
Démontrez par récurrence ce résultat.

2. Soit E un sous-espace vectoriel de R™ et f une application linéaire de F dans E. Rappelez la
définition de ker(f). Puis montrez :

f injective <= ker f = {0}.
Exercice 1 (4 pts)
Soit le polynéme P défini par P(z) = 2% =223 = 22 - 22 - 2.
1. Calculez P(i).

3

2. Soit A(z) = ap+a1z+as 22 +asz’ + a2 un polynéme dont les ceefficients ag , a1, as, as, a4

sont réels.

On suppose que pour un certain nombre complexe zg, le polynéme A s’annule en zy; montrez
qu’alors A s’annule aussi en z .

3. Donnez un facteur de degré 2 a ccefficients réels du polynéme P .

4. Déterminez toutes les racines réelles du polynoéme z* - 22 — 22 — 22 - 2.

Exercice 2 (4 pts)

On considere le triangle ABC dont les c6tés ont pour équations (AB) :x+2y =3, (AC) :x +y = 2,
(BC):2zx+3y=4.

1. Donnez les coordonnées des points A, B, C.
2. Donnez les coordonnées des milieux A’ B',C" de (BC), (AC) et (AB) respectivement.

3. Donnez une équation de chaque médiane et vérifiez qu’elles sont concourantes.

Exercice 3 (4 pts)

On considere les vecteurs

i=(52-1); o=111); ©=(-1,25).
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1. Calculez le produit vectoriel @ A ¥ et vérifiez que ’espace vectoriel engendré par 4 et ¥ noté
vect(,v) est un plan vectoriel P dont vous donnerez une représentation paramétrique et une
représentation cartésienne (ou implicite).

2. Vérifiez que la famille (%, U, w) est liée et précisez une relation de liaison entre ces trois vecteurs.
Que vaut (4AD) - w?

3. L’application linéaire de R® dans R? définie par
V(a,8,7) eR® f(a,8,7) = ati + BT+ yw

est-elle injective 7
Exercice 4 (5 pts)
Soit f l’application de R? dans R?® définie par :
flr,y,z)=(x-2y+2,2x -2y, -2y +2)
1. Vérifiez que f est une application linéaire.
2. Ecrivez la matrice de f dans la base canonique de R?, puis celles de fo f et fo fo f.
3. Déterminez ker(f), ker(fo f) et ker(fo fo f).

4. Déterminez un vecteur vz de R? tel que fo f(v3) # 0. Calculer vo = f(v3) et vy = f(v2). Montrez
que (v1,vg,v3) forme une base de R3.

5. Montrez que pour tout v € R3 tel que fof(v3) 0, et va = f(v3), v1 = f(v2), la famille (v, v, v3)
est une base de R3.



