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UE MAT112 : Algebre et géométrie élémentaires
Examen du 7 janvier 2010
SUJET DES PARCOURS : MAT-PMM / MIN / INF-IAG

Durée : 2h00. Tout document est interdit.
Les calculatrices et les téléphones portables, méme a titre d’horloge, sont également interdits.

La rédaction sera prise en compte dans la notation. Toute affirmation doit étre justifice.

Autour du Cours (4 pts)
1. Rappelez la formule du binéme de Newton qui permet de calculer (a + b)™.
2. Soit a, f € C, rappelez comment on calcule la ou les racines de 22 — az + 5 = 0 dans C.
3. A quelle condition dit-on d'une famille de n vecteurs (ui,...,u,) de R" qu'elle est libre ?

4. La famille ((1,-2,-1),(2,-3,-4),(1,-5,5)) de vecteurs de R? est-elle libre ?

Exercice 1 (6 pts)

On considere 'application
f R?2 o R?2
(z,y) = (z+y,zy)
et ensemble A = {(z,y) e R?|z =0 et y > 0}.
1. L’application f est-elle linéaire ? L’ensemble A est-il un sous-espace vectoriel de R? ?
2. L’application f est-elle injective 7
3. Déterminez f~1(A).
4. L’application f est-elle surjective ?

C? - 2

5. On considere maintenant I’application f sur C, on la note g : (y) o (z+y 1)
9 9y

Montrez
= a-x

0

se =@ ={ o,

—ax+(

Déduisez de cette équivalence la surjectivité de g.

Exercice 2 (6 pts)

1 10 3.2
1. Soient les matrices B = et C=|-3 -2
-1 2 1 9 6

a. Combien de lignes et de colonnes a le produit BC 7 Calculez-le.

b. Combien de lignes et de colonnes a le produit C' B? Calculez-le.
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2 2 -1
2. Soit la matrice carrée A = 2 -1 2
-1 2 2

a. Pour (a,b,c) appartenant & R3, résolvez le systeme linéaire de trois équations & trois

2 + 2y - 2z = a
inconnues z,y, z : (5) 2 - y + 2z = b par la méthode de Gauss.
-r + 2y + 2z = c

b. Déduisez de la question précédente que la matrice carrée A est inversible et précisez sa
matrice inverse A71.

c. Vérifiez que le carré A?> = A x A de la matrice A est proportionnel & la matrice

1 00
I=]1]010
0 01

Retrouvez ainsi U'inversibilité et Uinverse A~! de la matrice A .

Exercice 3 (4 pts)

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soient f et g deux applications linéaires de F dans F telles
que :
Ve e E, f(z)+g(z)=x.

1. Montrez que Ker(f) nKer(g) = {0}.
2. Montrez que Ker(f) c Im(g).

3. Déduisez-en que dim(Im(f)) + dim(Im(g)) >n et dim(Ker(f)) + dim(Ker(g)) < n.



