Université Joseph Fourier — Grenoble I PCPP1 - PCPP2 - PCPP3 - PCPP4
L1 : Licence Sciences et Technologies UE MAT112 : examen de janvier 2009

Durée 2h. Tout document est interdit. Les calculatrices et les téléphones portables,
meéme a titre d’horloge, sont également interdits.

La notation tiendra le plus grand compte de la rédaction.

Exercice 1

1. Soient p et ¢ deux nombres réels appartenant a |0, 1] dont la somme vaut 1.

n
Pour n appartenant a N, que vaut Z ( n > PR gk 7
k=0

2. a) Vérifiez que pour tout nombre entier m de N*, le nombre entier 3™ — 1 est pair.
2m—1
b) Pour m appartenant a N*, soit o, = Z (\/g)k : calculez oy,
k=0

(vous mettrez ce nombre réel sous la forme @y + by V/3 0Ol am et by, sont deux nombres entiers).

n
3. Pour n apppartenant a N* | soit s, = Z k3 .
k=1

a) Quelles sont les valeurs de si, sa, s3 7
n? (n+1)>

b) Démontrez par récurrence que : Vn € N* s, = 1

Exercice 2

3
Soient les ensembles E = {—w,—g,o, g,ﬂ, ?ﬂ} et U={uecC/|lul =1}.

Soit f I'application de E dans U définie par: V8 € E  f(0) = e (= cos® + isinb).

1. Faites un diagramme avec des fleches pour représenter ’application f de l’ensemble F
(contenu dans la droite réelle) dans ’ensemble U (contenu dans le plan complexe).

-1
2. Précisez l'image réciproque par f de 'ensemble { — i}, c’est-a-dire f ({ — 2})

(ou encore l’ensemble des antécédents de —i par f )
3. L’application f est-elle injective?
4. L’application f est-elle bijective de E sur U ?

5. a) Enumérez les éléments de I'ensemble f(E).
b) Donnez un polynéme a coefficients réels dont l’ensemble des racines soit exactement

f(E).

6. L’application f est-elle surjective (sur U )7

Tournez 8.v.p.



Exercice 3

Ecrivez la négation de chacune des propositions mathématiques suivantes et pour chacune d’elles,
dites si elle est vraie ou fausse en justifiant tres précisément vos réponses.

1.

2.

VaeR VbeR (ab>0= a>0 e b>0).

dmeR VeeR 22 -2z —3 > m.

dM eR Vz€]—o00,In(3)] e?® — 2% —3 < M.

Soit P l'application définie par : Vo € R P(z) = 2® — 32% — 9z + 1.
VeeR Plx) #0.

Vo € [4,+00] P'(z) #0.

Exercice 4

L’espace euclidien R? est muni de la base orthonormée directe
B = (51,52,63) ou 61 = (1,0,0) 3 62 = (0,1,0) 3 53 = (0,0, 1) .
Soient les vecteurs u = (3,-1,2) et VvV = (—-2,0,-1).

. a) Calculez le produit vectoriel @ A .

b) Vérifiez que ce vecteur est orthogonal a la fois a 4 et a .

Soit P = Vect (i, 7).

. Justifiez que P est un plan vectoriel.

. a) Donnez un vecteur 7 normal & P.

b) Caractérisez le fait qu'un vecteur T = (z,y,z) appartienne a P par une équation.

. Soit le vecteur w = (1,-1,1) .

Montrez que la famille {@, ¥, W} est liée et donnez une relation de liaison entre ces trois
vecteurs.

. Soit le vecteur w’ = (1,1,1) .

- =

La famille {@, @, w '} est-elle libre ou liée ? Montrez que (i, 7, ') est une base de R? .

. a) Pour (a,b,c) appartenant & R? | discutez et résolvez le systéme linéaire de trois équations

3z — 2y + 2z = a
a trois inconnues x,y, z : (5) - + z = b  parlaméthode de Gauss.
2z, — y + z =
3 -2 1
b) Que pouvez-vous en déduire pour la matrice A = -1 01 ?
2 -1 1

¢) Que pouvez-vous en déduire pour ’application linéaire f de R? dans R? définie par
V(z,y,2) €R® f(w,y,2) = (3x—2y+2z, —2+2,20—y+2z) ?
En particulier, quel est I’ensemble des antécédents par f de (2,0,1) ?

=/

d) Quelles sont les composantes dans la base B’ = (i, 7,4 ') de R® du vecteur (2,0,1) ?

e) Quel est le volume du parallélépipede construit sur les vecteurs i, v, w ' ?



