
Université Joseph Fourier – Grenoble I

L1 : Licence Sciences et Technologies

UE MAT112 : examen, deuxième session 2008

Durée 2h. Tout document est interdit. Les calculatrices et les téléphones
portables, même à titre d’horloge, sont également interdits.

Questions de cours (4 points) : Soient A, B et C trois propositions. On note I1

la proposition A =⇒ B, I2 la proposition B =⇒ C, I3 la proposition A =⇒ C. On
rappelle que ∧ désigne le connecteur logique “et”.

1. Ecrire la table de vérité de la proposition I1.

2. Ecrire la table de de vérité de la proposition (I1 ∧ I2).

3. Démontrer à l’aide des tables de vérité que la proposition
(

(I1 ∧ I2) =⇒ I3

)

est

toujours vraie.

4. Démontrer que la proposition suivante est toujours vraie :
(

(A ⇐⇒ B) ∧ (B ⇐⇒ C)
)

=⇒ (A ⇐⇒ C) .

Exercice 1 (6 points) :

1. Ecrire le nombre complexe z = 1 + i
√

3 sous forme exponentielle (ρ eiθ).

2. Ecrire sous forme algébrique (a + ib) les nombres z4 et z7.

3. Soit n ∈ Z un entier. Montrer que le nombre zn est réel si et seulement si il existe
un entier relatif j tel que n = 3j.

4. Pour tout entier k > 0, on pose :

Ck =
k

∑

h=0

(

k

h

)

(i
√

3)h .

Ecrire Ck en fonction de k et z.

5. Pour tout entier n > 1, on pose :

Sn =
n

∑

k=0

Ck .

Ecrire Sn en fonction de n et z, sans que le signe
∑

n’apparaisse dans la réponse.

6. Montrer que la partie réelle de Sn est nulle si et seulement si il existe un entier
positif ou nul j tel que n = 3j + 2.
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Exercice 2 (10 points) : Soient A et B les deux matrices suivantes.

A =





1 1 −1
0 −1 2
0 0 1



 ; B =





1 0 0
0 1 0
3 −1 −1





1. Justifier que A est inversible et calculer A−1.

2. Justifier que B est inversible et calculer B−1.

3. On note M le produit matriciel de A par B : M = AB. Calculer M .

4. Justifier le fait que M est inversible et calculer M−1.

Dans toute la suite, (e1, e2, e3) désigne la base canonique de R
3.

e1 = (1, 0, 0) , e2 = (0, 1, 0) , e3 = (0, 0, 1) .

On note f (respectivement : g) l’application linéaire de R
3 dans lui-même qui a

pour matrice A (respectivement : B) dans la base (e1, e2, e3).

5. Écrire les vecteurs f(e1), f(e2), f(e3).

6. Écrire les vecteurs f ◦ f(e1), f ◦ f(e2), f ◦ f(e3). Retrouver le résultat de la
question 1.

7. On note h l’application linéaire de R
3 dans lui-même, qui à un vecteur v associe

h(v) = f(v) − g(v). Ecrire la matrice de h dans la base (e1, e2, e3).

8. Calculer h(e1 + e2 + e3). En déduire que l’application h n’est pas bijective.

9. Donner une base de Ker(h).

10. Donner une base de Im(h).
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