Université Joseph Fourier — Grenoble I

L1 : Licence Sciences et Technologies
UE MAT112 : examen, 12 janvier 2007

Durée 2h. Tout document est interdit. Les calculatrices et les téléphones
portables, méme a titre d’horloge, sont également interdits.

Questions de cours (2 points) : Soit n un entier strictement positif, et f une
application de R™ dans R™.

1. Démontrer que si f est linéaire et si 'équation f(z) = 0 admet pour seule solution
x =0, alors f est injective.

2. Démontrer que si f est linéaire et injective, alors f est bijective.

Exercice (6 points) :
1. Démontrer que I'application de R* dans R*, qui & = associe 1/x, est une bijection.

2. On considere les ensembles :
A=R*xR* et B:R2\<({O}XR)U(RX{O})) .
Démontrer que A = B.

3. Démontrer que l'application g : (X,Y)+— 83X + 2Y, X + Y ) est une

bijection de R? sur R?, et expliciter son application réciproque g~ *.

4. Dans R?, on note v; = (2,1), et v, = (3,1). On note D; la droite vectorielle en-
gendrée par vy, et Dy la droite vectorielle engendrée par vy. Décrire les ensembles

97 (D1) et g7H(D2).
5. Soit g* I'application de A dans R? définie par

% 3 2 1 1
V(z,y) € A, g"(z,y) = <5+§’;+§>

Démontrer que

6. Démontrer que ¢g* est une bijection de A sur g*(A).

Probléme (12 points) :
Soit () I'application (polynomiale) définie par

Ve eR, Qz) = 2% +22° + 22 + 1.



1. (a) Trouver trois réels «, 3, tels que :
Ve eR, Q(z) = (v + 1)(az® + Bx + 7).

(b) Soient z; = —1, 29 et z3 les trois racines (réelles ou complexes) du polynéme
@. On note Ay, Ay et Az, les points du plan complexe, d’affixes respectives
21, 73 et z3. Représenter les trois points A;, Ay, Az dans le plan complexe.
Que peut-on dire du triangle (A3 A3A3) 7

2. Soient a,b,c trois réels. En procédant par identification, montrer qu’il y a
équivalence entre les deux assertions suivantes :

S5a? + 6z + 4 a br + ¢
i) Ve R\ {-1 = :
(i) vz V=1 Q(x) x+1+x2+x—|—1
(ii) le triplet (a, b, c) est solution du systéme linéaire
110 a D
) [ 111 = |6
1 01 4

3. (a) En utilisant la méthode du pivot de Gauss, montrer que le systeme linéaire
(S) admet dans R? une solution unique (a,b,c) que 'on précisera.

(b) On note A la matrice :
110
A=11 11
1 01
Vérifier que la matrice A est inversible et calculer son inverse.

4. Dans l'espace euclidien R* muni de la base orthonormée directe (;, j, /2) , soient
les vecteurs @ = (1,1,1),7 = (1,1,0), & = (0,1,1).

(a) Quel est I'angle (non orienté) entre les vecteurs ¢ et f 7
(b) Calculer le produit vectoriel @ A ¥,
(c) Calculer le produit mixte [¢, ¢/, W] (c’est-a-dire le déterminant de A ).
5. Soit g I'application, de R? dans R3, définie par
V(z,y,2) R g(z,y,2) = (y + 22,2y + dz,x —y — 2).

6. Donner la matrice B de l'application g dans la base canonique de R3.

7. Soit f l'application de R* dans R?, dont la matrice dans la base canonique de R?
est A. Calculer les produits AB et BA. Donner la matrice de 'application g o f
dans la base canonique de R3.




