Université Joseph Fourier — Grenoble I

L1 : Licence Sciences et Technologies

UE MAT112 : examen, 8 janvier 2007

Durée 2h. Tout document est interdit. Les calculatrices et les téléphones
portables, méme a titre d’horloge, sont également interdits.

Questions de cours (4 points) :

1.

Quand dit-on d’une application f entre deux espaces vectoriels E et F' qu’elle est
linéaire 7

Définir le noyau d’une application linéaire f.

Démontrer qu’une application linéaire f entre deux espaces vectoriels E et F' est
injective si et seulement si Ker(f) = {0}.

Exercice 1 (2 points) :

1.

2.

L’application f, de R dans R, qui &  associe 22 est-elle injective ? surjective ?
(justifiez votre réponse).

[’application g, de C dans C, qui & z associe z? est-elle injective ? surjective ?
(justifiez votre réponse).

Exercice 2 (5 points) :

1.

Déterminer les racines carrées de —i dans C, sous forme exponentielle (pe') et
sous forme algébrique (a + ib). (On rappelle que les racines carrées de —i sont
les nombres complexes z tels que z? = —1).

. Soit A le nombre complexe A = —50i. Déterminez les racines carrées de A dans

C, sous forme algébrique.

Déterminer, sous forme algébrique, les deux solutions complexes de I’équation

2 4+3(1-i)z+8=0.

Soient A, B, C les trois points du plan complexe ayant pour affixes les solutions
de I’équation
(z—2-20) (2 +3(1—i)z+8)=0.

Représentez ces trois points dans le plan complexe.



5. Démontrez que le triangle ABC' est rectangle (précisez en quel point).

Exercice 3 (9 points) : Soient a et b deux réels. On considére les trois vecteurs de
R? suivants.
vy =(1,0,a), wve=(a,0,a), wvs=/(a,b1).

On note :
e (e1,e,e3) la base canonique de R® : e; = (1,0,0), e; = (0,1,0), e3 = (0,0, 1).

e f I'application linéaire de R? dans R?® qui & e; associe v;, & ey associe v, et A e3
associe vs.

e A la matrice de f dans la base canonique (e, €9, €3).
On munit R? de sa structure euclidienne usuelle et de la base orthonormée (ey, €3, €3).
1. Calculer, en fonction de a et b, le déterminant des 3 vecteurs v, vo, V3.

2. (a) Pour a =1 et b= 0, donner la dimension de Im(f) et celle de Ker(f).
(b) Pour a =1 et b = 0, donner une base de Im(f) et une base de Ker(f).

3. Pour a et b réels quelconques, écrire la matrice A.

4. (a) Pour a =1 et b= 0, on considere le systeme linéaire

x 1
Al vy | =10
z 1




