Université Joseph Fourier — Grenoble I

L1 : Licence Sciences et Technologies
UE MAT112 : examen, 12 janvier 2008 - PCPP1 - PCPP2 - PCPP3 - PCPP4

Durée 2h. Tout document est interdit. Les calculatrices et les téléphones
portables, méme a titre d’horloge, sont également interdits.

Exercice 1 :

1. Soit f une application d’'un ensemble £ dans un ensemble F'.

Ecrivez mathématiquement ou en francgais le fait que :
(a) f soit injective,
(b) f soit surjective,

(¢c) f soit bijective.

1
2. Soit maintenant l'application f définie par Vr e R f(z) = T2
x
(a) Donnez I'allure du graphe de f.
En justifiant tres précisément vos réponses, dites si
(b) T'application f est injective,
(c) T'application f est surjective sur R.
Exercice 2 :
Soit Q(z) = 2% + 222 + 22 + 1.

1. Calculez Q(—1) et vérifiez que I'équation Q(z) = 0 admet une et une seule

solution réelle z; .

2. Déterminez les trois solutions complexes 1 , z1 et zo de ’équation Q(z) = 0 sous
forme algébrique et sous forme trigonométrique. Vérifiez en particulier qu’elles
sont toutes de module 1.

3. On note B, A; et Ay les points du plan complexe d’affixes respectives x1, z; et
zo . Que peut-on dire du triangle (A; B As) 7

Exercice 3 :

S = O

1 10 1 0
Soient les matrices A = 1 11 et I = 0 0
1 0 1 0 1

Dans 'espace euclidien R? muni de la base canonique (€1, €, €3) orthonormée directe,
soient les vecteurs 4 = (1,1,1); ¢ = (1,1,0); « = (0,1,1).

1



1. (a) Calculez le produit vectoriel @ A ¥'.

(b) Caractérisez par une équation implicite les points M (z,y, z) du plan P
engendré par les vecteurs 4 et ¢ et passant par le point My(3,2,1).

(c) Calculez le déterminant Dét(w, U, W) dans la base (€7, €2, €3) (encore égal au
produit mixte [, ¢, W] ou au déterminant de la matrice A). Qu’en concluez-
vous pour la matrice A7

2. Soit le systeme linéaire de trois équations a trois inconnues z, y, 2 :

+ y = «
+ y B ot (a,B,7) €R®.
= v

(5)

8 8 8

+ z
+ z
(a) Ecrivez le systeme (S) matriciellement.

(b) En utilisant la méthode de Gauss, triangulez le systeme (S) et montrez que
quel que soit le second membre «a, 3,7, le systeme (S) admet une et une
seule solution (z,y, z) que vous exprimerez en fonction de (a, 3,7) .

(c) Donnez lexpression de la matrice inverse A~! de A;
vérifiez que votre expression de A~! est juste.

Exercice 4 :
Soit I’application ¢ de R? dans R? définie par :

V((L’,y,Z)ERs g(l‘,y,Z): (y+2272y+427$—y_2)

1. (a) Vérifiez que g est une application linéaire.

(b) Déterminez I'image Im(g) de g et donnez-en une base.
Quel est le rang de g7 L’application g est-elle surjective ?
Le vecteur (0,0,1) appartient-il & I'image de ¢ ?

(¢) Déterminez le noyau Ker(g) de g et donnez-en une base.
L’application g est-elle injective 7

0 1 2 1 00
Soit les matrices B = 0 2 4 et I = 010
1 -1 -1 0 01

2. (a) Vérifiez que B® = B2.

)

b)

(c) Développez le polynéme (1 + z)™ pour n entier naturel non nul.
)

(d) Soit la matrice C' = I + B.
Pour n entier > 2, exprimez la matrice C"™ comme combinaison linéaire de
I,B et B* (en prenant soin de justifier votre réponse).

(
(

Montrez que pour tout entier n > 2, on a B® = B?.



