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La qualité de la rédaction sera prise en compte dans le barème. Aucun document n'est auto-
risé. Calculatrices interdites.

Exercice 1 : Du cours, toujours du cours...

1) Par combien d'équations cartésiennes, au minimum, est dé�nie une droite dans l'espace ?

2) Soient ~u et ~v deux vecteurs de l'espace. Exprimer ~u∧~v en fonction de ~v∧~u. Que vaut [~u,~v, ~u].
3) Donner la dé�nition d'une famille libre d'un espace vectoriel E et d'une famille génératrice

d'un espace vectoriel E.

Exercice 2 : Matrices et systèmes...

1) Soit a ∈ R et A la matrice

(
a 1
1 a

)
On note X =

(
x
y

)
un vecteur de R2 et V =

(
2
2

)
.

a)E�ectuer le produit AX.

b)Déterminer selon les valeurs du paramètre a l'ensemble des solutions X du système donné par

AX = V , et dans le(s) cas où l'ensemble des solutions n'est pas l'ensemble vide donner le rang du

système ainsi que la dimension de l'espace des solutions.

2) On considère le système suivant : (S)


x + y + z = X
2x + 3y − z = Y
x − y + 2z = Z

a) Résoudre ce système linéaire par la méthode de Gauss.

b) Donner la matrice P telle que, P

 x
y
z

 =

 X
Y
Z

, ainsi que la matrice Q telle que

Q

 X
Y
Z

 =

 x
y
z

. Faire le produit de ces deux matrices, qu'obtient-on ? Que représente P

pour Q ?

c)Soit f : R3 → R3

(x, y, z) 7→ (x + y + z, 2x + 3y − z, x− y + 2z)
.

i) f est elle une bijection de R3 dans lui même ? Justi�er.

Si oui exprimer son application réciproque.

ii) Déterminer l'ensemble f−1({0}).
d)Pour (x, y, z) ∈ R3 écrire f(x, y, z) comme une combinaison linéaire de trois vecteurs de R3.

Que peut-on déduire de la résolution du système (S) pour ces trois vecteurs ? Justi�er. Avec les

notations de a), que représentent alors (x, y, z) pour le vecteur de coordonnées (X, Y, Z) dans la

base canonique.

Exercice 3 : Espaces vectoriels...

1) Soit E =
{
(x, y, z) ∈ R3, x + y − 2z = 0

}
a) Montrer que E est un espace vectoriel.

b) Donner une base et la dimension de E.
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2) Donner une condition nécessaire et su�sante sur les réels a et b pour que ((0, a, b), (a, b, 0), (a, 0, b))
soit une base de R3.

3) La famille ((1, 2, 4), (2, 0, 1)) est elle génératrice de R3 ? libre dans R3 ?

4) La famille ((0, 1, 0), (1, 1, 1), (0, 0, 1), (1, 0, 0)) est elle génératrice de R3 ? libre dans R3 ?

Exercice 4 : Géométrie

Soient P1 et P2 deux plans de l'espace.

Une équation cartésienne de P1 est 2x − y + 1 = 0. P2 passe par le point M0 de coordonnées

(1, 0,−2) et un vecteur normal à ce plan est ~n2 =

 0
3
−1


a) Montrer que P1 et P2 ne sont pas parallèles.

b) Donner des équations cartésiennes et paramétriques de P2.

Soit A de coordonnées (3,−1, 2).
c) Montrer que A n'appartient pas à P1.

Calculer la distance de A à P1.
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