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Durée : 1h15min.
Tous documents interdits. Les calculatrices et les téléphones portables, même

à titre d’horloge sont interdits.
Une attention particulière sera portée à la qualité de la rédaction. Les ques-

tions peuvent toutes être traitées indépendemment les unes des autres, même
s’il est parfois plus rapide d’utiliser un résultat d’une question précédente.

Exercice 1 (Dimension d’espaces vectoriels). Soit n un entier naturel. Soient
f : R4 → Rn et g : Rn → R4 deux applications linéaires. Que vaut l’entier n
lorsque :

1. f et g sont toutes les deux injectives ?

2. f et g sont toutes les deux surjectives ?

Justifiez vos réponses.

Exercice 2 (Système linéaire). Soit α un réel quelconque. On consière les deux
familles de vecteurs de R3 suivantes :

X = ((1,−1,−1), (−2, 2, 3), (3,−3, 2))

Y = ((1,−1,−1), (−2, 2, 2), (2,−3, 2))

1. Montrez que X est liée dans R3, puis que Y est liée dans R3.

2. Déterminez, en discutant selon la valeur de α, les solutions du système
linéaire suivant :  x − y − z = 0

−2x + 2y + αz = 0
αx − 3y + 2z = 0

Exercice 3 (Applications linéaires). On note B la famille de vecteurs ((0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)).
On considère la matrice suivante :

A =

 2 −1 1
0 1 0
1 −1 2
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et on note f l’application linéaire de R3 dans R3 qui a pour matrice A dans la
base canonique.

1. Montrez que B est une base de R3.

2. Déterminez la matrice de f dans la base B.

3. En déduire le rang de f , son image Im(f) et son noyau Ker(f). Pour
ceux qui n’ont pas su faire la question précédente (ou qui n’ont pas eu
le temps), il est possible (et même pas très difficile) de répondre à cette
question sans utiliser la matrice dans la base B.

4. On note IdR3 l’application identité de R3. Donnez une base de Im(f−IdR3)
et de Ker(f − IdR3). Cette question est plus facile en utilisant le résultat
de la question 2, mais peut être faite sans cela.

Exercice 4 (Applications linéaires). Soient E, F et G trois espaces vectoriels,
et soient f : E → F et g : F → G deux applications linéaires. Montrez que

Im(f) ⊂ Ker(g)⇔ g ◦ f = 0
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