Controle d’algebre et géométrie élémentaires
Licence 1 - IMMA - S1 - Groupe 5

15/11/2006

Durée : 1h00min.

Tous documents interdits. Les calculatrices et les téléphones portables, méme
a titre d’horloge sont interdits.

Une attention particuliére sera portée a la qualité de la rédaction.

Exercice 1 (Questions de cours). 1. Démontrer I’équivalence de l’tmplication
et de sa contraposée, c’est-a-dire que quelles que soient les propositions A
et B, (A= B) & (-B = —A).

2. Soit E un espace vectoriel. Soit S une application de E x E dans R.
Quelles sont les trois conditions que doit remplir S pour étre un produit
scalaire ?

Exercice 2 (Le langage mathématique). Soit E un ensemble et f une applica-
tion de E dans E. Soit A un sous-ensemble de E. Montrer :

1. que f(f~1(4)) C A,
2. que AC FI(f(A)),

8. qu’il existe une application g de E dans E ainsi qu’un sous-ensemble A
de E tels que les inclusions précédentes sont strictes,

4. que fHf(F7H(A)) = F7H(A),
5. que f(f71(f(A))) = f(A).

Indication : on pourra utiliser, sans les redémontrer, les propriétés suivantes
démontrées en TD :

VA, A" € P(E),(AC A") = (f(A) C f(A))
VB,B' € P(E),(BC B) = (fY(B) c f1(B)

Exercice 3 (Géométrie). Soit (O, i ;) un repére orthonormé du plan affine réel.
Soit a un réel quelconque. Soit D1 la droite d’équation implicite t +ay+1 =0
et Dy la droite d’équation implicite ax +y+ 1 = 0.

1. Donner les équations paramétriques de Dy et de Ds.



A quelle condition sur a les deux droites sont-elles sécantes 7 On suppose
cette condition vérifiée et on appelle I intersection de Dy et de Ds.

IS

3. Déterminer les coordonnées (xy,yr) de I.

4. Dorénavant, on utilisera la valeur numérique a = —%. Soit & un réel

strictement positif. Déterminer les coordonnées (xo,yo) et (xp,y)) des
points My et My situés a la distance 6 de I et se trouvant sur la droite

D1. On pourra utiliser le fait que IMy est un vecteur directeur de Ds.
5. Calculer la distance dg de My a la droite Do lorsque 6 = V5.

6. Soit Ny le projeté orthogonal de My sur la droite Ds, c’est-a-dire le point
de Do situé exactement a la distance dy de My. On définit alors pour tout
n € N les points Ny, et M, 11 tels que:

— N, est le projecté orthogonal de M, ;
— M, 41 est le projeté orthogonal de N,,.

Démontrer que la distance de I a M, décroit en fonction de n. Pour le
prouver, il est conseillé de faire au brouillon un dessin avec les premiers
points de la suite (M,)nen. Vous pouvez aussi expliquer votre preuve, ou
lidée de la preuve, en faisant un petit dessin explicatif sur votre copie.

Exercice 4. Soit E un ensemble. On définit l’ensemble L(E), qu’on appelle
ensemble des listes chainées sur E, de la maniére suivante :

— Il existe un élément particulier € € L(E) qu’on appelle liste vide.
— Pour tout x € E et tout | € L(E), le couple (z,l) appartient o L(E).

Pour toute liste A = (x,1) non vide, on appelle x la téte de A, et on appelle | la
queue de A. Par ailleurs, on dispose des fonctions :

— t: L(E)\ {e} -5 E qui associe ¢ une liste non vide X = (z,1) U'élément
de téte de A, c’est-a-dire t(\) = x,
— q: L(E)\ {e} - L(E) qui associe a une liste non vide A\ = (x,1) la liste
en queue de \, c’est-a-dire g(\) = 1.
— 5: L(E) % N qui associe a toute liste un entier tel que :
— s(e) =0,
— pour toute liste non vide A € L(E), s(A\) =1+ s(q(X)).
Pour toute liste X, on appelle s(\) la taille de A.

On définit la propriété P sur les couples de listes telle que les assertions suiv-
antes sont vraies :

- P(€7€);

— VA e L(E) \ {e},~P(e, \) A =P(\e),

- V)\l, )\2 S L(E) \ {6}, P()\l, )\2) = (t()\l) = t(>\2) N P(q()\l), q()\g)))
Montrer que YA1, 2 € L(E), P(A1,A2) © (A = A2) (c’est-a-dire que P est la
relation d’égalité sur les listes). On utilisera une récurrence.



