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Vendredi 8 décembre 2006, durée : 1 heure 30

Documents et calculatrices interdits.

Il sera particulièrement tenu compte du soin apporté à la rédaction.

Barême approximatif : autour du cours, 4 points ; exercice 1, 5 points ; exercice 2,
11 points.

Autour du cours

Soient E et F des espaces vectoriels sur R.

(1) Soit A une partie de E. Donner une condition nécessaire et suffisante pour
que A soit un sous-espace vectoriel de E.

(2) Soit m ∈ N
? et v1, . . . , vm ∈ E. Donner la définition de “la famille (v1, . . . , vm)

est libre”.
(3) Soit f une application de E vers F . Donner la définition de “l’application f

est linéaire”.
(4) La famille ((1, 0), (0, 1), (1, 1)) est-elle une base de R

2 ?

Exercice 1

(1) Résoudre, en fonction du paramètre réel α, le système linéaire suivant :










x + y + z = α,

2x − z = α,

3x + y = 1.

(2) Calculer le déterminant det(~u,~v, ~w) des trois vecteurs de R
3 (muni de sa base

canonique) ~u = (1, 2, 3), ~v = (1, 0, 1), ~w = (1,−1, 0).
(3) La famille (~u,~v, ~w) est-elle génératrice de R

3 ?

Exercice 2

On désigne par ~u · ~v le produit scalaire usuel entre deux vecteurs ~u, ~v de R
3, muni

de sa base canonique. On note ‖ · ‖ la norme associée au produit scalaire.

(1) Soit P0 ⊂ R
3 le plan donné par l’équation x + y + z = 1. Soit D0 ⊂ R

3

la droite perpendiculaire à P0, passant par le point (1, 0, 0). Donner une
représentation paramétrique et une représentation implicite de D0.

(2) Soit A un point de R
3, et ~u un vecteur non nul de R

3. On considère un point
P ∈ R

3 et la droite D ⊂ R
3 passant par A, dirigée par ~u.
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(a) Montrer que pour tout point M ∈ D, on a

−−→
AM =

−−→
AM · ~u

‖~u‖2
~u.

(b) Montrer que pour tout point M ∈ D, on a

−−→
PM =

−→
PA +

−−→
AM · ~u

‖~u‖2
~u.

(c) Montrer qu’il existe un unique point H de D tel que
−−→
PH soit orthogonal

à ~u, et que l’on a

−−→
AH =

−→
AP · ~u

‖~u‖2
~u.

On appelle H le projeté orthogonal de P sur D.

(d) Montrer que pour tout point M ∈ D, on a
−−→
PH ·

−−→
HM = 0.

En déduire que pour tout point M ∈ D, on a

‖
−−→
PM‖2 = ‖

−−→
PH‖2 + ‖

−−→
HM‖2,

et
‖
−−→
PM‖ ≥ ‖

−−→
PH‖.

On appelle distance de P à D la quantité dist(P,D)= ‖
−−→
PH‖.

(3) Avec les données P0 et D0 de la question 1, pour P0 = (0, 0, 1), calculer
les coordonnées du point H0, projeté orthogonal de P0 sur D0 (cf. 2c), et
calculer dist(P0,D0) (cf. 2d).


