
Université Joseph Fourier

Licence 1, MAT112, 2006-2007.

Vendredi 13 octobre 2006, durée : 1 heure 30

Documents et calculatrices interdits.

Il sera particulièrement tenu compte du soin apporté à la rédaction.

Barême approximatif : autour du cours, 8 points ; exercice 1, 7 points ; exercice 2,

6 points.

Autour du cours

(1) Soit n un entier naturel. Soient a et b deux nombres complexes. Donner une
expression de an+1 − bn+1 dans laquelle (a − b) est en facteur, et démontrer
cette formule. Si z est un nombre complexe différent de (−1), calculer

n
∑

k=0

(−1)kzk.

(2) Écrire et démontrer la formule du triangle de Pascal.

(3) Écrire la négation de la proposition ci-dessous :

∃y ∈ R, ∃q ∈ Z,−q2 > y.

La proposition obtenue est-elle vraie ? (justifier)
(4) L’affirmation suivante est-elle est vraie ou fausse ? Si elle est vraie, la

démontrer ; si elle est fausse, donner un contre-exemple.

Pour A, B des parties d’un ensemble E, (A∪B)∩ c(A ∩ B) = (A∩ cB)∪(cA∩B).

Exercice 1

(1) Soit n un entier naturel. Mettre le nombre complexe Zn suivant sous forme
trigonométrique, puis donner sa partie réelle et sa partie imaginaire :

Zn =
n

∑

k=0

(

n
k

)

in−k.

(2) Trouver le(s) nombre(s) complexe(s) z solution(s) de l’équation

z2 − 4iz + 3i = 0.

(3) Si M est un point du plan différent de l’origine O, d’affixe z, on lui associe
un point M1, d’affixe 3/z (inversion de pôle l’origine, de rapport 3), un point
M ′, image de M par la rotation de centre O et d’angle π/2, et un point M2,
image de M ′ par la translation de vecteur ~u = (4, 0). Trouver l’ensemble des
points M pour lesquels M1 = M2.
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Exercice 2

Voici un énoncé de théorème, accompagné d’une démonstration. On pourra illustrer
l’énoncé par un dessin. Pensez-vous que les deux soient corrects ? Si le théorème
est faux, donner un contre-exemple. Si le théorème est vrai, mais la démonstration
fausse, donner une démonstration correcte.
Théorème. Soient u, v, w des nombres complexes deux à deux distincts. Alors :

|w − v|2 = |w − u|2 + |u − v|2 ssi Re

(

w − u

v − u

)

= 0.

Démonstration : On a

|w − v|2 = (w − v) (w − v)

= ((w − u) + (u − v)) (w − u + (u − v))

= |w − u|2 + 2 i Im ((u − v) (w − u)) + |u − v|2.

Ainsi,
|w − v|2 = |w − u|2 + |u − v|2 ⇐⇒ Im ((u − v) (w − u)) = 0.

Or, pour tous nombres complexes non nuls Z = ρeiθ et Z ′ = ρ′eiθ′

, on a

Im
(

ZZ ′

)

= Im
(

ρρ′ei(θ−θ′)
)

= ρρ′ cos(θ − θ′),

et

Re (Z/Z ′) = Re

(

ρ

ρ′
ei(θ−θ′)

)

=
ρ

ρ′
cos(θ − θ′),

donc Re (Z/Z ′) = 0 implique Im
(

ZZ ′

)

= 0.
Avec Z = (w − u) et Z ′ = (v − u), on en déduit le résultat. �


