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Les exercices sont indépendants les uns des autres. Une bonne rédaction est un
élément d’appréciation tmportant des copies.

Baréme indicatif : Questions de cours, 3pts; Exercice 1, dpts; Exercice 2, 5pts;
Ezercice 3, 2pts; Exercice 4, 8pts

Questions de cours

Soient E et F' des ensembles, soit f : E — F' une application de F dans F,
soit A un sous-ensemble de F et soit B un sous-ensemble de F.
1) Rappeler les définitions de f(A), 'image de A par f et de f~'(B), I'image
réciproque de B par f.
2) Montrer que f(f~'(B)) C B.
3) Montrer que A C f71(f(A)).

Exercice 1

CcC — C

z = 2iz41

1) Montrer que f est injective.

2) Montrer que f est surjective.

3) Déterminer f~'(R).

4) Soit U = {z € C: |z| = 1}, montrer que f(U) est un cercle dont on détermi-
nera le centre et le rayon.

Soit f{

Exercice 2

1—2% siz<1

r—1 siz>1"

1) Dessiner la courbe représentative de f sur [—2,5].

2) L’application f est-elle injective? surjective ? Justifier (on peut bien str
s’aider de la courbe, mais le dessin n’est jamais une preuve).

3) Déterminer f([—1,3]).

Soit f: R — R définie par f(z) =



Exercice 3

Montrer que pour tout n € N*, Zk‘ kl=Mm+ 1) —1.
k=1

Exercice 4

Le but de cet exercice est de montrer que v/2 est irrationnel, ¢’est & dire que
V2 n’est pas égal au quotient de deux entiers.
1) Soit n € N, montrer que

n pair <= n? pair

Pour la suite, on suppose qu'’il existe p,q € N* premiers entre eux (le plus
grand commun diviseur de p et ¢ est 1) tels que

va-t
q

On va montrer que I'on aboutit & une contradiction.
2) Montrer que p? est pair.

3) A T'aide de 1) et 2), montrer que ¢* est pair.

4) Faire apparaitre une contradiction et conclure.




