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Les exercices sont indépendants les uns des autres. Une bonne rédaction est un

élément d'appréciation important des copies. Il est permis d'admettre le résultat

d'une question et de poursuivre l'exercice à l'aide de ce résultat.

Questions de cours

Question 1 : Soit z = x + iy avec x et y réels, rappeler la dé�nition de ez.
Question 2 : Soient z et z′ deux nombres complexes, montrer que

ez+z′
= ezez′

.

Question 3 : Soient A et B deux assertions, donner la négation de l'assertion

A =⇒ B.

Question 4 : Soit N un entier, montrer que pour tout nombre complexe z
di�érent de 1

N∑
k=0

zk =
zN+1 − 1

z − 1
.

En déduire que si n et m sont deux entiers tels que n 6 m, on a pour tout nombre
complexe z di�érent de 1

m∑
k=n

zk =
zm+1 − zn

z − 1
.

Exercice 1

On pose α = e
iπ
3 et β = e−

iπ
4 . En calculant le produit αβ de deux manières

di�érentes, exprimer à l'aide de radicaux la valeur exacte de cos
(

π
12

)
et sin

(
π
12

)
.
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Exercice 2

Question 1 : Véri�er que pour tout entier n strictement positif

1 + e
iπ
n = 2e

iπ
2n cos

( π

2n

)
.

Question 2 : En déduire que pour tout entier n strictement positif
n∑

k=0

(
n

k

)
sin

(π

n

)
= 2n cos

( π

2n

)
.

Exercice 3

Soit f l'application de C\{i,−i} dans C, qui à tout nombre complexe z associe
z

z2 + 1
, c'est à dire :

f : C \ {i,−i} −→ C
z 7→ z

z2+1

Question 1 : Justi�er le domaine de dé�nition de f .
Question 2 : Pour quel(s) nombre(s) complexe(s) z a-t-on f(z) = 1√

3
? Même

question avec 3+i
2
.

Question 3 : Soient z1 et z2 des éléments de C \ {i,−i} tels que f(z1) = f(z2),
montrer que dans ce cas, z1 est égal à z2 ou bien que le produit z1z2 vaut 1.
Si l'on suppose de plus que |z1| < 1 et |z2| < 1, montrer que z1 est égal à z2.
Question 4 : Déterminer l'ensemble des éléments z de C \ {i,−i} tels que f(z)
est réel.
Question 5 : On note z = eiθ avec θ ∈]− π, π] \

{
π
2
,−π

2

}
. Montrer que f(z) est

réel et le calculer en fonction de cos(θ).
Question 6 : Soit (un)n∈N la suite réelle telle que ∀n ∈ N,

un =
n∑

k=0

(f(z))n

Pour quelle(s) valeur(s) de θ cette suite converge-t-elle ?


