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Les exercices sont indépendants. La note tiendra compte de la qualité de la rédaction.

1. Soit E un espace vectoriel. Soit (~u1, · · · , ~un) une famille de vecteurs de E.

1.1. On suppose que (~u1, · · · , ~un) est une famille génératrice de E. Soit ~un+1 ∈ E.

Montrez que la famille de n + 1 vecteurs (~u1, · · · , ~un, ~un+1) est aussi génératrice.

1.2. On suppose que (~u1, · · · , ~un) est une famille libre. Montrez que la famille (~u1, · · · , ~un−1)

(obtenue en enlevant le vecteur ~un) est aussi une famille libre.

1.3. On suppose que E est muni d’un produit scalaire noté

~u,~v −→ < ~u,~v > .

On suppose que (~u1, · · · , ~un) est une famille libre et que ~v est un vecteur de E orthogonal

à tous les vecteurs ~uj , 1 ≤ j ≤ n. Montrez que la famille (~u1, · · · , ~un, ~v) est une famille

libre.

2. On considère le système linéaire suivant, dans lequel a et b sont 2 paramètres :















2x + y + z + w = 0
−2x + z − w = 1

4x + 3y + (4 + b)z + (a + 1)w = 1
2x + 3y + (5 + b)z + (a + 2b)w = 2a.

2.1. Ecrivez ce système sous forme matricielle.

2.2. En utilisant la méthode du pivot, transformez ce système en un système triangu-

laire équivalent.

2.3. En fonction des paramètres a et b, déterminez le rang du système et discutez de

l’existence et l’unicité des solutions du système.
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3. On note ~e1 =





1
0
0



 , ~e2 =





0
1
0



 , ~e3 =





0
0
1



, les vecteurs de la base canonique

de R3. Soit M =





2 −1 −1
1 4 −1
2 1 1



.

3.1. On note ~ui = M~ei pour 1 ≤ i ≤ 3. Donnez les expressions de ~ui en fonction de

(~e1, ~e2, ~e3).

3.2. Montrez que (~u1, ~u2, ~u3) est une base de R3.

3.3. Soit ~v un vecteur dont les composantes sont a1, a2, a3 dans la base (~e1, ~e2, ~e3).

Quelles sont ses composantes b1, b2, b3 dans la base ( ~u1, ~u2, ~u3) ?

3.4. Montrez que b1~u1 + b2~u2 + b3~u3 = M(b1~e1 + b2~e2 + b3~e3). En déduire, en utilisant

la question précédente, la matrice inverse de M .

4. Parmi les applications suivantes, lesquelles sont linéaires (justifiez votre réponse) ?

f1 : (x, y, z) ∈ R3 −→ x2 + y2 + z2

f2 : (x, y, z) ∈ R3 −→ (x + y + z, 2z, 3y + x, 4z − 2x + y)

f3 : (x, y, z) ∈ R3 −→ (x + y + z, z − 3x, 3y + |x|)

f4 : (x, y, z) ∈ R3 −→

(

2x + 3y 4x + 2y
x − z x + y + z

)

f5 : (x, y, z) ∈ R3 −→ (x + y + z, 3y + x + 4)

Pour celles qui sont linéaires, déterminez leur noyau.
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