Université Joseph Fourier
Cours M112, 06/07

Controle 3

Les exercices sont indépendants. La note tiendra compte de la qualité de la rédaction.

1. Soit E un espace vectoriel. Soit (uy,---,u,) une famille de vecteurs de E.

1.1. On suppose que (1, --,Uy,) est une famille génératrice de E. Soit @, € E.
Montrez que la famille de n + 1 vecteurs (41, - - -, Uy, Uy+1) st aussi génératrice.

1.2. On suppose que (i1, - - -, Uy, ) est une famille libre. Montrez que la famille (uy, - - -, @,—1)

(obtenue en enlevant le vecteur ,) est aussi une famille libre.

1.3. On suppose que F est muni d’un produit scalaire noté

U, — <uU,T>.

On suppose que (i1, - - -, Uy) est une famille libre et que ¥’ est un vecteur de F orthogonal
a tous les vecteurs @;, 1 < j <n. Montrez que la famille (@, - - -, iy, V) est une famille
libre.

2. On consideére le systeme linéaire suivant, dans lequel a et b sont 2 parametres :

2r+y+ztw = 0
—2r+4+z—w = 1
dr+3y+A4+b)z+(a+1)w = 1

20+ 3y + (5+b)z + (a+ 2b)w 2a.

2.1. Ecrivez ce systeme sous forme matricielle.

2.2. En utilisant la méthode du pivot, transformez ce systéme en un systeme triangu-
laire équivalent.

2.3. En fonction des parameétres a et b, déterminez le rang du systéme et discutez de
I’existence et 'unicité des solutions du systeme.
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3.1. On note i#; = Me; pour 1 < ¢ < 3. Donnez les expressions de u; en fonction de
(€1,€3,¢€3).
3.2. Montrez que (i1, iz, ii3) est une base de R3.

3.3. Soit ¥ un vecteur dont les composantes sont ap,as,as dans la base (€1, é3,€3).

Quelles sont ses composantes by, by, b dans la base (uj,us,u3) 7

3.4. Montrez que by iy + botis + bstls = M (b1€] + baés + b3é3). En déduire, en utilisant
la question précédente, la matrice inverse de M.

4. Parmi les applications suivantes, lesquelles sont linéaires (justifiez votre réponse) 7

fi i (zy,2) eRP — 2249?4272
fa i (zy,2) R — (z4+y+2223y+z,42— 2z +y)
f3 i (z,y,2) eR® — (z4y+22—3z,3y+|z|)
2+ 3y 4z +2y
. 3
f4 .($7y7Z)GR - < €T — 2z r+y+z

f5 :(x>y,z)€R3 I (CE+y+Z,3y—|—CE+4)

Pour celles qui sont linéaires, déterminez leur noyau.



