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Résumeé

L’OBJECTIF de notre travail était de définir un langage permettant d’exprimer et de prouver des schémas
de formules, par exemple des formules logiques dépendant d'un ou plusieurs parameétres entiers.

Pour dénoter ces schémas, nous utilisons les grammaires primales introduites par M. Hermann. Nous
montrons que ce formalisme est le seul parmi les langages de schématisations existants qui possede le pou-
voir d’expression suffisant.

De par leur pouvoir d’expression, les grammaires primales sont particulierement lourdes et difficiles a
utiliser. En effet, les restrictions nécessaires a la décidabilité de I'unification sont nombreuses et peu in-
tuitives. Dans un premier temps nous introduisons une extension des grammaires primales, avec des con-
traintes moins fortes sur les constructions, ce qui facilite grandement leur utilisation. Nous montrons que le
pouvoir d’expression de ce nouveau formalisme est le méme que celui du formalisme de départ — en parti-
culier toute grammaire primale étendue peut-étre transformée de maniere automatique en une grammaire
primale standard, et toutes les propriétés de décidabilité sont conservées.

En nous appuyant sur ce nouveau formalisme nous définissons ensuite un langage permettant de définir
des clauses et des conjonctions itérées, proche du langage mathématique usuel, mais possédant exactement
le méme pouvoir d’expression que les grammaires primales.

Enfin, nous proposons un ensemble de regles d’inférence agissant sur ces schémas de clauses et de for-
mules, et permettant d’engendrer des schémas de preuves associés.

Nous concluons en montrant quelques perspectives ouvertes par ce travail.
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Plan de ce document

Le chapitre 1 page 1 présente le contexte, les motivations et les concepts sous-jacents a cette étude.

Le chapitre 2 page 5 rappelle les notions de base en logique du premiere ordre : termes, formules, clauses.
Le lecteur averti pourra aisément se passer de cette lecture.

Apres une breve introduction sur les schémas de termes, le chapitre 3 page 9 rappelle la définition des
grammaires primales, 1a schématisation utilisée dans ce document.

Les grammaires primales étant un objet trés formel et tres lourd, le chapitre 4 page 19 présente le premier
résultat original de ce mémoire : les grammaires primales étendues. Ces objets sont équivalents aux gram-
maires primales en termes de pouvoir d’expression mais présentent 'avantage d’étre moins contraignants a
utiliser.

Le chapitre 5 page 25 entre enfin dans le vif du sujet : on définit dans ce chapitre les schémas de formules
en se servant des grammaires primales. Les schémas de formules ainsi obtenus héritent par conséquent de
la lourdeur de ces dernieres.

On introduit ensuite les schémas itérés au chapitre 6 page 33, un formalisme bien plus proche de l'intui-
tion que ne le sont les schémas de formules a base de grammaires primales. Nous démontrons I’équivalence
entre les deux formalismes, ce qui permet aux schémas itérés de bénéficier des avantages des grammaires
primales tout en étant bien plus pratiques d’utilisation.

Le chapitre 7 page 47 introduit un systéme déductif sur les schémas itérés. Lexemple récurrent des pi-
geonniers est utilisé pour donner I'intuition des schémas de preuves que l'on envisage de construire. A ’heure
actuelle ce systéme n’est qu'une ébauche — en particulier, la correction méme du systéme est a prouver —,
il permet cependant d’envisager de nombreuses pistes a explorer.

En guise de conclusion le chapitre 8 page 55 présente les perspectives de ce travail, et les pistes pour des
travaux futurs.

Remarque : Les objets traités dans ce mémoire — en particulier les grammaires primales — sont tres
formels et trés lourds a la lecture comme a I'emploi. Par conséquent une attention toute particuliere a été
apporté a la lisibilité et a la transmission des idées sous-jacentes. En particulier :

— les exemples sont souvent parsemés d’indications visuelles;

— les points les plus formels sont suivis d'un paragraphe expliquant en francgais — quite a approximer la

réalité — le point en question.
Ces paragraphes sont présentés de la facon suivante :

Idée sous-jacente.
Ici, I'explication en francais. ..

Ainsi, nous conseillons en premiére lecture de ne pas se se soucier des détails formels, en suivant le « fil
rouge » donné en particulier par ces paragraphes — qui peuvent étre vus comme un « abstract réparti».

Les chapitres 1 et 7 échappent a cette régle. En effet les notions introduites dans le premier sont clas-
siques. D’autre part le chapitre 7 est plus facile a lire car il n’y a pas de définitions « tres » formelles.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte du projet

NOTRE OBJECTIF est de définir une logique (i.e. un langage formel et un ensemble de regles d’inférence)
permettant de raisonner sur des schémas de formules.

Un exemple typique de ce que 'on entend par schéma de formules est le principe dit du « pigeonnier »
(pigeonhole) qui énonce qu’il n’existe pas de fonction injective de [1..n] dans [1..n — 1]. Ce principe peut étre
exprimé en logique propositionnelle (ou il est souvent utilisé comme « benchmark ») pour un certain » fixé,
ici 'objectif est de définir un langage permettant de raisonner directement sur I'énoncé paramétré par une
variable entiere n.

Les motivations de ce travail sont multiples. Nous en citons une directement liée a la théorie de la preuve,
et qui voit son origine dans le cadre d'une coopération internationale du groupe qui m’accueille. Puis nous
citons une application naturelle et capitale, d'un point de vue pratique, en informatique.

ORIGINELLEMENT, l'objectif était de permettre la formalisation de preuves mathématiques non expri-
mables en logique classique du premier ordre. Le systeme CERES (http://www.logic.at/ceres/intro.html)
développé par I'Université Technique de Vienne (Autriche) implémente un algorithme d’élimination des
coupures fondées sur la méthode de résolution [BLO6]. L'élimination des coupures est un probleme fonda-
mental en logique, qui correspond intuitivement a I’élimination de tous les lemmes intermédiaires apparais-
sant dans une preuve. Elle permet de rendre explicite certains aspects « cachés » dans la preuve, par exemple
de trouver des bornes supérieures pour la valeur des variables existentielles.

CERES a été utilisé pour analyser et comparer des preuves mathématiques [BHL04]. Puisque CERES uti-
lise le calcul par résolution pour éliminer les coupures, les preuves doivent étre exprimées en logique du
premier ordre, ce qui se révele souvent difficile, voire impossible, & cause des limites du pouvoir d’expres-
sion de cette logique (cela en particulier pour les preuves faisant intervenir I'induction mathématique). Ac-
tuellement un éditeur de preuve intégrant I'utilisation de schémas de preuves existe, mais il n’est utilisable
que pour des commodités d’écriture : le systéme instantie ensuite la preuve pour un n entier fixé avant de
procéder a I’élimination des coupures. Utiliser un langage de schéma plus expressif, mais en méme temps
suffisamment proche de lalogique d’ordre 1 pour garder certaines de ses propriétés, permettrait de contour-
ner ce probléme. C’est I'objectif originel de ce travail, qui constitue un premier pas vers l'extension de la
meéthode d’élimination des coupures de CERES a une logique plus expressive que la logique d’ordre 1.

UNE APPLICATION naturelle de ces travaux concerne la preuve de programmes ou de circuits, dans la-
quelle on a souvent a considérer des formules paramétrées par un ou plusieurs entiers n (taille du circuit,
des données, longueur de la liste, etc...). Les preuves sont réalisées par induction sur n, que ce soit de ma-
niere explicite (a ’aide de démonstrateurs par induction tels que SPIKE [BKR92]) ou implicite [ComO1].

1.2 Déduction automatique

NOUS COMMENCONS par une présentation générale du domaine de recherche dans lequel s’inscrit ce
projet : la déduction automatique, dont le sujet d’études est la mécanisation de preuves (réfutations) de
conjectures mathématiques. Ce détour préliminaire a pour objet de mieux situer notre travail.
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1.2.1 Preuves

LA NOTION de preuve est présente dans de nombreux et divers domaines. Cela se justifie par le fait qu'une
grande partie de la communication entre étres humains a pour but de transmettre une idée. La preuve est la
pour appuyer le discours et permettre cette transmission.

Evidemment le discours scientifique en est encore plus imprégné que le sont les dialogues de la vie cou-
rante. D’ou I'importance particuliere des preuves en mathématiques. Son association a I'expérimentation et
al'observation est en partie a l'origine de ce que I'on appelle la science moderne.

Il n’est donc pas surprenant que la preuve soit un sujet d’études a part entieére, et ce depuis, au moins,
I’Antiquité grecque. Cette étude couvre des champs divers et passionnants, tous fondamentalement liés a
I'étude du raisonnement humain : quelle est la forme générale d’'une preuve? comment obtient-on une
preuve ? peut-on généraliser une preuve ? comment présenter une preuve ?

1.2.2 Preuves formelles

L'ETUDE formelle de la preuve constitue un des domaines les plus importants de la logique, depuis les
années 1930 (en particulier avec Gentzen). Avec Hilbert, les preuves deviennent méme des objets mathéma-
tiques a étudier en tant que tels (théorie de la preuve).

Lavolonté de formalisation mene naturellement a la question « Qu'est-ce qu'une preuve ?» Et comme sou-
vent lorsque 1'on tente de formaliser une notion du sens commun, la question est simple mais les réponses
sont bien plus profondes et subtiles que la question ne le suggere.

IL EST IMPORTANT de distinguer une preuve et la représentation de cette preuve.

— une preuve a comme l'un de ses buts principaux de convaincre (ou, tout au moins, de ne pas étre

rejetée) ; cette notion de conviction n’est mesurable que par I’humain & qui I’on montre la preuve.

— la théorie de la preuve, en tant que théorie mathématique, nécessite quant a elle une représentation

systématique des preuves afin de pouvoir les manipuler en toute généralité.
Le but recherché n’est pas le méme. La volonté de manipuler, transformer, comparer des preuves ne va pas
forcément de pair avec I'idée de convaincre. La notion de conviction est intrinséquement subjective ce qui
rend difficile la généralisation nécessaire a une formalisation.

A titre d’exemple, nous constatons que les preuves produites par les mathématiciens mettent en jeu des
caractéristiques cruciales pour la notion de conviction : aspects visuels, analogies, prise en compte de I'ex-
périence du lecteur, ... Ces preuves sont informelles.

En théorie de la preuve, cette différence est capturée par la distinction entre preuve et dérivation. Une
preuve contient 'information computationnelle dont un ordinateur a besoin pour vérifier une proposition,
c’est une preuve formelle. Une dérivation est ce qui convainc un humain de la vérité d'une proposition, c’est
une preuve informelle.

LA pOSSIBILITE d’obtenir des preuves en forme normale, I’étude de la complexité des preuves, de diffé-
rents types de preuve (constructives ou classiques), de la généralisation de preuves, sont les problemes qui
intéressent les logiciens. Ces problémes sont clairement distincts de ceux du mathématicien qui souhaite se
convaincre et convaincre ses pairs. D’ailleurs les études fondamentales de la théorie de la preuve n’aident
pas a démontrer des théorémes, a réfuter des non-théoréemes, a apprendre ces pratiques, ou a conjecturer
des propriétés générales a partir de cas particuliers. Autrement dit, elles ne servent pas au mathématicien.

I1 est cependant intéressant de noter que Gentzen concut son systeme formel en analysant la pratique
des mathématiciens. Mais les preuves ainsi obtenues n’en restent pas moins trés différentes des preuves
produites par un humain.

1.2.3 Preuves automatisées

L'IDEE D’AUTOMATISER les preuves émergea naturellement a la fin des années 1950 avec I'arrivée de 1'or-
dinateur. Ce champ d’étude, plus modeste, montre cependant une importance croissante diie a I'intégration
sans cesse grandissante de I'informatique dans la vie courante. Ceci implique la nécessité de prouver qu'un
logiciel fait bien ce que I'on attend de lui. D’autre part ce peut étre un outil d’expérimentation trés instructif
pour le théoricien.

Nous regroupons dans ce domaine les démonstrateurs automatiques (Otter, Vampire, etc...) et les as-
sistants de preuve (dans la lignée du projet AUTOMATH, tels que Cogq, etc...), aussi appelés vérificateurs
formels.

Ce champ d’étude a aussi gagné en popularité grace a quelques succes mieux connus du « grand » public:
preuve du théoréme des 4 couleurs, ou plus récemment, aide a la preuve formelle de la conjecture de Kepler.
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Ce type de résultats a inspiré des réflexions trés profondes aux philsophes des mathématiques et a certains
mathématiciens.

En particulier, ils mettent encore plus en exergue les différences entre preuve formelle et informelle. En
effet ces résultats sont remarquables car ils répondent a des questions auxquels 'humain ne savait pas ré-
pondre. Par conséquent ils suscitent I'intérét d’'un public plus large que celui des logiciens. Des lors le fait
que les preuves obtenues par ce biais ne « convainquent » pas saute encore plus aux yeux.

LES SYSTEMES de démonstration automatique ou d’aide a la preuve, méme tres généraux montrent des
possibilités encore limitées. Nous donnons en langue naturelle un apercu de ces limites :

1.

Mangque de recul

— Le systéme est incapable d’analyser une preuve obtenue;

— 1l est d'incapable de dégager les pas importants. 1l est incapable de donner une structure d'une
preuve;

— Pour lui, une preuve est une preuve. Lidée qu'une preuve peut étre plus facile a comprendre qu'une
autre lui est inaccessible ;

Approche uniforme

Chaque probléme est « attaqué » de la méme maniere. Evidemment : le systéme formel est inhérent a
la définition de preuve formelle.

. 1ls exigent trop de l'utilisateur

Les assistants de preuve payent leur puissance et leur généralité par leur absence « d’autonomie ». Ils
ne sont que des vérificateurs (des « formalisateurs »).

Absence d’apprentissage

Ces systemes n’ont pas de mémoire, les échecs ou les succes rencontrés sur des problemes déja traités
ne modifient en rien son comportement futur.

Manque « d’initiative »

IIs sont incapables, lors d'une démonstration, de détecter un schéma possiblement généralisable. En
particulier, ils ne sont d’aucune aide dans une activité trés importante des mathématiciens : celle de
«jouer » avec de petits exemples en essayant de découvrir des lois générales dont ces exemples seraient
des cas particuliers.

S’attaquer a ces limitations est un enjeu particuliérement important si I’'on souhaite que les avancées en
théorie de la preuve ne soient pas confinées au petit monde des logiciens théoriques.
Lapport de notre travail concerne essentiellement le point 1.

1.3 Schémas

LA NOTION de schéma est fondamentale, et comme toute notion fondamentale, elle ne peut étre appro-
chée qu’a partir d'une caractérisation informelle.

SCHEMA

1. Représentation graphique réduite a I'essentiel, et souvent symbolique, mais ol toutes les in-
formations se trouvent données de facon précise.

2. Représentation mentale d'un principe de déroulement, de la structure générale d'une entité
plus ou moins abstraite ou conc¢ue abstraitement; type structurel général dont releve quelque
chose.

Le Trésor de la Langue Frangaise

Cette définition met en lumiére deux acceptions du mot schéma :
— les schémas en tant que langage,
— l'utilisation des schémas dans la description du raisonnement.

1.3.1 Lesschémas en tant que langage

DANS UN CONTEXTE FORMEL, la connotation graphique de la premiére acception se traduit en une conno-
tation syntaxique. Ainsi, en premiére approximation un schéma est une expression avec une partie figée et
une partie variable, permettant de dénoter une pluralité d’objets suivant un modéle (« template »). Le role
des schémas est essentiellement d’exprimer de maniere finie un ensemble infini.
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Plus précisément un schéma est un triplet (descripteur, langage, contrainte) ou le descripteur est une
expression avec des « trous » (des « blancs »), qui doivent étre complétés avec des mots du langage en accord
avec la contrainte, donnant I’ensemble des instances.

D’une maniére plus générale, un langage de schémas (ou « schématisation ») peut se définir comme un
triplet :

- langage de descripteurs,

- langage d’instances,

— mécanisme de passage d'un descripteur a une instance particuliere (mécanisme d’instanciation).

1.3.2 Les schémas dans la description du raisonnement

SIL'ON SE FOCALISE sur la logique, qui est une des possibilités de formalisation du raisonnement, la no-
tion de schéma y est trés importante : schémas d’axiome, schémas de regles d’'inférence (e.g. modus ponens),
principe du tiers exclu, schémas de termes, etc... On se reportera a [Cor06] pour plus de détails sur I'utilisa-
tion, des schémas, d’'une maniere générale en logique.

Il est intéressant de noter que ces schémas de raisonnement sont exprimés par des schémas de langage.

1.3.3 Utilisation dans notre contexte

DANS LE CADRE de cette étude, on utilise les schémas pour représenter un ensemble de formules, par
exemple :

n
\/ P(s'(x)) ol n est une variable entiére
=1

représente I'’ensemble de formules suivant :
{P(z), P(z)V P(s(x)), P(x)V P(s(x))V P(s(s(x))), ...}

Ici, n joue le role de « trou » et la contrainte est que ce trou soit instancié (i.e. remplacé) par un entier.
La schématisation peut étre informellement décrite de la maniere suivante :
— lelangage de descripteurs est celui des disjonctions «itérées »;
- le langage des instances est celui des formules usuelles du premier ordre;
— le mécanisme d’instanciation consiste en la substitution des trous par des entiers et en la regle de
réécriture :

n
\/ C — C{i—1} V.-V C{ien} oun est un entier
=1

n fois

LA MAJEURE partie de ce mémoire consiste en une description formelle de ces schémas de formules.
Nous utiliserons pour ce faire un langage de schématisation de termes — les formules sont vues comme des
termes. Nous introduirons plus en détail ces schématisations au chapitre 3 page 9.

Précisons simplement ici que le formalisme utilisé sera celui des grammaires primales introduites par
Miki HERMANN [Her94]. La raison pour laquelle cette schématisation a été choisie est simplement qu'il s’agit
de la plus puissante en termes de pouvoir d’expression. Elle a en outre 'avantage d’admettre une unification
décidable (voir chapitre 3 page 9).

La partie la plus importante de notre travail a porté sur le formalisme lui-méme. Nous montrons com-
ment le rendre plus accessible et plus facile a utiliser, tout en conservant ses propriétés. Ces résultats ont
naturellement une application en schématisation de termes, indépendamment de 'utilisation que nous en
faisons dans ce projet.

LE CHAPITRE 7 PAGE 47 est consacré a ’ébauche d'un systeme déductif sur les schémas de formules in-
troduits. Ce sont les preuves issues de ce systeme que nous appellerons « schémas de preuves ». Suivant la
définition informelle des schémas présentée plus haut, ces schémas constituent les « schémas de raisonne-
ment » associés aux schémas de langage que sont les schémas de formules.

A T’heure actuelle, le calcul que nous avons choisi de schématiser est la résolution pour les raisons sui-
vantes :

— les démonstrateurs les plus efficaces et les plus connus (Prover9, Vampire, Spass, etc...) 'utilisent

— il s’agit d'un calcul complet (pour la réfutation) utilisant une seule régle (ou deux si on combine résolu-

tion binaire et factorisation).

— le procédure d’élimination des coupures de Baaz et Leitsch utilise la résolution (cf. §1.1 page 1).

Nos schémas de preuves sont ainsi des schémas de preuves par résolution (et donc des schémas de réfuta-
tions).



Chapitre 2

Notions et définitions de base

ON INTRODUIT ICI les définitions usuelles en logique du premier ordre :
termes, e.g. :

substitutions, e.g. :

— formules, e.g. :
Va,3y: P(r) = Q(s(x),y)

ensembles de clauses, e.g. :
P(a)
-P(z) V R(z, f(z))
—R(y, f(x)) V P(s(x))

Les notations utilisées sont classiques et le lecteur averti pourra aisément se passer de cette lecture. Préci-
sons juste que tous les objets définis ici sont multisortés dans un souci de généralité.

Lorsque, dans la suite du document, nous parlerons de « termes usuels », « clauses usuelles » ou « en-
sembles usuels de clauses », nous ferons référence a ces définitions.

2.1 Termes

DEFINITION 1 (SIGNATURE).
Soient :
— S un ensemble fini de symboles de sortes — ou types —,
— F un ensemble au plus infini dénombrable de symboles de fonction el que :

F=J Fus
ueS™
s€S
Alors le couple (S,F) est une signature (multisortée).

Remarque 1 (Constante).
En particulier, 7 est 'ensemble des constantes de sorte s.

DEFINITION 2 (ARITE, PROFIL).
Soit f € F, s, alorsonnote f : u — s.
D’autre part,
u est le domaine de f, notée Dom(f),
|u| est I'arité de f, notée Ar(f),
s est le codomaine de f, notée Ran(f) (comme Range),
u.s est le profil de f.

Exemple 1.
On prend :
- & = {nat, bool},
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— F =10, s, true, false, eqnat, €qbool } OU :

0: — nat

S nat — nat
true : — bool
false : — bool
€Qnat nat X nat — bool

€Qbool : bool X bool — bool

DEFINITION 3 (TERME).
Soient :
- ¥ = (8, F) unesignature,
— pour chaque sortes € S un ensemble infini dénombrable, noté X, de variables de type s (les X, sont
disjoints deux a deux). On note X = | J,c s Xs (X N = ).

Lensemble des termes de type s, noté 7,(%, X) est défini inductivement par :
- Xs g 7;(27 X) ;

—siViel.n:t; e T,(X,X), et f:s1,...,5n — s, alors f(t1,...,tn) € T(X, X).
Lensemble des termes sur ¥ et X, noté T (¥, X) est l'ensemble| J, s T:(%, X).

On noteVar(t) l'ensemble des variables apparaissant danst. Les variables seront généralement notées x, y, z
ouzxi,ro,€etc....

Exemple 2.

En reprenant la signature de 'exemple 1 page précédente, alors :
0, true, false,

— 5(0), 5(s(0)), s(s(s(s(0)))),

= €qnat(0,0), eqnat(s(0), s(s(s(s(0)))))

— eqbool(true, false), equool(€gnat(s(0), s(s(s(s(0))))), true).
appartiennent a 7 (¥, X).

En revanche:

— s(true), s(s(s(s(false)))),

— eqnat(true, 0), egnat (true, false), equool (0, true).
ne sont pas des termes.

DEFINITION 4 (POSITION).
On définit I'ensemble des positions d'un terme ¢ de la facon suivante :

1. sit est une constante ou une variable alors Pos(t) = {e}
2. sit= f(t1,...,tn) alorsPos(t) = {e} UU;_ {i.p | p € Pos(t;)}

Deplus :
— ¢ est la position racine.
— Le symbole fonctionnel a la racine det est appelé la téte det.

- Lesous-terme det = f(t1,...,t,) a la position p, notét|, est défini par :
Lt =t
2. tip =tilp

- On note s[t], le terme obtenu a partir de s en remplacant son sous-terme s|, part. On dit que slt],, est
obtenu par greffe det sur s a la position p.

— Quand A est un ensemble de positions paralleles {p1,p2,...,pn} :
s[t] 4 est défini comme le terme (((s[t]p, )[t]p,) - - - )[t]p, (bien défini et unique car les positions sont paral-
leles)

— Soient p et q deux positions d'un termet.
Alors:

1. p<gsipestunpréfixedeq;

2.qllpsip£qetq £p.
On dit alors quep et q sont deux positions paralléles det.

DEFINITION 5 (SUBSTITUTION).

Une substitution est une fonctiono : X — T(F,X) telle que xo # x seulement pour un ensemble fini de
variables.

La substitution o notée{

x1t1

} est la substitution telle que v;o = t;.

Tn<ln



2.2. FORMULES DU PREMIER ORDRE

Les substitutions s’étendent naturellement sur les termes de la facon suivante :
— fo=fsifeF, darité nulle;
= f(t1, ... tp)o = f(t1o,...,ty0).

DEFINITION 6 (F-ALGEBRE).
Soit (S, F) une signature.
On appelle F -algebre sur la signature (S, F) le couple (Zs,Zr) tel que:
— Is associe a toute sorte un ensemble non vide;
— Ir associe a tout symbole de fonction des;, x --- x s, — s une fonctiondeZs(s1) x -+ X Zs(sp) — Zs(s).

2.2 Formules du premier ordre

DEFINITION 7 (LANGAGE DU PREMIER ORDRE).
On appelle langage du premier ordre un triplet (P,X, X) oit
- ¥ = (S, F) est une signature;
— X est un ensemble au plus infini dénombrable de variables ;
— P est un ensemble au plus infini dénombrable de symboles de prédicats tel que:

P=J Pu

ueS*

(les symboles de prédicats de profil vide sont interprétés comme des symboles propositionnels) et :
PNF=0,PNX=0,etPN{~,V,A,=,&}=10
Pour tout P € P, . s,,onnote P:s; X --- X sp.

DEFINITION 8 (ATOME).
Soit un langage du premier ordre L.
Lensemble des atomes sur L est défini comme :

(P(t1, ...\ tp) | P € Py sits € Toy (5, X), ... b € T (5, X)}

DEFINITION 9 (FORMULE DU PREMIER ORDRE).
Lensemble des formules du premier ordre est défini inductivement comme :
— tout atome est une formule du premier ordre;
— si F est une formule du premier ordre, alors —F' en est aussi une;
— si F est une formule du premier ordre et x est une variable, alors :
o VaI';
o JdxF';
sont aussi des formules du premier ordre.
— si Fy et Iy sont des formules du premier ordre, alors :
[ ] F1 vV F2,
[ ] F1 A Fg,
o [') = F,
o I} & Fy,
sont aussi des formules du premier ordre.

DEFINITION 10.
On définit 'ensemble des variables libres d'une formule F', noté FV(F), de la maniere suivante :

]-'V(P(tl, oo tiy)) =Var(ty) U--- U Var(ty)
( F) = FV(F)
FVY(VxF) =FV(F)\ {z}
FV(3zF) =FV F)\{x}
FV(F V Fy)
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Exemple 3.
En reprenant pour les termes la signature de I’exemple 1 page 5 et en ajoutant les symboles de prédicat

suivants :
P : nat

Q : bool
R : bool x nat

Alors :
Vady (P(z) = ((-Q(true) A P(s(y))) V R(z,5(0))))

est une formule, dont 2 est la seule variable libre.

2.3 Clauses

DEFINITION 11 (CLAUSE).
On appelle clause toute formule de la forme :

LiVILyV---VL,

ot L; est un littéral i.e. un atome ou la négation d’'un atome, et oui les variables libres sont implicitement
quantifiées universellement.

Exemple 4.
En reprenant le langage de I'exemple 3 :

P(a) vV =Q(s(b)) V P(f(z1,22)) V ~R(a, x2)

est une clause.



Chapitre 3

Schématisations : les grammaires
primales

NoUs PRESENTONS maintenant le langage de schématisation utilisé par la suite : les grammaires primales
introduites par Miki HERMANN (voir [Her94]).

3.1 Schématisations de termes

LES SCHEMATISATIONS de termes (également appelées « schémas de termes », ou « méta-termes ») sont
des langages permettant d’exprimer de maniére finie des ensembles infinis de termes structurellement si-
milaires.

Ces formalismes ont été proposés a partir des années 90 essentiellement pour remédier aux problemes
de divergence des procédures de calculs symboliques telles que par exemple la méthode de Knuth-Bendix
[KB70]. Différents langages de schématisation ont été définis avec des pouvoirs d’expression trés divers :
les termes récurrents (ou hyper-termes) de Chen, Hsiang et Kong [CH91], les termes avec exposants entiers de
Comon [Com95], les R-termes et les R-formes de Salzer [Sal92, Sal91a], les grammaires primales de Hermann
[HG97], etc... On consultera [Her94] pour un état de I'art des schématisations de termes.

Tous ces formalismes permettent de construire des schémas de termes en appliquant itérativement un
certain contexte inductif, sur un terme de base. Par exemple, la séquence de termes a, f(a), f(f(a)),..., f™(a)
est obtenue en itérant n fois le contexte f(...) sur le terme de base a, ce qui est usuellement noté f(¢)™.a (le
symbole ¢ dénotant un « trou »). A noter que n dénote ici une variable entiere, dont la valeur est inconnue,
et non un entier fixé. f(¢)".a n'est donc pas un terme au sens classique mais un schéma de termes (suivant
la facon dont n est quantifiée, le terme peut dénoter la séquence entieére ou encore un élément arbitraire de
cette séquence).

Ces langages présentent des similitudes avec les automates d’arbres [CDG™05], mais les langages qu’ils
dénotent sont tres différents, en particulier grace a la présence de variables « compteurs » et a 'absence
de variables « anonymes » (i.e. de variables pouvant étre instanciées de maniere différente a chaque itéra-
tion, comme par exemple dans le terme f(x1, f(x2, f(x3, f(-.., f(zn,a))))) ). Dans le cadre des automates
d’arbres, le seul moyen de décrire une instance d'un automate est de donner la dérivation suivie par I'au-
tomate pour obtenir le terme. Lintérét des schématisations est de disposer de variables compteurs, dont la
simple instanciation permet d’obtenir un des termes décrits par le méta-terme. Dans notre contexte, cela
a aussi I'avantage d’exhiber explicitement les parameétres entiers d’'un schéma. On consultera par exemple
[AHL93] pour une étude du pouvoir d’expression relatif de ces formalismes.

L'INTERET principal des schématisations est que 'unification reste décidable, ce qui permet de les inté-
grer a la plupart des procédures de calcul symboliques, tel que la méthode de résolution ou la procédure de
Knuth-Bendix. De plus, la théorie du premier ordre est également décidable pour les grammaires primales
[Pel04], ce qui signifie qu'il existe un algorithme permettant de tester la validité de toute formule purement
équationnelles construite sur I'ensemble de connectifs usuels Vv, A, —,V, 3, ol1 le prédicat « = » est interprété
comme |’égalité syntaxique entre termes.
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3.2 Spécificité des grammaires primales

L’ORIGINALITE principale des grammaires primales par rapport aux formalismes plus simples qui ont
été introduits auparavant [CH91, Com95, Sal92] est de permettre de définir des « diagonalisations », i.e. des
itérations ou le « contexte itéré » dépend lui méme de son «rang » dans le processus d’itération. Par exemple
le terme :

Flg™ (@), f(g"Ha), (9" 72 (.., flg(a(a)), flg(a), f(a,a))))))

ou bien encore

fla, f(gla), f(glg(a), (..., F(g"2(a), f(g" " (a), F(g"(a), @))))))

L'avantage est que le pouvoir d’expression est augmenté de maniere significative. En contrepartie, la déci-
dabilité de 'unification est plus difficile a établir. En particulier, les conditions garantissant que 'unification
reste décidable sont assez complexes (cf. définition formelle des grammaires primales, §3.3).

Les grammaires primales sont le seul formalisme offrant la possibilité de considérer des contextes
variables en fonction de n c’est donc celui que nous utiliserons dans ce travail.

Soit par exemple, le schéma :

V V Pis'(@). 5/ (@)

Le schéma le plus extérieur a pour terme de base la clause vide et pour contexte le terme inductif ¢ Vv
1;:1 P(s*(a),s’(a)) qui dépend de i. Ce type de formules — trés courant — n’est exprimable qu’avec les
grammaires primales.

3.3 Syntaxe

LA DEFINITION que nous donnons ici est la méme que celle donnée dans [Her94] a ceci pres que nous
I'étendons a des signatures multisortées; afin de faciliter cette généralisation, la présentation a elle aussi été
modifiée.

DEFINITION 12 (SIGNATURE PRIMALE).
On appelle signature primale foute signature
— contenant la sorte compteur ;
— contenant les symboles fonctionnels suivants :

0: — compteur
succ : compteur — compteur

+ : compteur X compteur — compteur
— et tel que le profil de tout autre symbole fonctionnel est de l'une des deux formes suivantes :

Sp X + -+ X Sk — Sk+1 (1)
compteur” X s; X -+- X s —> Skp1 (2)

oiun > 0etVi € 1.k + 1, s; # compteur.

Les symboles dont le profil a la forme (1) sont appelés symboles constructeurs.
Les symboles dont le profil ala forme (2) sont appelés symboles définis. Ces symboles seront notés f, g, . . .

n est alors appelé I arité de compteurs du symbole défini, notée Ar.(f).
Toute signature primale est munie d'une précédence < sur ses symboles définis.

Idée sous-jacente.

Ce qui importe ici, c’est qu’il y a deux types de symboles de fonction :

— des symboles ayant au moins un parametre de sorte compteur ; ces symboles permettront de définir les
schémas de termes (le(s) parameétre(s) de sorte compteur permet(tent) de préciser le nombre d’itéra-
tions du contexte).

— des symboles ne faisant pas intervenir la sorte compteur; ces symboles permettront de construire les
«vrais » termes, i.e. les instances d'un schéma de termes.
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Remarque 2.

La définition originale des gramaires primales n’inclut pas le symbole + pour les termes de type compteur.
Nous I'ajoutons ici pour une raison de simplicité, ce qui n’a pas de conséquence sur les propriétés des gram-
maires primales.

Exemple 5 (Symboles définis et arités).

Ar(f)=5

f: compteur x compteur X compteur Xt x t — t

Ar.(f)=3
Ar(g)=2
g: compteur X compteur — t
Are(§)=2

DEFINITION 13 (ALGEBRE DES TERMES PRIMAUX).
Un terme primal est un terme sur une signature primale, dont la sorte est différente de compteur.

Les sous-termes de sorte compteur sont appelés expressions compteurs.

Les variables de sorte compteur sont appelées variables compteurs. On note CVar(t) les variables comp-
teurs d'un terme primal ¢.

Les autres variables sont appelées variables usuelles.

Les termes primaux construits sans symbole défini sont appelés termes usuels.

On appelle termes rédex ! les termes dont la téte est un symbole défini. Ils seront notés :

f(cl,...7cn;t1,...,tk)

- Vi € 1..n, Sorte(c;) = compteur,
- Vi€ 1.k, Sorte(t;) = si.

Idée sous-jacente.
Quand un terme primal contient un sous-terme rédex, c’est qu’il contient au moins un symbole défini.
Ainsi, informellement, les termes contenant des sous-termes rédex sont des schémas de termes. Alors
que les termes ne contenant pas de sous-termes rédex sont des termes usuels.

Exemple 6 (Termes primaux).
Soient les symboles de fonction suivants :

~>

compteur X t — t
g : compteur X compteur X t — t
a —t

t—t

V)

Alors des exemples de termes primaux sur cette signature sont :
— les termes usuels (a, s(a), s(s(a)), x1, s(s(s(s(x2)))));
- f(succ(succ(0)); a)

= f(0:5(x2))
g(cl,succ ); a, 1)

_ Q( ucc(cr), e ; 3(f2)>x1)
f(cl, (c1,05a a))

N

ou 1, 2 sont des variables usuelles et 1, co des variables compteurs.

DEFINITION 14 (TERME REGULIER).
Un terme primal est dit régulier si les positions de ses sous-termes rédex sont mutuellement paralleles.

L«rédex» car nous verrons que le but de ces termes est d’étre réduirpar un systéme de réécriture de termes
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Idée sous-jacente.
Un terme régulier correspond simplement au fait que plusieurs schémas de termes sont « imbriqués ».

Exemple 7.
Sont réguliers :

- f(ChCQ;x],a)
-a A
- g(f(Cl,0;1‘1,a),f(SUCC(CQ),CQ;JJQ,.Tl))
- g(f(clao;l.lva)7h(62;x2))
N’en sont pas :

~ fler, w1, hieo;a2))

- f(Ch C2; f(clv CB;$2)7$2)

= g(f(cr, ca5 f(cr, c3522), 72), @)

3.4 Sémantique

LES TERMES PRIMAUX ont pour but d’étre interprétés par des ensembles de termes usuels, mais pas n'im-
porte quelle type d’ensembles : nous nous restreignons aux ensembles représentables par des « systemes
Presburger ». Cette restriction poursuit deux buts :

— avoir un moyen mécanique d’exprimer ces ensembles ;

— assurer la décidabilité de 'unification entre grammaires primales.

Systemes de réécriture Presburger [Her94]

LES SYSTEMES PRESBURGER ont plusieurs points communs avec des grammaires classiques. Nous retrou-
vons donc certaines notions des grammaires sous des dénominations différentes : En particulier, le vocabu-
laire terminal (respectivement non terminal) correspond ici a '’ensemble des symboles constructeurs (res-
pectivement définis). L axiome est ici un terme primal.

Nous commencons par définir la notion d’approximation, nécessaire a la définition de systéme Presbur-
ger.

DEFINITION 15 (APPROXIMATION).

Soient :

— un symbole défini f ;

— des expressions compteurscs, . .., cy;
— des termes primauxty, ..., t.

Alors on appelle approximation du terme primal f (& t), l'ensemble suivant, noté Apx(f (& 1)) :

=g
Apz(f(@1) =< §(c;t) | & est une sous-suite de &
t' est une sous-suite det

Idée sous-jacente.
La notion d’approximation permet simplement de définir un ordre bien fondé sur les termes primaux.

Exemple 8.
Soient les symboles fonctionnels suivants :
f: compteur X compteur X compteur X t X t — t
g: compteur X compteur X t — t
h compteur X compteur X t — t

avec la précédence f=g h.
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Alors :

(ca,e3 5 a2 )EApx(f(cl,02,03;x1,w2)>
Il [l

(01702703 ; $17$2)

g( cre3 5 xy )GAPSC(JE(ChC%CB;thEQ))
[l Il

A
f(Cl,C2,C3 5 551,96‘2)

- = >

gler,cziwa) ¢ Apr (hler, eaia) ) g 0.co 5 a1 )& Apa(fler, ez caim )

A N

hici,co ;) fler, o, ¢35 21, 22)

ﬁ(cz,cl i xe ) € Apx (g(cl,cQ;xl,zg)) g(succ(cy),co; x1 ) €& pr(f(cl,CQ,c;;;xl,a:g))
N ~N

~»

g(ci,ca521,72) (c1,c0,63 ;x1,%9)

DEFINITION 16 (SYSTEME DE REECRITURE PRESBURGER).
Un systeme de réécriture R est dit Presburger si pour chaque symbole défini f, il contient :
— unereégle de base :

f0.8z) —r]

— une regle inductive de l'une des deux formes suivantes :

f(succ(i),& @) — ri[f(iscr,. .., co1,su€C(Ch),s Chots -+ Cni E)]a

tels que:

1. A est un sous-ensemble fini des positions paralleles autres que la racine de rg ;

. r% [f(i,& @)]a etrg[f(i, Cly ...y Ch—1,SUCC(Ck), Cht1, - - -, Ck; T)] 4 SONE des termes réguliers;

. le symbole racine de rg est un symbole constructeur;

f

2

3. tous les rédex de r{ etrg appartiennent a Apx(f(i, & ) ;
4

5. chaque variable usuelle doit apparaitre dans | ou 7'5 .

i est appelé le compteur principal et, dans la régle inductive, ¢ le compteur auxiliaire.

Idée sous-jacente.

Cette définition constitue le point clé des grammaires primales. Le role d'un systeme Presburger est de
donner l'interprétation d'un symbole défini — et donc d’'un schéma de termes.

En premiére approximation, il s’agit simplement, comme on I'a vu précédemment, de définir un terme
de base et un contexte inductif. Le schéma défini alors peut s’écrire plus concisément : 5 [0].7]

Le gain essentiel des grammaires primales par rapport aux autres schématisations est apporté par la no-
tion de compteur auxiliaire introduite lorsque I’on utilise la seconde forme de regle inductive. C'est ce comp-
teur auxiliaire qui permet d’'avoir un contexte dépendant du rang.

La contrainte d’appartenance a I’approximation assure la terminaison.

Linterdiction des termes non réguliers est nécessaire a la décidabilité de I'unification 2.

Les deux derniers points sont accessoires, ils facilitent les démonstrations mais ne sont pas vraiment

restrictifs.

Exemple 9.
En reprenant la signature de 'exemple 8 page ci-contre en y ajoutant les symboles constructeurs :

r: txXtxt—t

a: t—t

On peut définir pour f le systéme Presburger suivant :

2en effet dans le cas contraire la multiplication entre compteurs serait encodable dans les grammaires primales : £ (¢)™.a équivaut
a f™™(¢).a. Auquel cas le probléme de l'unification se réduirait au 10¢ probleme de Hilbert, indécidable.
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f(OaCZaCS;Ila'IQ) — r(a, h(ca, c3;22), a)

f(succ(er), co, 351, 2)  —
7“(9(01703;331)7 7(f(c1, ca, suce(cs); z1, x2), a, §(c1, 23 22)), f(C1,02,SUCC(03);$17$2))
On vérifie que les conditions sont réunies :

L. T(g(clac3;xl)7 r(f(cl,02,succ(c;:,);zl,mg),a,g(cl,@;xg)), f(Cl,CQ,SUCC(Cg);Il'l,IQ)) :

p1 P2

- p1 |l p2;
— p;1 et po ne sont pas la racine.

2. T(g(clac3;xl)7 T’(f(Cl,CQ,SUCC(Cg);.Tl,IQ),a,g(Cl,CQ;IQ)), f(Cl,CQ,SUCC(Cg);Il'l,IQ))
est un terme régulier ;

3. r(a, h(ca, c3;2) , a)
—_———

€Apz(f(c1,c2,c3;21,22))

(deuxieme cas de l'exemple 8 page 12)

et:
7”( g(c1,c3;1), T(f(ch02,51100(03);551,902)7@» g(c1, co;m2) ), . )
— —_—
e Apz(f(ci,ca,ca;w1,22)) €Apz(f(cr,c2,e3321,72))

(premier cas de 'exemple 8 page 12 + variante de ce cas)

4, r(§(01,03; x1), r(f(cl, o, succ(cs); x1,x2), a, §(c1, c2; xg)), .. )

!

constructeur

5. 7”(9(017 es; ), 7 (f(er, e, suce(es); 1, w2), a, g(er, o3 frd)) - )

x1 etxo apparaissent bien tous les deux.

Exemple 10.
En revanche avec la méme signature, les systémes suivants ne sont pas des systemes Presburger :

f(O,CQ,C?,;SUl,.’I]Q) — a
f(SUCC(Cl)7C2,03;$17332) —>(01,02,C3;l‘17$2)

(car A contient la racine)

f(0362363;x17x2) — X2
f(SUCC(Cl), Cc2, 03;x17x2) i g(cla C2;21, f(ch C2, C3;.’L'1,.T2))

(carr}[f(c1, o, c3;1,2)| 4 West pas régulier ou car la racine est un symbole défini)

f(O, C2,C3;%1,22) - il’(027 ci;r1) ¢ Apm(f(cl,02,03; T, x2))
f(SUCC(Cl), Cc2, 03;x17x2) i r(a, Z2, f(ch Cc2, C3;$1,£C2)

f(0,02,03;$1,$2) —a
f ~

(succ(cr), 2, c3;@1,x2) — r( g(succ(er), ca;x1) a, f(c1,c2,c3;21,22))

gApa(f(c1,c2,c35@1,2))
(en effet : voir le dernier cas de l'exemple 8 page 12)

f(SUCC(Cl%Cz,CB;JChM) —>7”(@7wz,f(cl,cz,cs;xhxz))
(xq1 West pas utilisé)

{f(07027033$179€2) —a

f(0,¢2,c3321, x2) — 21

f(SllCC(Cl), C2,C3;T1, QZ‘Q) - T(an f(cla C2, SUCC(C3); T, IQ) ) f(cla C2,C3;T1, IQ))

(la régle inductive ne peut pas a la fois itérer le compteur auxiliaire d’'une part et le laisser tel quel d'autre
part)
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Propriété 1 (Normalisation).
Tout systéme Presburger est ncethérien.
i.e. tout terme ¢ possede une forme normale.

Démonstration. voir [Her94]. O

Propriété 2 (Confluence).
Tout systéme Presburger est confluent.
i.e. toute forme normale d'un terme ¢ est unique.

Démonstration. Tout systeme Presburger est orthogonal (i.e. sans paire critique et linéaire a gauche). O

Corollaire 1 (Convergence).

Tout systéme Presburger R est convergent.

i.e. tout terme ¢ possede une unique forme normale notée ¢/ (ou simplement ¢| lorsque R est sous-
entendu).

Grammaires primales

DEFINITION 17 (GRAMMAIRE PRIMALE).
On appelle grammaire primale un triplet (¥, R, t*) oiv:
— Y est une signature primale,
— R est un systéeme de réécriture Presburger,
— t* est un terme primal sur X, appelé axiome.

Remarque 3.

Lorsque cela ne présente pas d’ambiguité, nous considérerons implicites la signature et le systéme Pres-
burger — ceux-ci doivent cependant étre clairs dans le contexte. Nous identifierons ainsi un terme primal a
la grammaire dont il est 'axiome.

Idée sous-jacente.
On assemble les briques : une grammaire primale est un couple (terme primal, interprétation).

Interprétation

INTUITIVEMENT , les termes primaux permettent de « parler de plusieurs termes en méme temps ». On
fait ici le lien formel avec cette intuition.

DEFINITION 18 (ENUMERATEUR, LANGAGE ENGENDRE).
Un énumérateur d'un terme primal t est une substitution close ayant pour domaine les variables comp-
teursdet (i.e.§ : CVar(t) — N).

Le langage engendré par une grammaire primale G = (X, R, t*), noté L(G), est 'ensemble :

L(GQ) = {t*¢|r | £ est un énumérateur det}

Idée sous-jacente.
Le langage engendré est I'ensemble des termes représentés par le schéma de termes. On l'obtient en
appliquant le systéme Presburger a toutes les instanciations possibles des variables compteurs.

Exemple 11.
(tiré de [Her94])
Soit la grammaire primale G,
— de signature primale :
compteur X compteur — t

compteur — t
txt—t
— t

t—t

OQ‘@+Q>\>

— t
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— de systéme Presburger associé (pour des questions de lisibilité on utilise la notation infixée pour +) :

f(0,5) = ¢ 9(0) —a
f(suce(i), j) = §(j) + f (i, suce(s)) j(suce(j)) — b(3(5))
- etd’axiome :
f(n,0)
Alors :
LG) = {a+ (bla)+ (... + (" (a)+¢)...)) | n e N}
Remarque 4.

Dans la continuité de la remarque 3 page précédente, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité ou qu’il n’y a pas lieu
de préciser la signature et le systeme Presburger, nous pourrons parler du langage d'un terme primal pour
désigner en fait celui de la grammaire primale induite.

Dans ce cas la forme normale d'un terme u sera notée simplement v .

Remarque 5.
Trivialement le langage engendré ne contient pas de terme rédex.

DEFINITION 19 (EQUIVALENCE).
Deux grammaires primales G, et G5 sont dites équivalentes, ce qui sera noté G1 = G, i et seulement si
leurs langages engendrés sont égaux.

NOUS EN PROFITONS pour présenter la propriété suivante qui nous dit que I'on peut systématiquement
supposer que c’est la deuxieme forme de regle inductive qui est utilisée. Cela permet de simplifier les dé-
monstrations ultérieures.

Propriété 3.
Soit un symbole défini sans compteur auxiliaire.
Alors il existe un symbole défini avec compteur auxiliaire qui lui est équivalent.

Démonstration.
— On note f le symbole défini sans compteur auxiliaire de systéme Presburger :

f
1
f(suce(i), & &) — ri[f (i, &)

— On note f’ le symbole défini avec compteur auxiliaire j de systéeme Presburger :

=
—~
=)
Sy
ﬁ.

8
~—

f
1
f'(succ(i),c, j; &) — Tg[f’(ia c,succ(j))]a

ot j est une variable wapparaissant pas dans r{ et ré (sinon on renomme).

— Montrons que pour tout énumérateur des deux termes, noté & :

f(iacla' 7Ck7'f)§l = f/(ivclv" 7Ck7]7f)€l

Soit un £ un énumérateur de f(i, Cly ..oy Ch; D).
Alors ¢’ = £ U{j—p} est un énumérateur de f/(i,c1,...,ck, J; T).
On note n = i{(= £’) et on procede par récurrence sur n :

1. n=0

fa,egnel  fri.eq8E]
= fo.a& a1 = fo.e, ¢ 7))
=r{¢ =r{¢

= 7'{ ¢ (j wapparait pas dans r{ )
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2.n=n+1 . )
f'(suce(i), & j; ©)E'| f(succ(i), & 7)€|
= f'(suce(n), &', j&'; 7)| = f(succ(n),c€; 7)|
= €/ [f(n, ', suce(j¢"); #)|].a = rf¢lf(n. 2 7) 1]
= 15[ f/(n, ' succ(j¢');@)|]a  (j Wapparait pas dansr{)
=1y €[f(n, ¢ 7)]]a (hypothese de récurrence)

— On obtient donc que les langages engendrés sont les mémes, et par la méme I'équivalence entre f et

f.
O

3.5 Exemple important: représentation des entiers naturels

BIEN QUE LA REPRESENTATION des entiers naturels avec les grammaires primales ne soit pas difficile, son
importance réside dans le fait que nous en ferons une utilisation récurrente dans les exemples des chapitres
suivants.

On utilise la définition suivante (classique) des entiers naturels, on se donne :

— une sorte entier;

— une constante a de sorte entier qui dénote le 0;

— le symbole fonctionnel s : entier — entier qui dénote la fonction sucesseur.

On pose alors le symbole défini suivant :

N(0) —a
N (succ(i)) — s(N (i)

qui, en fait, ne fait que traduire les compteurs en termes usuels.
Alors le langage engendré par V' (n) est'ensemble {a, s(a), s(s(a)),... }.

Notation 1.
Par la suite, certains exemples utiliserons a outrance des termes de cette forme, ainsi nous noterons dans

cescas:

1 = N()
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Chapitre 4

Grammaires primales étendues

NOUS INTRODUISONS ici les grammaires primales étendues dont la présentation differe 1égérement des
grammaires primales usuelles mais qui leurs sont équivalentes. L'intérét de ce formalisme est qu’il est plus
pratique a utiliser, en effet les contraintes a respecter sont moins restrictives que celles des systemes Pres-
burger.

Ce premier résultat est de plus une premiere étape essentielle vers la définition des « schémas itérés »
( chapitre 6 page 33). Remarquons cependant que ce résultat est un résultat général sur les grammaires
primales, On pourra donc trouver des applications en schématisation de termes indépendamment de I'uti-
lisation que nous en faisons dans ce projet.

4.1 Définition

CE FORMALISME nécessite cependant de définir une nouvelle notion : celle de compteur potentiel. Cette
notion va remplacer celle d’approximation, elle est plus complexe que cette derniére mais permet d’alléger
grandement la définition de systéme Presburger.

DEFINITION 20 (COMPTEUR POTENTIEL D’UN TERME).
Soit un terme primalt.

Alors l'ensemble des compteurs quelconques det, noté CQ(t), et l'ensemble des compteurs auxiliaires po-
tentiels sont inductivement définis de la facon suivante :

t Cco(t) CA(1)

fleo,eryoooyens...) Var(er)U---UVar(cg) {z

il existe un unique j € 0..k tq :
i € Var(cy)

f(ul,,uk) CQ(Ul)UUCQ(Uk) C.A(Ul)UUC.A(Uk)

Une variable compteur est un compteur principal potentiel det si ce n'est pas un compteur quelconque de

On noteCP(t) l'ensemble des compteurs principaux potentiels det.

Idée sous-jacente.

Une variable compteur est compteur principal potentiel si ses seules occurrences sont dans les premiers
parameétres des sous-termes rédex.

Une variable compteur est compteur auxiliaire potentiel si il n'a qu'une seule occurence dans chaque
sous-terme rédex.

Exemple 12.
Soit la signature suivante :
f : compteur X compteur xt —t

g : compteur X t —t
h:txt —t
a —t

19
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t =
(les compteurs quelconques sont encadrés)

h(a,z) n’'a pas de compteur quelconque
donc toute variable compteur est compteur principal potentiel
n’'a pas de compteur auxiliaire

f(cl,; x) c1 € CP(t)
C1,C2 € CA(t)

fler + e, [es]+[e2]s o) c1 € CP(t)

c3 € CA(t) mais co & CA(t)

h(, (cl,;x),a) c1 € CP(t)
Co € C.A(t)

W(f(er,[esf ), d(ca + e1,[es]+[c2])  e1 € CP(t) mais ¢y & CP(t)
c1 € C.A(t)

cs € CA(t) car ses deux occurrences ne sont pas dans le méme
terme rédex

mais ¢z ¢ C.A(t) car ses deux occurrences sont dans le méme terme
rédex

Nous POUVONS maintenant définir les systémes Presburger étendus, qui ont pour but de remplacer les
systemes Presburger. Trés proches de ces derniers, leurs différences sont mises en valeur :

DEFINITION 21 (SYSTEME PRESBURGER ETENDU).
Un systeme de réécriture R est dit Presburger étendu si pour chaque symbole défini f, il contient :
— unerégle de base :

f(0,&2) — ]

— une régle inductive de l'une des deux formes suivantes :

f(suce(i), &%) — ri [f(i,& F)]a
ou

f(succ(i), &) — r3[f(iscr,. .., cho1,su€C(Ch), Chots s Cns T)]a
tels que:

1. A est un sous-ensemble fini des positions mutuellement paralleles autres que la racine der} ;

. rg[f(i,(?;f)]A etrg[f(i,cl, ey Cl—1,8UCC(Ck), Cht1, - - - Ck; T)] 4 SONE des termes réguliers;

2
3. i est compteur principal potentiel der} ;
4

. j est compteur auxiliaire potentiel der! etr] ;

5. chaque symbole défini apparaissant dans r{ ou r%c a une précédence inférieurea f ;

6. le symbole racine de rg est un symbole constructeur;

7. chaque variable usuelle doit apparaitre dans r{ ou rg

(la notion d’approximation est remplacée par les notions de compteur principal potentiel et de compteur
auxiliaire potentiel)

Une grammaire primale étendue est un triplet (X, R, t*) oit:
— X est une signature primale;
— R est un systeme Presburger étendu ;
— t* est un terme primal sur X.
La définition de langage engendré s'étend naturellement.
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Idée sous-jacente.

La notion d’approximation interdit, dans un systeme Presburger, d’utiliser dans r{ et 7"2 des termes rédex
dont les parameétres soient des termes autres que des variables.

Un systeme Presburger étendu n'impose pas (moins) de conditions sur la forme des parameétres des
termes rédex.

LE GAIN en « ergonomie » se voit particulierement sur les exemples suivants.

Exemple 13. R
Soitla définition de NV en §3.5 page 17 et un symbole défini g : compteur x compteur — entier de précédence
supérieure a N dont on suppose donné un systeme Presburger non précisé.
On souhaite définir le systeme Presburger d'un symbole défini f de précédence supérieure a §. Alors (les
causes de non systeme Presburger sont soulignées, celles de non Presburger étendu sont encadrées) :
1. sile systéme contient la regle :
£(0,5) — N (succ(j))

ce n'est pas un systeme Presburger, en effet : succ(j) n'est pas une sous-suite de ¢, j (en revanche j seul
le serait).

Mais ce peut étre un systéme Presburger étendu car j est bien compteur auxiliaire potentiel de
N (succ(j)) (j n'y apparait qu'une fois).

2. sile systéme contient la regle :
0,5) = a(4}[4)

ce n’est pas un systéme Presburger, en effet : j, j n’est pas une sous-suite de i, j.

Ce n’est pas non plus un systéme Presburger étendu car j n’est pas compteur auxiliaire potentiel de
g(, ) : en effet il apparait dans les deux parametres (en revanche ce serait possible avec §(i, succ(j))
ou g(j,succ(k))).

3. sile systéme contient la regle :
f(succ(i), j) — r(g(succ(i), j), f(i,succ(j))) (olir : entier x entier — entier)

ce n'est pas un systeme Presburger, en effet : succ(i), j n'est pas une sous-suite de i, j.

En revanche ce peut étre un systeme Presburger étendu car :

— ¢ est bien compteur principal potentiel de g(succ(:), j) (car sa seule occurence est dans le premier
parametre),

— j est bien compteur auxiliaire potentiel de g(succ(i),j) (pour les mémes raisons que précédem-
ment).

4. sile systéme contient la regle :

f(suce(i), ) — r(g(suce(i),[i]), f(i, suce())))

ce n’est pas un systéme Presburger, en effet : succ(i), i n’est pas une sous-suite de 4, j.

Ce ne peut pas non plus étre un systeme Presburger étendu car ¢ n'est pas compteur principal potentiel
de g(succ(i),) (c’est un compteur quelconque).

5. le systéme suivant n’est pas Presburger mais est Presburger étendu :
£(0,4) — r(N(suce(5)), 4(4.0))
f(suce(i), j) — r(3(i + j, suce(0)), r(N(suce(i)), f(i, suce(j))))

4.2 Equivalence avec les grammaires primales
LE BUT ICI est de démontrer que les grammaires primales étendues sont équivalentes aux grammaires

primales.
On a d’abord trivialement la propriété suivante :
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Propriété 4.
Toute grammaire primale est équivalente & une grammaire primale étendue.

Démonstration. En effet, tout systéme Presburger est trivialement un systéme Presburger étendu (on vérifie
facilement que chaque terme rédex appartenant a l'approximation, i — resp. j — est compteur principal —
resp. auxiliaire — potentiel). Par conséquent toute grammaire primale est une grammaire primale étendue.

O

MONTRONS MAINTENANT que toute grammaire primale étendue est équivalente a une grammaire pri-
male.

Lemme 1.

Soit un terme rédex f(n, ;&) ol n, py, . . ., pr sont des expressions compteurs.

Alors il existe un terme primal (classique) équivalent dont tous les sous-termes de type compteur sont des
variables compteurs (i.e. pas des expressions compteurs quelconques).

Idée sous-jacente.
Ce qui compte ici, c’est que les expressions compteurs — donc des termes quelconques — peuvent étre
«décomposées » pour se ramener au cas de variables compteurs seules.

Idée de la preuve.
Pour tout 4, on note {c; y,...,¢c; ,,.} = CVar(p;) (ordonnés arbitrairement) et {cg 1, ...,cy .} = CVar(n);
nous allons construire un f” tel que :

FHCh1s s COmgr Chtr s €y 3 ) = fp1,.. ., a3 T)

Schématiquement :

&

n, e Pk N
! |

) ’ / / / —

F'C 1 Cmgr =+ ChtreeosChomy  5T)
La structure de chaque expression compteur est encodée dans la structure de f'. e.g. chaque addition dans

une expression compteur est remplacé par un symbole défini dont la structure encode I’addition correspon-
dante.

- On note v le terme f(n, 7: Z), v’ le terme recherché, et le systeme Presburger de f de la facon suivante :

&

f(0,¢

g
f(succ(i), ¢ &) — rzf[f(z‘, €1y...,Cj—1,8ucc(¢j), Cis1, ... )]a
(on se place dans le cas le plus général ot f a un compteur auxiliaire)
— On procede par induction ncethérienne sur I'extension lexicographique (<, <), oix :
o < désigne la précédence entre symboles définis ;
o < désigne l'ordre sur la hauteur du termen ;
On note HZ(t) le terme obtenu par application de I'Hypothése d’Znduction au terme ¢.

1. sin = 0 ou plus généralement, n est une constante :

alors on peut réécrire le terme avec le systéme Presburger de f et on applique 'hypothése d’in-

duction a tous les éventuels termes rédex ainsi introduits (et dont la téte est nécessairement de

précédence inférieure);
2. sinestdelaformen’ +n’" :

e On suppose que n contient au moins une variable — sinon, »n est une constante, cf. 1 — on peut
donc se ramener par associativité de 'addition a un terme équivalent tel que n’ est une variable.
Alors on note : A A
- ¢ (dql; Y1)ye- ey g},(d;,; yp) les termes rédex apparaissant dans rg et r{ ;
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- Rf le terme obtenu en remplagant dans 7‘2 chaque g;(d: §) par

z<—1+n
k{7
Ck ‘*Pk

g def g
—Ca =N
e Puis on pose:

N / / / / -
fl(070027" cOm07cl,1""7ck,7nk7x)
—>HI< "5 7)
. .
fI(SU.CC( ) 027" C(Jmo’cl 17"'>Ck,mk’x)
. ' .
—>R2[f(z 002,.. cOmO,cll,...,cj_Lm succ(jl), j27...,x)]A
ou:
— Ch.95+ -+ 5 CO.m, SONt les variables de n” («récupérés » par induction sur f(n", ;7)) ;

— on donne 2 f’ le rang suffisant pour que les symboles définis introduits par induction soient
dans I'approximation;

Ici 'hypotheése d’'induction s’applique a un symbole dont le rang ne décroit pas; en revanche, la
hauteur den’ est bien inférieure a celle den’ + n’”.

(Remarque : en toute rigueur, si un quelconque ¢; n’est utilisé par aucun g;(d;; 7;), alors le p; cor-
respondant n’est pas décomposé par '’hypothese d’induction ; cependant un tel ¢; serait alors
inutile (i.e. le symbole construit en retirant ce parametre du profil de f est équivalent a f), on peut
donc remplacer p; par une nouvelle variable.)

e Suivant la méme méthode que dans la propriété 3 page 16, (i.e. en se donnant un énumérateur,
puis en procédant par récurrence sur ’assignation ainsi obtenue du compteur principal, ce qui
donne I'égalité des langages engendrés), on montre :

f’(n',c(),Q, s oy B) = f(0 0" P E)

def 7 —» . P . c 2,2 .
e Onposedoncu’ = f'(n',cy o, ..., ¢, ;&) qui vérifie bien la propriété car n’ est une variable.
3. sin estune variable, cf. 2 page précédente en prenantn’ =netn” =0 (car n=n+0);

4. sin est de la forme succ(n’), cf. 2 page ci-contre en prenant n”” = succ(0) (car succ(n) = n +
succ(0));

O

Propriété 5.
Toute grammaire primale étendue est équivalente a une grammaire primale.

Démonstration.

Idée de la preuve.

Le but est de construire une grammaire primale a partir de la grammaire primale étendue. Vues les deux
définitions, il s’agit principalement de modifier la grammaire étendue de sorte a respecter la contrainte d’ap-
partenance a ’approximation.

Trois contraintes peuvent empécher d’atteindre ce but :

— I'approximation n’est définie que pour un terme ayant des variables pour parametres (i.e. pas des ex-

pressions quelconques) Ce probleme est réglé par U'application du lemme 1 page précédente.

— le compteur principal doit étre placé en premiere position donc impossible si jamais une variable ap-

parait avant le compteur principal. Ce probléeme est réglé par la notion de compteur principal potentiel.

— tous les parametres du symbole défini doivent étre différents donc impossible si une variable appa-

rait deux fois en tant que parametre d'un méme terme rédex. Ceci est réglé par la notion de compteur
auxiliaire potentiel.

Soit une grammaire primale étendue (3, R, t*).
Soit un symbole défini f de compteur principal i et de compteur auxiliaire ;.

Onnote uy, . . ., u,, les sous-termes rédex de r{ et rJ.
Par définition d'un systéme Presburger étendu, on a pour toutk € 1..m:
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i (resp. j) est compteur principal (resp. auxiliaire) potentiel de uy ;
Head(ug) < f.

Nous construisons un symbole défini f/ « équivalent a f » mais de systéme Presburger classique, par in-
duction sur la précédence de f. Soit k € 1..m, on note uy, = §(n, 7 t).

Lapplication de 'hypothese d’induction a u; fournit un systeme Presburger pour § ; construisons main-

tenant le systéme Presburger de f.

On pose uj, = §(n, p; Z) le terme tel que u;, = u;{igiii} ; comme nous avons maintenant un systéme

Presburger classique pour uj,, on peut lui appliquer le lemme 1 page 22, ce qui nous donne un terme

up = é’(co, c1,...; %) 0l cg,cq,... sont des variables compteurs.

Sii e Var(ujg’), alors i doit étre le premier parameétre de u}, sinon ) ne peut pas appartenir a I'approxi-

mation de f’(i,...); or, ¢ est compteur principal potentiel de u, donc:

o soiti & Var(uy), et alors i ¢ Var(uj), donc le probléme ne se pose pas;

e soiti € Var(n) (etVp, € p': i € Var(p;)); alors la démonstration de le lemme 1 page 22 montre que
I'on peut imposer ¢, = i. De plus, comme Vp; € p': i@ ¢ Var(p;), co est la seule occurence de ¢, si
cela n’avait pas été le cas v aurait eu la forme ¢'(i,...,i,...) et Waurait donc pas pu appartenir a
I'approximation de (i, ... ).

De méme j étant compteur auxiliaire potentiel de r{ etde rg ,il a au plus une occurence dans uy.

On peut donc distinguer deux types de variables compteurs :

o celles qui apparaissent entre i et j (donc avant j), notées ¢1 ;

e celles qui apparaissent apres j, notées ¢;.

Ces variables peuvent éventuellement se répéter (i.e. il peut exister iy, is tel queiy # is etc;, = c¢;,), Ce

qui pose probleme pour I'appartenance de u; a 'approximation; cependant ces variables-ci n’ayant

pas de role particulier dans le systéme Presburger, on les renomme de sorte a ce qu’elles soient toutes
distinctes; les égalités entre variables seront rétablies en dehors du systéme Presburger.

On pose alors :

(0,61, 4,¢3; %) — r{ ol chaque uy, est remplacé par uj,.

f'(succ(i), é, j, ;&) — r{ ou chaque uy, est remplacé par uj.

Par construction, il s’agit bien d'un systéme Presburger (i.e. chaque v}, € Apz(f'(i,c1, j, ¢3))).
On pose enfin t"* = t* dans lequel chaque sous-terme de la forme f(n, 7; Z) est remplacé par f'(n, 7; 1) ;
alors (X, R/, t'*) est bien une grammaire primale équivalente a (3, R, t*).

O

THEOREME 1.
1l est équivalent d'utiliser les grammaires primales étendues ou les grammaires primales.

AINSI PAR LA SUITE, le terme « grammaire primale » désignera indifféremment 'un ou l'autre formalisme.

D’une manieére générale, les grammaires primales étendues sont plus pratiques lorsque la schématisation
n’'est qu'un outil. En revanche, lorsque I'objet d’étude est la schématisation en elle-méme, les grammaires
primales classiques sont plus pratiques — car plus restrictives.



Chapitre 5

Schémas de formules

NOUS POUVONS MAINTENANT (enfin) rentrer dans le vif du sujet : ce chapitre définit formellement les
schémas de formules que nous allons utiliser. Lidée globale est :

1. Considérer les formules (qui sont dans, notre cas, des ensembles de clauses) comme des termes.
{P():2P(@) v P(s())}
devient :
U({P(a)}, {V(=(P(z)), P(s()))})

(naturellement, cette écriture laborieuse ne sera pas utilisée telle quelle; ce n'est qu'une formalisation
nécessaire a l'utilisation des grammaires primales)

2. Utiliser les grammaires primales pour schématiser les termes ainsi obtenus : ce sont les « schémas de

formules ».
n+1
U p(d)
s’écrit :
. . .7:—(0) — 0O
F(succ(n)) ou: { . _ . ) . }
F(succ(i)) — p(N(succ(z))) V F(3)

5.1 Préambule: signature clausale

NOUS FORMALISONS ici le fait de considérer des formules comme des termes : partant d'un langage du
premier ordre nous définissons une « signature clausale ». Les termes sur cette signature correspondent aux
formules sur le langage considéré.

DEFINITION 22 (SIGNATURE CLAUSALE).
Soit (S, F,P) un langage du premier ordre multisorté.
On appelle signature clausale sur (S, F, P) toute signature :
— contenant les sortes littéral, clause, ef conjonction ;
— contenant les symboles fonctionnels suivants :

P: Dom(P) — littéral (PeP)
- littéral — littéral
(")clause : littéral — clause
O: — clause
\ clause x clause — clause
(+)conjonction clause — conjonction
0: — conjonction

At conjonction X conjonction — conjonction

ainsi que les symboles de F.

25
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Idée sous-jacente.
Les connectifs et les prédicats sont simplement vus comme des symboles de fonction.

Remarque 6.
Les symboles infixés (-)ciause €t (-)conjonction € SEIVENt qU’a convertir les types. Nous les écrirons au début
mais nous les omettrons assez rapidement par souci de lisibilité.

Exemple 14 (Signature clausale).
Soit le langage du premier ordre suivant :
- S={t}
— P contient P, Q (d’arité 1) et R (d’arité 2);
- F={a,b,s, f,g}ou:
—t

— t

t—t

~ »n o 2

txt—t

g: tXt—t

Alors la signature suivante, dont les sortes sont t, littéral, clause et conjonction, est une signature clausale :

—s t

> R

— t

t—t
txt—t
tXt—t

t — littéral

t — littéral

t x t — littéral

O30 Yae - o

— clause

littéral — littéral

J

V littéral x clause — clause
0: —— conjonction
A

clause x conjonction — conjonction

DEFINITION 23 (SEMANTIQUE).
Soit une signature clausale > sur un langage L, on appelle 3-algebre clausale toute X -algebre telle que :
— littéral, clause, conjonction ont pour domaine {V,F};
— les symboles —, (-)clauses T, V, (+)conjonction: 0, A S'interpreétent respectivement comme la négation, la fonction
identité, la fonction constante égale a ¥, la disjonction, la fonction identité, la fonction constante égale
a'V, et la conjonction.

Idée sous-jacente.
On adapte simplement la notion usuelle d’interprétation au nouvel objet.

Remarque 7.

Il est évident qu’a chaque interprétation classique Z sur £, on peut associer une -algébre clausale Z’ sur
3.

On peut alors dire qu'une clause C est équivalente a un terme ¢ sur une signature clausale si et seulement
siZ(C) = Z'(t) quel que soit Z.

Notation 2.
Par la suite nous garderons les notations usuelles pour les clauses et ensembles de clauses. Ainsi, au lieu
d’écrire

A(P(a), AN(=(Q(s(0))), A(V(P(f(a, b)), V(=(R(c, a)),8)),)))
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Nous écrirons plutot :
{P(a>7 ﬁQ(s(b))v P(f(a7 b)) v ﬁR(Q a)}
Plus généralement :
- A VAyV---V A, désigneleterme V(- -V (V(A1, A2), A3) ..., Ap),
— et{A;,...,A,} désignele terme A(--- A (A(A1, A2), A3) ..., Ap).
Ce qui est justifié car la définition 23 page ci-contre implique que V et A sont associatives et commutatives
dans toute X-algebre clausale.

5.2 Syntaxe

IL S’AGIT MAINTENANT d’utiliser les grammaires primales pour schématiser les formules, préalablement
représentées par des termes. La définition découle assez naturellement des définitions de signature clausale
et primale.

DEFINITION 24 (SCHEMA DE FORMULES).
Soit L = (¥, F,P) un langage du premier ordre multisorté tel qu'aucun symbole de F ne soit de type littéral,
clause, ou conjonction.

On appelle signature de schéma de formules sur £ toute signature primale et clausale sur L.
On appelle schéma de formules toute grammaire primale sur une signature de schéma de formules dont
l'axiome est de sorte conjonction ; on interdit de plus les variables de types littéral, clause et conjonction.

Ainsi le langage engendré par un schéma de formules est un ensemble d’ensembles de clauses.

On appelle conjonction définie (resp. clause définie) tout symbole défini de type conjonction (resp. clause).
On appelle conjonction primale (resp. clause primale) tout terme primal de type conjonction (resp. clause).
Une clause primale pourra aussi étre appelée schéma de clauses.

Idée sous-jacente.
C’est simplement un héritage double des grammaires primales et signatures clausales.

Remarque 8.

Tout comme on pouvait précédemment désigner une grammaire primale par son axiome, on désignera
de méme, lorsque le contexte s’y préte, un schéma de formules par son axiome (qui est une conjonction
primale).

Notation 3. o
Les conjonctions définies seront nqtégs IA}' , G, H.
Les clauses définies seront notées I, G, H.

Exemple 15 (Conjonction primale).
(ou schéma de formules dont la signature et le systeme de réécriture ne sont pas représentes. . .)

((P(aa xl))clause)conjonction
ﬁ(017 C2; b)
((A)clause)conjonction

(F(CQ ; xl))conjonction

ou

{ ((P(@,1)) dause eonjoncton: F (1 ¢2:); (A)ctaus)conjoncion: ('(€3 1) conjoncion |
Ce que nous abrégerons en :
P(a,x1)
Fler,casb)
A
F(Cz; 1)

ou {P(a7x1);.7:'(cl,cz;b);A;F(cz;ml)}

sauf pour A qui reste dédié a la représentation des entiers naturels, voir §3.5 page 17
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5.3 Sémantique

LA SEMANTIQUE s’établit assez naturellement a partir des sémantiques des grammaires primales et des
signatures clausales. Cependant souvenons-nous que notre but est de construire des schémas de preuves.
Cela signifie que I’on veut une preuve pour chaque instance de notre schéma de formules. Dans un cadre de
démonstration par réfutation il faut donc réfuter chaque instance de ce schéma. Ainsi I'interprétation d'un
schéma sera fausse si et seulement sil'interprétation de chaque instance est fausse.

A noter que cette sémantique est complétement différente de celle utilisées dans les travaux antérieurs
sur les schématisations de termes (cf. par exemple [Sal92, Pel97]). En effet, les variables entieres représentent
ici des parametres (que I'on peut voir comme des quantificateurs existentiels) alors que dans les travaux
existants, elles sont traitées exactement commme des variables usuelles (donc quantifiées universellement).
Ainsi, un schéma sera dit "réfutable" si chacune de ses instances est réfutable. Par exemple, le schéma
{P(a), =P(f™(a))}, n'est pas réfutable (sauf sin = 0), alors que 'ensemble de clauses { P(a), =Vn P(f"(a))}
lest.

DEFINITION 25 (INTERPRETATION D’UN SCHEMA DE FORMULES).
Soient :

— L un langage du premier ordre,
— uneX.-algebre clausale T sur L,
— un schéma de formules S dont la signature est basée sur L.

On définit Uinterprétation T de S de la fagon suivante :
T SssiVte L(S), Tt

Idée sous-jacente.
Un schéma de formules est réfutable si et seulement si toutes ses instances sont réfutables.

Remarque 9.
On aurait pu écrire de maniere équivalente :

TESssi.dte L(S): Tt
mais pas (voir le début du paragraphe) :

TESssivte L(S): Tt

Exemple 16.
Soit le schéma de formules suivant :
P(a)
—P(z) VvV P(f(z))
=P(f(n;a))
ou:
f(0;2) —

f(suce(n); z) — (f(n; x))

Ce schéma est insatisfaisable si et seulement si il est insatisfaisable pour toute valeur de n.

DEFINITION 26 (EQUIVALENCE DE DEUX SCHEMAS DE FORMULES).
Deux schémas de formules seront dits équivalents (noté =) si et seulement si ils ont méme valeur de vérité
quelle que soit l'interprétation.

Remarque 10.

Les schémas de formules héritent aussi de la définition d’équivalence entre grammaires primales. Cette
derniere implique trivialement I’équivalence telle qu'on vient de la définir (car les langages engendrés sont
alors identiques).



5.4. EXEMPLE : LE PROBLEME DES PIGEONNIERS 29

5.4 Exemple:le probléeme des pigeonniers

AFIN DE METTRE en pratique les définitions introduites, nous modélisons ici I'’exemple récurrent du pro-
bleme des pigeonniers (voir §1.1 page 1 pour une présentation générale de ce probleme) via des schémas de
formules.

Soient :
— n pigeonniers,
— n + 1 pigeons.
On note p(i, j) le prédicat «le pigeon i va dans le pigeonnier j ».

On modelise le probleme par raffinements successifs depuis l'énoncé en langue naturelle jusqu'a des sché-
mas de formules.

1. ’ «Chaque pigeon va dans un pigeonnier » ‘

¢
Viel.n+1:35€l.ntq p(i,j)
¢
n+l n
U V»lid)
¢
F (succ(n),n)
R0, =0 A }u’f“...
Fi(succ(i), j) — F(j,succ(i)) U Fi(succ(i), j) i=1
ol ) F(0,i) — O ) ) A }V’-’
F(succ(j),i) — p(N (i), N (succ(j))) V F(j,1) j=1-""
Fi=F-N

Mais cette derniére écriture ne correspond pas a une grammaire primale étendue, en effet ; n’est pas

compteur principal potentiel de F'(j, ) dans

Fi(succ(i),j) — F(j,succ(s))
Cependant, on peut modifier 7, de la fagon suivante :

F1(0,5,4) — 0
Fi(succ('), j,i) — F(j,i) UF(i', j,suce(i))

eton pose:

Fi(succ(n), n,succ(0))

Idée sous-jacente.

On aremplacé :
n+l n

U V »(.5)

i=1 j=1

par:

n

U VG

i'=1.n+1J=1
i+i’'=n+2
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2.| «Chaque pigeonnier ne contient qu'un pigeon » ‘

¢
Viel.nVjel.n+1,Vekel.n+1,k#7: p(4,i) = —p(k,i)
¢
n n+1l
U U —»G.i) v -pk,i)
i=1 j=1 k=1..n+1
k#j
¢
n n+l
U (4, ) V =p(k, )
i=1j=1k<j
¢
n n+lj—1
U U ﬁp(jal)\/ﬂp(k'al)
=1 j=1 k=1

(élimination des redondances)

Ici, le méme type de probleme surgit : on ne peut pas transcrire littéralement cette expression en termes
de grammaires primales. Nous donnons donc une expression, équivalente a la précédente, plus complexe
mais qui se traduit mieux en grammaires primales.

U U U v (ko)

i'=1.n Jj=l.n+lk=1.j-1
it+i =n+1

¢

fg(n, succ(n), succ(0),succ(0))

. ﬁ2(0a61a627 ) @ } <:>LJ
Fa(suce(i'), e1, ¢a,i) — Gley, ea,i) U Fali', 1, ¢a, suce(i)) ljf_lnﬁl o
. Q(O’CQ’i)HQA . < U,
- ) G(suce(j), c2,d) — H(j, j, c2,1) UG(j, 2, ) =t

R0, ), ki) —0 o
H(suce(k'), j, ki) — =p(N'(7), N'(§)) V =p(N (k), N (i) } & Ukt jor -
U H(K',succ(k),)

ForG-H=N

Mais une fois encore, on n'a pas exactement une grammaire primale, en effet j n'est pas compteur
principal potentiel dans :

G(Succ(j)vc% ) - H(]a y €251 )U G(]7 CQvi)

En fait, si j est utilisé dans la borne supérieure de &, on ne peut pas réutiliser j dans le « corps » de
l'itération ; on modifie donc G et H de fagon que j n'apparaisse pas dans le corps, ce qui donne :

Q(O,Cg,i) - @
Q(succ(j),@,i) — ’/‘:l(j7 c2,1) U Q(j, Ca,1)

et: R

H(suce(k ) ) — —p(E(k, k'), N () V =p(N (k), N'(i)) UH(K, succ(k), i)

£(0,dz) — N (dz) (additionne les deux compteurs, puis
i(succ(dy), dy) — s(i(dy,dy)) traduit le résultat en un entier)
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Enfin on pose :

Fa(n,suce(n), succ(succ(0)), succ(0))

Idée sous-jacente.
On aremplacé :

U U U —pG i) v -p(k,i)

i'=1..n Jj=l.n+1lk=1..5-1
i4+i'=n+1

U U U —p(k + k',4) vV —p(k,i)

i'=1.m j=l.n+lk=1..j—1
i+i =n+1 k+k'=j

par:

En conclusion, le schéma de formules a réfuter est le suivant :

Fi(succ(n),n,succ(0)) U Fa(n,succ(n), succ(succ(0)),succ(0))
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Chapitre 6
Schémas itérés

LA NOTION de schéma itéré est née en voulant caractériser précisément ce que les schémas de formules
pouvaient représenter. L'objectif est de fournir un langage de représentation des schémas équivalent a celui
que nous venons d’introduire, mais plus proche de la notation mathématique standard. En fin de compte,
ces schémas itérés se sont progressivement substitués aux schémas de formules originels. En effet, ils sont
beaucoup plus simples que ces derniers, et correspondent d’avantage a une écriture « naturelle » des sché-
mas de formules.

Par exemple le schéma informel :

P(i, j)

n p

2

[
<

s’écrit simplement :

(qui est un schéma itéré).
Nous démontrons que cette définition est équivalente a la précédente en termes de pouvoir d’expression.

6.1 Clauses itérées

NOUS CONSIDERONS en premier lieu des clauses itérées i.e. des objets ne faisant pas intervenir la conjonc-

tion, e.g. :
n
\/ P(i)
=1

Les résultats valables sur les clauses s’étendront naturellement aux schémas itérés en toute généralité,
comme nous le verrons en §6.3 page 41.

6.1.1 Syntaxe

DEFINITION 27 (LANGAGE DU 1E® ORDRE PRIMAL).

Soit:

— un langage du 1°" ordre L = (F,P),

— une signature primale Y dont les symboles constructeurs sont les éléments de F.
Alors on appelle langage du premier ordre primal basé sur L, le langage dont les prédicats sont dans P mais
dont les termes peuvent apparteniras .

Idée sous-jacente.
Il s’agit d'un langage du 1¢ ordre classique a ceci pres que les termes peuvent étre des termes primaux.

On ne définit pas de sémantique, il s’agit juste d’'une « brique » pour la définition suivante :

li.e. ici, la signature primale ne sert que pour les termes, pas pour les clauses ou les conjonctions; il peut donc y avoir des termes
primaux, mais pas de clauses ou de conjonctions primales au sens défini plus haut.

33
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DEFINITION 28 (CLAUSE ITEREE).
Soient
— un langage du premier ordre L,
— un langage du premier ordre primal basé sur L, noté LP.

On définit I'ensemble des clauses itérées, noté Conv(LP), comme le plus petit ensemble contenant O et les
littéraux sur LP clos par disjonction et par l'opération suivante :

C € Conv(LP),

1 est un compteur principal potentiel de C,

, P P . p P ) alors : \/ C € Conv(P,X)
j est un compteur auxiliaire potentiel de C, i jmntp

n, p sont des expressions compteurs. i=l.n

Si

Ce qui nécessite de définir, pour toute clause itérée C, l'ensemble de ses compteurs quelconques, noté
CQ(C) et l'ensemble de ses compteurs auxiliaires potentiels, noté CA(C) :

C co(C) CA(C)

O 0 0
P(ty,...,tx) CO(t1)U---UCO(tr) CA(t1)U---UCA(tg)
= P(ty, ... tg) CO(t1)U---UCO(tx) CA(t1)U---UCA(t)

C vV Cy CO(Cy) UCQ(C) CA(Cy) UCA(Cy)
- — soitc € Var(n)
Vitj=n+p C CO(C)UVar(p) ¢ | = soitc € Var(p)
=tn — soitc € CA(C)

Les compteurs principaux potentiels sont définis comme les compteurs qui ne sont pas quelconques.

Idée sous-jacente.
Bien que complexes, les définitions de compteur quelconque et de compteur auxiliaire potentiel sont
dans la continuation des mémes définitions pour les termes primaux, vues en chapitre 4 page 19.

Les définitions s’étendent en assimilant n au premier parametre d'un terme rédex et les variables de C et
p aux autres parametres.

Exemple 17.
Soient le langage du 1°" ordre primal suivant :
b P
Jj: compteur x t — t Pt
g : compteur X compteur X t — t 0:t
t
“ 7 R:txt
S t—t
Alors :
1. R
P(f(n;z)) vV =Q(g(n,p;s(a))) € Conv(P,X)
2.
(\/ P(f(%’w))) v '\ Q@ jix)) | € Conv(P,T)
= el
3.

n+1

\/ P[] a) & Conv(P,5)

Jj=1
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car j n'est pas compteur principal potentiel de P(g(i, j; a)), mais :

P(g(i, j;a)) € Conv(P,%)

n

+

I
I

4.
V'V P(fG.ksa) &Conv(P, %)
i=1 j=l.p
j+k=p+{i]
cari nest pas compteur principal potentiel de\/ j=1 , P(f(j,i;a));
JjH+k=p+i
\/ v ) & Conv(P,X)
cari n'est pas compteur principal potentiel de \/;:1 P ( f,i; a)) (en effet, i est présent dans le corps de
la clause itérée) ; en revanche :
\/ \/ P(f j p;a)) € Conv(P,X)
i=1j=1
(¢ n"apparaissant pas, il est bien compteur principal potentiel)
5.
Vo (PU@) v -0 i 2) ¢ conu(P,x)
i=1..n
itj=n+k

cari west pas compteur principal potentiel de Q(§(j,i;z)), et donc ni de

P(f(i;2)) v ~Q(§(j, i; x)), mais :
V(P v -Qit. jie)) € Conv(P,T)

i=1..n
i+j=n+k
et

Vo (PU@) v~k jsw))) € Conu(P, )

itj=ntk

6.1.2 Sémantique
FORMELLEMENT, LA SEMANTIQUE des clauses itérées se construit de la méme maniére que pour les sché-
mas de formules :

On appelle énumérateur d’'une clause itérée C toute substitution close dont le domaine inclut toutes les
variables compteurs libres de C.

Des lors, on définit naturellement le langage engendré par une clause itérée C de la fagon suivante :
L(C) = {C¢&| R | € estun énumérateur de C'}

ol R désigne le systeme Presburger associé a LP (ce dernier ne réécrit que les termes, pas les formules), ainsi
que laregle :

\/ C — c{j b atve{j b ot v ve{izy}  lorsque n est un entier.

J<—p
i+j=n+p .
i=1..n n fois

Note : il est clair que le systéme obtenu reste convergent.
Chaque élément de L(C') est alors une clause on ne peut plus usuelle.
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Idée sous-jacente.
Une clause de la forme \/;+j=n+p C est une clause usuelle lorsque n est un entier. C’est, dans ce cas, une

i=1l..n

simple notation pour la clause :

Cljnrp-1} vV C{jnipa} V- VO{iT}

n fois

Les clauses itérées permettent, elles, d'utiliser pour n une expression avec variables. Alors, la notation :

Clyiiha} VO el v v Ol

? fois

n’est pas une clause usuelle : les «...» ne peuvent pas étre complétés car dépendants de la valeur de n.
Le langage engendré par cette clause itérée est 'ensemble des clauses obtenues en donnant une valeur
entiere a n.

Puis LA NOTION d’interprétation vient de maniére similaire aux schémas de formules : étant donné une
interprétation 7 sur £ (le langage du 1°" ordre sur lequel est basé Conv(LP)), on étend cette interprétation en
une interprétation sur la clause itérée C, notée Z(C), définie de la maniére suivante :

T Cssi.Vee L(C),T ¢

Il est clair que B B B
Iconv ': Cl \ C2 SSi. Icon'u ): CVl ou Iconv ): CV2

Idée sous-jacente.
Une clause itérée est réfutable si et seulement si toutes ses instances sont réfutables.

6.2 Caractérisation des clauses primales par les clauses itérées

Le but de la suite est de montrer que toute clause primale est équivalente a une clause itérée et récipro-
quement.

6.2.1 Sémantique de I'équivalence entre une clause primale et une clause itérée
ON COMMENCE PAR définir 'équivalence entre une clause primale et une clause itérée.

DEFINITION 29 (EQUIVALENCE ENTRE CLAUSES ITEREES ET CLAUSES PRIMALES).
Soient une clause itérée C et une clause primale D.
On note:
— Reonwv le systeme de réécriture de termes associé a C ;
— Rschema le systéme de réécriture de termes et clauses associé a D.

Alors C et D sont dites équivalentes, si et seulement si pour tout énumérateuré deC et D, ona:

Cgchanv = Dglechém,a
— —
clause terme sur une signature clausale

Idée sous-jacente.
Une clause primale et une clause itérée sont équivalentes si, en instanciant les parametres de la méme
maniere dans les deux cas, on obtient la méme clause usuelle.

OnnoteraC = Det D = C aulieude C = D car C et D ne sont pas des objets de méme classe ce qui est
contraire a la sémantique habituelle de =.
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6.2.2 Toute clause primale est équivalente a une clause itérée

Lemme 2 (Forme des clauses primales). R R
Pour toute clause primale C, il existe des littéraux L+, .. ., L; et des clauses rédex C1(pi;t1), ..., C;(pj; ;)
tel que C est équivalent a:

av (Ll)clause VeV (Li)clause \ C’l(]?—i, ﬂ) VeV éj(p;7t;) (Za] € N)

Idée sous-jacente.
Lidée essentielle est qu'une clause primale est une clause classique « généralisée », i.e. c’est une disjonc-
tion de littéraux (comme une clause classique) et d’autres schémas de clauses éventuels.

Démonstration. Les seuls symboles de types clause sont les clauses définies et :
O: — clause

(*)clause : littéral — clause

V : clause x clause — clause

On démontre la propriété par induction structurelle sur C.

C =0 estbien de la forme voulue en prenanti = j = 0;

C = (L)dause alors C est bien de la forme voulue aveci =1, 5 = 0;
C = C(p;t) alors C est bien de la forme voulue aveci =0, j = 1;

C = D'V D? ou D! et D? sont des clauses primales alors :
) 2 ) 72
—C:(D\/L%\ \/Ll\/Dl(pl, Hv \/Dl(p], ))v(DvL%\/---vL?vD%(ﬁ{,tl)v---va(ﬁ?,tj))
(par hypothese de récurrence)
— en utilisant les propriétés d'associativité, de commutativité et d’idempotence de la disjonction, on ob-
tient un terme équivalent ayant la forme voulue.

L S

O

Par la suite on ne notera plus les (-)ause par souci de lisibilité.
Ce qui donne ici : R R
ov i, v~-'\/Li\/C’1(p_i;t1)\/~~\/C’j(p_;-;t

Corollaire 2. R
Soit une clause définie C, alors :

r$ = 0vIiv...vILvel&; @) v vCL(@E ;D)

=1
1
OVIZV.-- - VIL VRSBV -V O (&) v O, &)

r§[C(1, & 7))a

ou (siC Taun compteur auxiliaire) :

rg[é'(i,cl,...,c;g,hsucc(ck) Chtls-sCniE)]a =

ovI2v \/L2 \/C’Q(chxl) \/02( 12;_"?2)\/C/\’(i7017...7Ck_1’succ(ck)7ck+17...;

&

ol iy, 19, j1,j2 € N.
Démonstmtion
— Pour r : trivial (lemme 2).
- PourTQC[C’(i, o)A
eonadéja:r{[CG,..)a = OVL V.- VL VC (G E) V- V(& ) (lemme2);
e C(i,...) est donc un sous-terme de ce terme, mais :
1. C(i,...) ne peut pas étre un des L; (par typage);
2. C(i,...) ne peut pas étre O ni un sous-terme de O (qui est un symbole constructeur d’une part, et
une constante d'autre part) ;
3. C(i,...) ne peut pas étre un sous-terme d'un L; ;

(soit L; est rédex et c’est impossible car rf [C(i,...)|a est régulier, soit L; a pour téte un symbole
constructeur qui ne peut étre que — ou un symbole de prédicat, ce qui est impossible car C(i, . . .)
est de type clause)
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4. C(i,...) ne peut pas étre un sous-terme d'un C;(&;; 7;) ;

(Tf [C(i,...)]a estun terme régulier)

e C(i,...) estdoncl'un des C;(G; 7;),
ce qui nous donne la forme voulue.

Lemme 3.

Soit une clause définie C' de compteur principal i et de compteur auxiliaire ;.

Alors, il existe des clauses primales C; et C, telles que, pour toute clause rédex de la forme C(n, 7: 7) ot n
ne contient pas de variable :

Cn,p: %) = (Cr{ientr} v Coljpni} VO {je g o} V- VC{/Tp ) o

C1<p1 < o < A <
aveco = { } ol ¢sont les parametres de C dans le systéme Presburger.

Idée sous-jacente.
On ne fait qu’exprimer 'intuition, a savoir qu'une clause itérée représente un ensemble de clauses ayant
la forme suivante :
i1 2 i—n
C{j<—ﬂ+1)—1} v C{j~n+p—2} ViV O{j<—p

n fois

Démonstration.
— du corollaire 2 page précédente on tire :

Cy

r{=0vLiv.. VL vClE; @) v---v L (@)
r$1CG, . .., succ(j),...;E)]a =

OVIL{V---V L, VOHE;F) V-V L (&,;77,) VC(,...,succ(j),...;

&

Cs

— Par récurrence sur n, on obtient :

C(n,5:7) = (Crli=—nte} vV G5}V Gl v v {525 ) o

— Pour avoir exactement la forme voulue, on pose Cy = Cj{i—succ(i)}.

Remarque 11.
_ De plus toute clause rédex contenu dans C; ou C; appartient a I'approximation de
C(i, ¢ %) ce qui est évident au regard de la démonstration du corollaire 2 page précédente.

Lemme 4. R
Soient une clause définie C et les clauses primales C7, C5 issues du lemme 3.
S’il existe :
— une clause itérée C] tel que C] = C4,
Ch=0Cy
— une clause itérée C} tel que { CP(Ch) = CP(Cy)
CA(C) = CA(Cy)
Alors:
Cleo, 7 7) = (c{{jw0+pj} vV cg)
i=1..co

i+j=co+p;

pour toute clause primale de la forme C(co, 7, Z).
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Idée sous-jacente.
Sil’on suppose connue I'équivalence entre C et C’, alors :

D(0,j) — O
(A.”? )@ Vo
D(Z + 17]) - C[D(Z’j + 1)]14 i=1..n
i+j=n+p

Démonstration. On note R..,, le systéme de réécriture de termes associé aux clauses primales et R.péma 1€
systeme de réécriture de termes et clauses associé aux clauses itérées.

1. On vérifie d’abord que la clause itérée présentée est bien définie, i.e. i (resp. j) est bien un compteur
principal (resp. auxiliaire) potentiel de C}.
— comme C, a été obtenu dans la démonstration précédente a partir de ¢, il a en particulier i pour
compteur principal potentiel, par hypothése i est donc aussi compteur principal potentiel de C%;
— de méme pour ;.
2. Puis on vérifie 'équivalence :

— soit & un énumérateur de C(co, &) et de C){i—cotp;} VV im0.co Ch
i+j=co+p;
— d’apres le lemme 3 page ci-contre :

Clco&pr, .- pr; &) = Cr{i—eottps} V ColjpiThe 1} VooV 02{3:%5}

— etdonc:

Cr{i—enttn} V Gl piiien} Voo v G {0

—
—

Cili—enetn} v Oy iihen} v oo v ey (i)

Remarque : si C est une clause itérée et D une clause primale tel que C' = D, alors pour toute substi-
tution o, on a Co = Do. En effet pour tout énumeérateur ¢ de Co (resp. Do), o€ est un énumérateur
de C (resp. D).

— donc (onnote ¢’ = & \{co—--}):

O(Co7p17~-'7pk;f)§ .
(Crtrmasm} v s yishen} v v i) e

Jepj
= (Ci{yl—coﬁ-l-z?j} v C} j<—pj:clg£—1} VeV C«é{iecoﬁ} )5/

J<p;
= <Ci{jHCOE+Pj}\/\/ i=1..co& C§> ¢

t+j=co&+p;

Oi{j‘_00+pj} V \/ i=1..co Cé) 13
i+j=co+p;

Propriété 6.
Toute clause primale est équivalente a une clause itérée.

Démonstration.

Idée de la preuve.

On applique le lemme 4 page précédente inductivement sur la clause primale ce qui construit au fur et a
mesure la clause itérée équivalente.

Les cas de base sont triviaux car ce sont la clause vide et les littéraux, qui sont, I'un comme l'autre, a la
fois clause primale et clause itérée.

Toute clause primale peut se représenter de la facon suivante (lemme 2 page 37) :

O \/L1 Vo \/Li Vél(nl,ﬁl;ﬂ) Vo \/éj(np7]3};{j) (l,] S N)
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On note méme :
ov L1 Vo \/Li V Cl(cl,ﬁl;fl)a\/ e \/Cj(Cp,ﬁj;.’fj)O'

xr1—t1 1Ny

ollo = { s } ce qui permet de ne pas se soucier des termes usuels et de n’avoir que des variables
Tp—tr LNk

compteurs en positions principales.

Auregard de cette expression, on voit qu'il suffit de montrer le résultat pour les clauses rédex uniquement.
Des lors on obtiendra des clauses itérées D,...,D; équivalentes a Ci(ci,p1;%1), ...,

Cj(cj,Pj; ¥;). On pourra ainsi construire la clause
D\/L1V"'VL7;\/D10'\/"'\/DjO'

qui sera la clause itérée recherchée.

On démontre donc que toute clause rédex de la forme C(c, 7; ) est équivalente a une clause itérée. De
plus, on prouve que les ensembles de compteurs potentiels principaux et auxiliaires sont les mémes entre la
clause rédex et la clause itérée exhibée, ce qui est nécessaire a I'application du lemme 3 page 38.

Par induction sur la précédence entre symboles définis :

- on applique le lemme 3 page 38 a r{ et r§’ ce qui donne les clauses primales C; et Cy ; chaque clause
rédex appartenant a C; et C, est dans 'approximation de C(c, 7, ), on peut donc leur appliquer I'hy-
pothese d’induction;

— on construit C et C4 en remplacant dans C et C; chacune de ces clauses rédex par leurs équivalentes
itérées obtenues par induction et les littéraux L par des termes (L)cuse (S'il n'y @ pas de clause rédex on
a directement une clause primale) ;

— de plus, comme les clauses rédex et leurs équivalentes itérées ont mémes ensembles de compteurs
potentiels (par hypothese d’'induction), C, et C, ont aussi les mémes compteurs potentiels;

— on peut alors appliquer le lemme 4 page 38 ce qui donne la clause itérée (C{ {i—etri} VvV Li=lee cg)

i+j=ctp;
équivalente a C(c, 7, &), dont ¢ est clairement compteur principal potentiel. Les variables utilisées étant
les mémes des deux cdtés, et par définition de compteurs auxiliaires potentiels d'une clause itérée et
d’un terme primal, ces derniers sont les mémes dans les deux clauses.
O

6.2.3 Tout clause itérée est équivalente a une clause primale

Propriété 7.
Toute clause itérée est équivalente a une clause primale.

Démonstration.

Idée de la preuve.

On construit la clause primale correspondante en suivant la structure de la clause itérée.

La démarche est similaire a celle de la preuve de la propriété 6 page précédente.

Notons que la démonstration est courte ; c’est en grande partie di a l'utilisation des grammaires primales
étendues qui nous permettent de construire la clause primale avec beaucoup de liberté.

On montre le résultat par induction sur la structure des clauses convolutives; de plus on impose que la
clause itérée et la clause primale aient le méme ensemble de compteurs potentiels.

1. O (vue comme terme) est déja une clause primale; il n’y a pas de compteurs potentiels (ni principaux
ni auxiliaires).

2. Pour un littéral L, (L)qause €St aussi une clause primale (donc trivialement équivalente) les compteurs
potentiels sont trivialement les mémes des deux cotés.

3. Lensemble des clauses primales et celui des clauses itérées sont tous deux clos par disjonction; de plus
les ensembles de compteurs potentiels d'une clause primale et d'un clause itérée se comportent de la
méme maniére par rapport a la disjonction (qui est un simple symbole constructeur pour les clauses
primales).

4. Soit une clause itérée de la forme \/ ;—=;.., C.
i+j=n+p
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On applique 'hypothése d’induction a C, ce qui nous donne une clause primale équivalente D. De
plus, toujours par induction, ces deux clauses ont mémes compteurs potentiels, ce qui justifie la bonne
définition du systeme Presburger étendu suivant :

ollcy,..., ¢, sont les compteurs apparaissant dans D.

La clause primale A(n, éi, p, ¢3; ¥) est alors clairement équivalente a la clause itérée originale. De plus
elles ont mémes ensembles de compteurs potentiels par induction pour les compteurs de C' (et D), et
par définition des différents compteurs potentiels pour les variables de n et p.

O

Corollaire 3.
Il est équivalent d’utiliser les clauses primales ou les clauses itérées.

6.3 Schémas itérés

DEFINITION 30 (SCHEMA ITEREE).

On définit similairement aux clauses itérées les ensembles itérés de clauses, que l'on appellera plus simple-
ment schémas itérés :

— toute clause itérée est un schéma itéré;

— i8S est un schéma itéré, alors :

U s
ci=1.n
i+j=n+p

est un schéma itéré (avec les mémes contraintes sur i et j que pour les clauses itérées, les définitions
de compteurs potentiels étant obtenues en remplagant dans leurs définitions respectives les \/ par des

.

Idée sous-jacente.
C’estle méme principe que pour les clauses itérées : on peut maintenant itérer sur la conjonction (I'union
ensembliste) en plus de la disjonction.

Lorsque I'on souhaitera mettre en valeur le fait que I'on peut itérer une conjonction en plus d'une dis-
jonction, on appellera parfois les schémas itérés des conjonctions itérées.

THEOREME 2.
Tout schéma de formules est équivalent a un schéma itéré et réciproquement.

Démonstration. Par dualité entre la disjonction et la conjonction. O

6.4 Exemple:le probléme des pigeonniers

Nous PRENONS une fois encore I'exemple des pigeonniers. On peut ainsi, en comparant avec la modéli-
sation précédente (sans schéma itéré), constater que les schémas itérés sont plus proches de I'intuition que
les schémas de formules.

Cependant, cet exemple permet aussi de constater qu’il subsiste de (grosses) lourdeurs qui sont somme
toute assez contraignantes. Heureusement une de ces lourdeurs (récurrente) peut étre traitée de maniere
systématique, donnant lieu a la notation 4 page 43 ( §6.5 page 43).

ON REPREND L'EXPRESSION en §5.4 page 29 :
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«Chaque pigeon va dans un pigeonnier »

¢

Viel.n+1:3j€l.ntq p(i,j)
¢
n+1l n
=1 ]:
Mais cette derniere écriture ne correspond pas a un

potentiel de \/”" =1 p(, 7).

n schéma itéré, en effet ; n’est pas compteur principal

¢
U V@i

i'=1.n+1J=1
i+i'=n+2

qui est bien un schéma itéré.

«Chaque pigeonnier ne contient qu'un pigeon »

¢
Viel.nVjel.n+1,Vkel.n+1,k#j: p(4,i) = —p(k,i)

¢
n n+lj—
U U U v (k. i)
i=1j=1 k=1
Mais j — 1 n'est pas une expression compteur (pas de soustraction possible).

3
U U U -plsucc()i) v -n(ki)

i=1l.n j'=1..n4+1 k=1..j

§'Hi=nt1
Comme précédemment, ¢ n’est pas compteur principal potentiel, on effectue donc la méme transfor-
mation :

U U U -plsucc),d v -pki)

l—l n j'=l.n+1k=1.j
iti'=n+lj/qj=nt1

—

Cette fois, c'est j qui n’est pas compteur auxiliaire potentiel de |J,._, ; —p(succ(j ),3) V ﬂp(/k\:,/i\)

4
U U U _‘P(m,/{) vV ﬁp(@,/i\)

z—ln j'=1.n4+1 k=1.j
i+i'=n+1j 4 j=n+1 k+k'=j+1
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Au final, le schéma de formules a réfuter est le suivant :

n
U V@i
i'=1..n+1J=1
i4i'=n+2

U U U -»k+#DHv-pki

i'=1..n j'=1l.n+1 k=1.j
iti'=nt 1§ 4 jmn 1 kk'=j+1

On se référera a profit a 'exemple en §5.4 page 29, pour constater que :
1. le schéma obtenu est plus intuitif;

2. il contient toute I'information dans sa seule expression (pas besoin de grammaire primale pour con-
naitre sa signification) ;

3. une page a suffit pour I'obtenir...

6.5 Relaxation des contraintes : notation allégée

’EXEMPLE DES PIGEONNIERS nous montre qu'un probléme revient régulierement : celui o1 'on souhaite
itérer sur une variable qui n'est pas compteur principal potentiel mais qui est compteur auxiliaire potentiel.
Ce probleme se traite de maniere systématique, ce qui donne lieu a la notation 4. Généraliser ce traitement
pour rendre les schémas encore plus « ergonomiques » fait partie de nos perspectives.

On justifie d’abord cette notation par les quelques propriétés suivantes :

Propriété 8.
Soit une clause C dont i est compteur auxiliaire potentiel et i’ un compteur n’apparaissant pas dans C.
Alors
\V ¢
,i/:1..77,
i +i=n+1

est une clause itérée.

Démonstration. Comme i’ n’apparait pas, il n’est pas compteur quelconque, il est donc compteur principal
potentiel. O

Propriété 9.
Sous les mémes conditions, lorsque n est un entier, on a:

\/ C = C{im1} vC{ie2} V-V C{icn}
i'=1..n

i +i=n+1

Démonstration. Lorsque n est entier, on peut réécrire\/ ;,_, ,, Cen:
i’ +i=n+1

O{M—nq—(l;—ll:n} \ C{i«—n+i1<:22:n—l} VeV C{i«—ni+Tfn:1
Et comme i’ n’apparait pas dans C, c’est équivalent a:
Clien} V C{ien-1} V-V C{ic1}

D’oui le résultat par associativité et commutativité de la disjonction. O

Notation 4.
Cette propriété justifie que 'on note :

Ves Voc
=1 i'=1..n

i’ +i=n+1

méme quand i n'est « que » compteur auxiliaire potentiel.

Bien évidemment, on a le méme résultat, et donc la méme notation, dans le cas ot1’on a un schéma itéré
au lieu d'une clause itérée.
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ON PEUT AINSI simplifier 'exemple des pigeonniers de la facon suivante :

3
+
[

<=
=y
=0
<)

@
Il
-

3.
+
Lol

—

-k + k,3) v —p(k,7)

-

s
Il
i
<.
Il
—

H\:'lc

<.
<.

T

=

o
t=

NOTONS ENFIN que nous espérons a terme pouvoir généraliser ce résultat afin d’obtenir des schémas
itérés étendus dont le pouvoir d’expression serait équivalent a celui des schémas itérés, mais sans la lourdeur
des compteurs principaux/auxiliaires potentiels.

6.6 Exemple:la k-coloriabilité

CHANGEONS d’exemple. Le probléeme de la k-coloriabilité d'un graphe consiste a savoir s’il existe un co-
loriage des sommets (i.e. une fonction qui a chaque sommet associe une couleur) tel que tous les sommets
reliés par une aréte soient de couleurs différentes. Le nombre de couleurs est limité a & qui est un parameétre
du probleme.

Nous modélisons ce probleme avec les schémas itérés.

Formalisation :

— les sommets du graphe sont numérotésde 1 an;

— larelation a(i, j) signifie que les sommets i et j sont voisins;
— les couleurs sont numérotéesde 1 a k;

— larelation ¢(i, g) signifie que le sommet i a la couleur gq.

Une fois encore, nous procédons par raffinements successifs :

« Deux sommets voisins n’ont pas la méme couleur »

«Pour tout couple de sommets, s’ils sont voisins, alors ils n’ont pas la méme couleur »

¢

« Pour tout couple de sommets (i, j), sii et j sont voisins, si i a pour couleur k4, alors j a une couleur autre
que ki »

¢

«Pour tout couple de sommets (3, j), si ¢ et j sont voisins, si ¢ a pour couleur k;, alors j a une couleur k»
appartenanta [1..k; — 1] U [k1 + 1..k] »

¢
Vi,j € 1l.n,Vki € 1.k : (a(l,j) A C(?:,k‘l)) = dky € [1]61 — 1] U [k‘l + lk’] tq. C(j, /€2)
¢
ki—1 k
Vi,j € 1.n,Vky € 1.k : —a(i, §) V —c(i, ki) V < \/ (G, k2)> v ( \ <l k2)>
ko=1 ko=k1+1
¢

(on passe maintenant aux schémas itérés)
n n k R N R k
UU U | ~ali)v=cik)v] \/ Gk |V Vo cliks)

¢

(la soustraction n'est pas autorisée)
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UU U | e@iv-c@r)v |\ eG k) |V V o k)
i=1j=1 k]i1+:kl’1:k ko=1 k;=1..

kh+ko=k+1

(l'itération doit commencer a partir de 1)

’
n ki

UU U |-l v-c@i)v| V cGh)|v] \/ (k)
i=1j=1 ki=1..k ka=1 kh=1..k]
ki+ki=k ky+ko=k+1

Notons que les itérations sur i et j bénéficient de la notation 4 page 43.
Il reste a exprimer le fait que chaque sommet n’a qu’'une couleur ce qui s’obtient en adaptant la formali-
sation de « Chaque pigeonnier ne contient qu'un pigeon » :

P o~ o~

n k
UU U ek + k) v -eli k)
i=1j=1 ki=1.j

k14ki=j+1

En fin de compte, le probleme s’exprime de la fagon suivante :

UU U |[-e@hv-c@i)v| \ cGh)|v] \ (k)
1=1j=1 k;=1..k ko=1 kh=1..K,
ki+ki=k ky+ko=k+1

U el + k) v e, k)
1 ki=1..j
k1+ki=j+1

C=
=

1

.
Il
<.
Il

NOUS CONSTATONS que I'expression n’est pas forcément simple. Rassurons nous en disant que le méme
probléme exprimé avec les schémas de formules serait encore plus complexe... D’autre part, nous remar-
quons que plusieurs transformations sont fres similaires a celles rencontrées avec le probléme des pigeon-
niers. Ces problemes ont été traités de la méme manieére entre les deux exemples, ils sont fortement sujets a
« systématisation ». C’est une des perspectives majeures dans le cadre d'une poursuite de ce travail.
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Chapitre 7

Schémas de preuves

DANS CE CHAPITRE , nous proposons un premier systeme de preuve opérant sur des ensembles itérés
de clauses. Notre objectif est de permettre 'écriture de preuves formelles (en utilisant des regles d’infé-
rence permettant de déduire de nouvelles clauses itérées a partir de clauses itérées existantes ou méme de
conjonctions itérées) et de poser les bases nécessaires a leur mécanisation. Nous ne chercherons pas a au-

tomatiser entierement la recherche de preuve. En I'état, ce systeme de preuve est plutot destiné a étre utilisé
de maniere interactive (par exemple en liaison avec un assistant de preuve tel que Coq [The01]).

7.1 Exemple des pigeonniers

NouUs DEMONTRONS « manuellement » le probleme des pigeonniers. Cet exemple sert de piste pour in-
troduire un systeme déductif — les notes dans la marge sont présentes pour faire le lien entre 'exemple et
sa généralisation.

n+l n N
U V6.5 (7.1)
i=1 j=1
n n+l . N
U U —»(k+&.i) v =p(k,i) (7.2)
i=1j=1 k=1..j
k+k'=j+1

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur 7.
Base n = 0, donc le schéma (7.1) se réécrit :

n+1 @ N
U V »GJ)
i=1 j=1

=0

On a trivialement une contradiction.

Pas n > 0, le but est de se ramener au probléme des pigeonniers avec n — 1 pigeons.

1. Considérons le pigeon n + 1, alors, d'apres (7.1) :
\/ p(n+1,7)
j=1

Donc il existe un j' < n tel que p(n + 1, j') est vrai. On introduit donc le littéral :

2. Or,on a aussi:

@
Il
-
<
I
-
£l
I
[
<

Et donc:

47

(€1)
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—p(k+ K, 7) v =p(k, )

pour tous i, j, k, k' vérifiant :

Il existe donc & et &’ tel que k + k' = n + 1 (tous les couples (1,n), (2,n —1),...,(n,1)).
De plus, comme ;' < n, il existe un i tel que i = j'.
On déduit donc:

—

—p(n +1,7) V =p(k, j')\Vk < n

(¢) 3. On peut donc appliquer la résolution, pour tout k < n:

—_—
y/

p(n+1,5)

—p(n +1,7') |V =p(k, §')

o
<.
—

—p(

4. De méme qu’au point 1 page précédente, on a:
\/ p(k,5)
j=1

() On peut donc appliquer la résolution :

)

—p(k,

<

.,)
\/2‘:1 p( 7/.];)
\/j;éj/ p( 7])

Mais ce n'est pas une clause itérée... Comme dans les exemples précédents, nous procédons par
raffinements jusqu’a obtenir une clause itérée. Les causes de la « non itérativité » sont encadrés
dans chaque expression intermédiaire.

) 7

J#3’
¢
i1 n
(V pED)v( V »kD)
=1 J={i'+1
¢
J1 N N . i
(Voia)v( Y wig)on oo
i+ j=jatit+1

5. Comme les déductions précédentes étaient correctes quels que soient k¥ < n, on introduit le

(¢2) schéma suivant : '
J1

U (VeEd)v( V  pED) (7.3)
k=1..n j=1 i'=1..ja
i/ +j=ja+it1

o
olu: j,l J .,
J2=n—=]
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6. D’autre part, du schéma (7.2) page 47, on déduit :
n—1 n o N
U U  —plk+#.3) v -pki) (7.4)
i=1j=1 k=1.j
k+k'=j+1

Il s’agit du schéma (7.2) page 47 dans lequel n — 1 est substitué a n. Le schéma obtenu est un
sous-ensemble du schéma original, c’en est donc trivialement une conséquence logique.

7. On constate enfin que (7.3) page ci-contre et (7.4) nous ramene au probleme original pour n — 1
pigeonniers, ce qui nous permet d’appliquer ’hypothese de récurrence.

En particulier, (7.3) page ci-contre se raméne a (7.1) page 47 via. la substitution suivante :

p(j. k) —p(j,k)sik < i
p(j, k) — p(j, k+1)sik >

O

DE CET EXEMPLE, nous pouvons d’ores et déja tirer quelques observations sur le systéme de preuve a
mettre en place :

— démontrer par récurrence (voir 7.1) ; ce qui implique de pouvoir :

1. diviser le processus en plusieurs branches — selon que I'on est dans le pas ou dans I'induction —

(@);

2. détecter, dans une branche inductive, que I'on s’est ramené a une instance strictement inférieure

du méme probléme (3).
( I

Schéma

T

\

o
N
A~~~/

O<~rormr ||
<~

Schéma {m—n—l} */

FIG. 7.1 — Gestion de la récurrence.

— «isoler » une clause (v);

— appliquer la résolution a une clause itérée () ;

— appliquer la résolution classique (¢) ;

— isoler une clause dans un ensemble de clauses (¢; ), travailler sur cette clause, puis reconstituer I'en-

semble des clauses obtenues ((»). Ce qui revient a appliquer le systéme déductif directement a un
ensemble de clauses ((¢), voir §7.2) ;

— utiliser des contraintes (7).

7.2 Généralisation

NOUS ESQUISSONS a partir de cet exemple un certain nombre de régles fournissant une base pour un
systeme déductif.

Les regles que nous proposons opérent sur des ensembles de triplets (S, C, £) ou :
- (S, C) estune formule itérée contrainte, i.e. :
e S estun ensemble de formules itérées (conjonctions ou disjonctions).

(8)
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e ( est une formule de 'arithmétique de Presburger '. C permet d’exprimer des conditions sur les
variables entieres de S (i.e. les parametres).

— Lestunensemble de lemmes, i.e. de formules itérées contraintes. Comme nous allons le voir, £ contient
les schémas déja démontrés, pouvant étre instanciés au cours de la preuve pour démontrer de nou-
velles instances des schémas précédents. Lensemble F peut-étre initialement vide, ol1 bien peut conte-
nir certains schémas dont la preuve est connue (ou admise), par exemple des lemmes proposés par
I'utilisateur, des librairies de formules. ..

7.2.1 Résolution
Unification

L’UNIFICATION PRIMALE est décidable comme nous I’avons vu. Cela est été démontré par Hermann et
Galbavy [HG97] qui proposent un algorithme permettant de transformer tout probleme d’unification pri-
mal en un ensemble (fini, éventuellement vide) de formes résolues, définies comme des couples (o, C) oli o
est une substitution opérant sur les variables non entieres du probléme et ou C est une formule de l'arith-
meétique de Presburger.

Exemple 18.
Par exemple, étant donné le probleme : X
f(n) = g(z)
oi1 f est défini par les regles :
f(0) —a
fln+1) = g(f(n))

on obtient le couple X
{z = fm)},n=m+1)

Cet algorithme utilise des regles d'unification classique (décomposition, test d’occurrence, ...), les régles
du systéme de réécriture Presburger définissant les symboles primaux, ainsi qu'un mécanisme de surréduc-
tion (narrowing) permettant d’instancier les variables entieres. Ces regles sont appliquées en mémorisant
les étapes intermédiaires, de maniere a éviter les boucles. Cet algorithme étant assez complexe, nous ren-
voyons a [HG97] pour une présentation détaillée. Nous utiliserons cet algorithme comme une simple «boite
noire ».

Dans la suite, nous dénotons simplement par p.g.u.(¢, s) un unificateur maximal de ¢ et s, obtenu par
application de I'algorithme ci-dessus. p.g.u.(t, s) est un couple composé d'une substitution et d'une formule
arithmétique. A noter que p.g.u. n’est pas une fonction au sens strict car il peut exister plusieurs unificateurs
maximaux.

Résolution classique

NoOUS REPRENONS tout d’abord la régle de résolution classique, que nous étendons aux clauses primales.

XVL YvLI
XoVvYo

(o, true) = p.g.u.(L, L)
ou L, I’ sont des littéraux.

Remarque 12.

Le seul point inhabituel dans la définition de cette régle est que les contraintes arithmétiques de I'unifi-
cateur doivent étre vraies (true). Cela est da au fait qu’on cherche a construire un schéma de preuve correct
pour toute instantiation des variables entieres du probléme initial. Ce choix est directement relié a la sé-
mantique que nous avons introduite dans les chapitres précédents : intuitivement, les variables entiéres
sont quantifiées existentiellement et non universellement.

Exemple 19.
Considérons par exemple le schéma de formules (exprimé ici sous forme mathématique pour plus de
lisibilité) :
p(a) A (V) (=p(2) V p(f(2))) A —p(f"(a))
L'application de la résolution entre p(a) et p(f™(a)) est impossible, car n n’est pas nécessairement égal a 0. De
méme, n n'est pas nécessairement distinct de 0, donc I'application de la résolution entre p(f(z)) et p(f™(a))

1i.e. une formule construite sur les connectifs logiques usuels, sur 'ensemble infini de fonctions, +,0, 1,2, ... de N et sur 'ensemble
de prédicats {=, <}.
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est également impossible (on a pas » > 0). La seule regle applicable ici sur p(f"(a)) est la regle d’analyse de
cas que nous introduirons par la suite.

Résolution sur clauses itérées

NoOUS PROPOSONS maintenant une regle permettant d’appliquer la résolution sur un littéral apparaissant
al'intérieur d'une clause itérée. Le rang de ce littéral est arbitraire, et dénoté par un nouveau parametre du
probleme : k.

Vi L —LiekkvC

i=1

(Viil LO’) vV CoV (\/ F—1oks La)

i Fi=n+1

(o, true) = p.g.u.(L, L)

N

ou:
— L, L' sont des littéraux.
ki=k-1

2="N—

— les contraintes { sont ajoutées aux contraintes de la formule itérée considérée.
Remarque 13.

Notons que le langage des clauses itérées que nous avons introduit dans les chapitres précédents per-
met d’exprimer cette régle sous une forme trés proche de I'écriture mathématique. Exprimer cette méme
régle en utilisant directement le formalisme des grammaires primales était notre premiére tentative, mais la
définition se révele beaucoup plus difficile et le résultat est lourd et peu lisible.

Exemple 20.
Soit la clause itérée \/_, p(i,i + 1), et la clause standard (Vz)(p(3,z) V ¢(z)). Nous instantions la regle
ci-dessus avec k = 3. Nous obtenons :
2 n—3
\/p(i)\/q(4) % \/ pln+1—i' n+2-17)
=1

i'=1

La derniere partie de la clause étant (par commutativité) équivalente a \/"_, p(i, + 1), le résultat obtenu
correspond bien a I'application de la résolution sur le troisieme littéral de la clause ci-dessus.

Résolution sur conjonctions itérées

LA REGLE SUIVANTE s’applique sur une conjonction itérée. Il s’agit cette fois-ci d’appliquer la résolution
entre une clause D et toutes les clauses d'une conjonction itérée. Contrairement au cas précédent, il n'y a pas
besoin d’'introduire de nouveau parametre : toutes les inférences sont appliquées en paralléle sur chacune
des clauses.

U i=1.n C D

i+j=n+p
E=R(C,D
U i=t.n E ( )
t+j=n+p

N

ou:
— F ai (resp. j) pour compteur principal (resp. auxiliaire).
— R désigne le systeme déductif que nous sommes en train de définir et donc R(C, D) le résultat de
I'applicationde R a C et D.

Remarque 14.
A noter que l'utilisation du systéme déductif a I'intérieur de la regle elle méme ne pose pas de probleme
de terminaison, car la taille des itérations que nous considérons décroit a chaque appel de R.

7.2.2 Factorisation
LA REGLE DE FACTORISATION, qui vise a regrouper deux littéraux identiques apparaissant dans une clause,
s’étend facilement aux clauses itérées :

Factorisation

CV IV Ly

true) = p.g.u.(Ly, L
Covio (0, true) = p.g.u.(Ly, L2)

ou Ly, L, sont des littéraux.

(9)
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Factorisation généralisée

NouUs INTRODUISONS également une regle de factorisation généralisée qui s’applique a des clauses ité-
rées. L'idée estla suivante. Une clause de laforme \/"_, p(i), peut étre exprimé par une quantification existen-
tielle: (35)(p(j) Aj € [1..n]). Ainsi, il est possible de déduire une nouvelle clause p(j) en ajoutant la contrainte
j < nalaformule itérée.

\/_ i=1l..n c
itj=n+p

avec la contrainte j < n.

Remarque 15.

Cette regle est importante car elle permet de réduire la taille des preuve en factorisant un certain nombre
decas (icilescasj =1,...,n).

Elle est a rapprocher de la régle de F-extension introduite par Baaz et Leitsch pour réduire la taille des
preuves par résolution. Cette regle permet de factoriser une clause de la forme

(Vo1, ..., 20)(p(t1) V p(t2))

en:
(Vz1,. .. 20)(Fy)p(y)

qui peut ensuite par skolémisation étre transformée en :

(Vl‘l, s ,xn)p(f(xl, . ,l‘n))

Baaz, Leistch et Egly [BL92, Egl93] ont étudié diverses variantes de la regle de F'-extension et ont montré
que cette regle peut réduire la taille des preuves d'un facteur non élémentaire.

Notre regle peut étre vue comme une généralisation de la F'-extension au cas ot la taille des clauses n’est
pas fixée (i.e. dépend d’une variable entiere).

7.2.3 Récurrence
Analyse de cas

LA REGLE SUIVANTE est tres différente des précédentes, car elle permet de faire une analyse de cas en
fonction de la valeur donnée a une variable entiére n. On considere les casn = 0 et n = m + 1, ce qui donne
deux formules itérées avec contraintes. Puisqu’on cherche a réfuter le schéma initial pour toute valeur de n,
ces deux formules doivent étre réfutées. Cependant, par application du principe d’induction sur n, la preuve
du schéma correspondant au cas n = m + 1 peut utiliser des instances de ce schéma pour des valeurs de n
plus petites ou égales a m. Nous ajoutons donc ce schéma dans I'ensemble de lemmes associé a la formule
itérée a démontrer.

S dont n est un parametre.

__Z S
S{TU—O} S{n<—n+1}
/, \, signifiant que les deux schémas introduits sont a réfuter.

N

Qui plus est, pour permettre la détection ultérieure du rebouclage, on mémorise le lemme (S’, C’) ou:
— m est une nouvelle constante ;

— S’ est un renommage de S dans lequel m est substitué a n;

— (' estun renommage de C, 'ensemble de contraintes associé a .S auquel on ajoute la contrainte m < n.

Exemple 21.
Appliquons la regle sur la formule itérée

p(a) A (Vo) (=p(z) V p(f(x))) A =p(f"(a))

considérée précédemment. Nous obtenons deux problemes :
— Le premier correspond au cas n = 0, et s’écrit :

p(a) A (Vo) (=p(z) V p(f(x))) A —p(a)

La preuve est obtenue par application de la régle de résolution standard sur p(a) et —=p(a).
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— Le second correspond au cas n = n + 1. Nous obtenons :

pa) A (Vo) (=p(z) V p(f(2))) A =p(f(f"(a)))
De plus, le lemme
p'(a") A (V) (=p () V P (f' () A —p'(f 7 ("))

est mémorisé, avec la contrainte m < n. Cela indique que toutes les instances de ce lemme pour m <
n peuvent étre supposées démontrables. A noter que les p’, f’, a’ dénotent des fonctions et prédicats
arbitraires.

Réduction

CETTE REGLE vise a réduire une formule itérée a un lemme déja connu (en particulier pour utiliser une
hypothese d’induction) en choisissant de maniere adéquate les symboles de fonctions et de prédicats de ce
lemme.

(5,0) = (5", ¢)
O
Il reste a définir la relation 2. Nous proposons la définition suivante.

(8',C") a été mémorisé

(S,C) = (5,C")
Si:
— il existe un systéeme de réécriture R tel que S’ — S C S, ot les regles sont de la forme :

Q(Ila"'axk) —t SiX
ou:
e gestunsymbole de S;
e Y est un ensemble de contraintes sur 1, ..., z; (pouvant contenir des variables de S) ;

e {estun terme sur la signature de S.
— et O’ | g est une conséquence de C

NOTRE OBJECTIF n’étant dans ce travail que de donner des régles permettant la formalisation, nous sup-
poserons que le systéeme de réécriture est donné par I'utilisateur. Un des objectifs, a terme serait d’automa-
tiser totalement cette tache.

On pourrait par exemple utiliser un algorithme d’ordre supérieur pour instancier les symboles de fonc-
tion et de prédicat de S’ par des fonctions construites sur la signature de S. Cette possibilité donnerait lieu a
des développements théoriques difficiles (comment combiner unification primale et unification du second
ordre, peut-on garantir la terminaison pour certaines classes ?...) qui ne pouvaient naturellement pas étre
abordés dans le cadre de ce stage.

Exemple 22.

Illustrons 'application de cette regle sur I’exemple précédent. Nous appliquons la regle de résolution
standard pour obtenir la clause p(f"(a)). Ensuite, nous appliquons la regle de réduction avec le systeme de
réécriture trivial

R={p'(z) = p(x),d" — a, f'(z) = f(x),m — n}

Le lecteur peut vérifier que les regles de R transforment la formule itérée

p'(a") A (V) (=p () V P (f(2))) A —p'(f ()

en
p(a) A (V) (—p(z) V p(f(2))) A —p(f"(a))
qui est contenue dans la formule a démontrer.

Par conséquent, la regle de réduction s’applique, et la clause vide est générée (ce qui termine la preuve
du schéma de formules originel).

Nous admettrons la correction des regles ci-dessus.
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Chapitre 8

Considérations diverses, perspectives

L’APPORT DE NOTRE TRAVAIL est double. Tout d’abord, nous avons proposé un langage de schéma, associé
a une sémantique rigoureuse. Notre formalisme combine le pouvoir d’expression des grammaires primales
avec une simplicité d’utilisation proche du langage mathématique. Dans un second temps, nous avons pro-
posé un premier systeme d’inférence permettant de dériver des schémas de preuve.

NOUS POUVONS regrouper les perspectives selon trois axes :

Systéeme déductif (schémas de preuves)
Il reste beaucoup de travail au niveau du systéme déductif :

preuve de la correction;
— étude des propriétés du systéme d’inférence, en particulier :

¢ identification de classes de schémas pour lesquels il est complet pour la réfutation;

e caractérisation des problémes que I'’on peut résoudre avc notre approche et qui ne peuvent I'étre

(pour des raisons de complexité) avec les démonstrateurs existants;

— automatisation de la regle de Réduction;
— étude d’éventuelles stratégies pour orienter la recherche de preuve;
- etc...
Lobjectif annoncé de cet axe est de parvenir a une implémentation (efficace) des schémas de preuves.
En effet, il faut insister sur le fait que bien que de nature essentiellement théorique, ce travail a aussi
un but pratique évident : 'amélioration qualitative des démonstrateurs existants.

Langage (schémas de formules)

Les schémas itérés sont beaucoup plus intutifs que les schémas primaux, cependant il faut bien re-

connaitre que ce formalisme n’est pas une panacée : les notions de compteurs principaux potentiels et

auxiliaires potentiels ne sont pas intuitives et tres contraignantes.

A ce titre, le plan de travail suivant permettrait de rapprocher encore les schémas de formules de I'in-

tuition (le but est de se rapprocher le plus possible de la langue naturelle...) :

1. généraliser la notation du §6.5 page 43 afin d’obtenir un langage similaire dans la forme aux sché-

mas itérés, mais moins contraignant (plus de compteur principal potentiel), et équivalent en pou-
voir d’expression;;

2. exprimer ensuite le langage obtenu en termes de quantificateurs existentiels (resp. universels) au
lieu de clauses (resp. conjonctions) itérées. Par exemple :

n
\/ ... deviendrait i <n,...
i=1

et:

n
U ... deviendrait Vi <n,...
=1
Lobjectif de cet axe est d’obtenir une implémentation ergonomique, plus facile a utiliser et plus in-
tuitive. Ce travail est nécessaire si I'on souhaite que les avancées théoriques puissent réellement étre
bénéfiques sur le plan pratique.

Notons que cette étude permettrait d’obtenir des connexions avec le domaine tres étudié de I'arith-
métique bornée (bounded arithmetic). Ce champ d’études va de pair avec de nombreuses études en
complexité de la preuve. Ceci permettrait de mesurer quantitativement 'apport de notre approche par
rapport aux techniques classiques.
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Divers, prise de recul L'étude présentée dans ce mémoire peut mener a diverses pistes, qui s'inscrivent
toutes dans une volonté de rapprocher les preuves formelles de ’humain :

— Lobjectif principal est I'implémentation (éventuellement dans le cadre d'un assistant de preuve
comme Coq) et surtout expérimentation (afin de mieux cerner les possibilités et les limites éven-
tuelles du langage et du systéme de preuve).

— Il serait probablement trés bénéfique de traiter d’autres calculs que la résolution.

Notons par exemple que la déduction naturelle étant utilisé dans des outils industriels (methode B
en particulier), traiter de tels calculs faciliterait une intégration concrete dans le monde industriel.

— Une autre approche intéressante serait la schématisation directe des preuves. Ici, nous nous sommes
principalement focalisés sur la notion de schéma de formules, et nous avons appelé schémas de
preuves les réfutations obtenues par le systeme déductif.

Mais on peut aussi envisager de représenter directement des dérivations via. des grammaires pri-
males. Par exemple ! :

£(0) — A(0)
f(suce(i)) — (f (3) A(Q(sj; (g)@ucc(m)
représenterait I'arbre de dérivation :
A(0) A(0) = A(1)
A1) A(l) = A(2)
A(2) A2) = A@3)

qui schématise une application itérée de modus ponens sur un ensemble {Ag, 49 = A;,4; =
Ag, ..}

C’est un point essentiel si 'on s'intéresse a la représentation et a la manipulation des preuves (par
exemple si on veut obtenir la preuve pour un n donné). Un premier pas dans cette voie serait de
s’'intéresser a la possibilité de reconstruire, a partir d'un schéma de preuves, la preuve classique cor-
respondant a une instanciation donnée de n.

Cette approche permettrait peut-étre aussi d’établir des connexions avec les travaux sur la diver-
gence des procédures de preuve ([Sal91b, Pel97, Pel01]).

IRemarquons que ceci est une grammaire primale étendue mais pas une grammaire primale. ..
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