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Ce chapitre est pour l'essentiel une révision des programmes de géométrie de vos
années de college et de lycée. Il a pour but de vous préparer a voir la géométrie dans
un cadre plus général que celui des dimensions 2 et 3. Au passage, nous introduirons
quelques notions importantes, en particulier pour la physique, comme les déterminants
et le produit vectoriel.
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1 Cours

1.1 Points, vecteurs et coordonnées

Une des difficultés de la géométrie est de bien comprendre la différence entre les
points et les vecteurs. On vous a appris que les points sont « fixés » et les vecteurs
sont « libres » (d’étre translatés n’importe ou dans le plan ou dans 'espace). Cette
vision des choses est largement suffisante pour vous permettre d’effectuer des calculs,
et vous pouvez vous en contenter pour l'instant. Nous décrirons a la section suivante
le formalisme mathématique de ces notions.

Un espace vectoriel est un ensemble de vecteurs muni de deux opérations, I'addi-
tion et la multiplication par un réel. Ce sont bien celles que vous connaissez et leurs
propriétés vous sont familieres (figure [1)).
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FIGURE 1 — Addition de deux vecteurs et multiplication d’un vecteur par un réel.

L’addition et la multiplication par un réel induisent la notion de combinaison li-
néaire. Si i et ¥ sont deux vecteurs, les combinaisons linéaires de et ¥ sont les vecteurs
de la forme Ad + uv, ou A et u sont deux réels quelconques. On dit que u et ¥ sont
liés si une de leurs combinaisons linéaires est égale au vecteur nul (noté 0) sans que les
coefficients A et p soient tous les deux nuls. C’est équivalent a dire que I'un des deux
vecteurs est égal au produit de I'autre par un réel : on dit aussi que les deux vecteurs
sont colinéaires.

Une droite vectorielle est un espace vectoriel contenant des vecteurs non nuls, dans
lequel tous les vecteurs sont colinéaires entre eux. Dans une droite vectorielle tout
vecteur non nul constitue une base. Soit D une droite vectorielle et 7 une base de D.
Pour tout vecteur u de D, il existe un réel x unique tel que u = z7.

Un plan vectoriel est un espace vectoriel contenant deux vecteurs non colinéaires, et
dans lequel tout vecteur est combinaison linéaire de ces deux vecteurs. Soit P un plan
vectoriel. Tout couple de vecteurs de P non colinéaires est une base du plan vectoriel.
Soit (7, 7) une base de P. A tout vecteur @ de P correspond un couple unique de réels
(x,y) tel que

U=xU+yJ.

Les deux réels x, y sont les coordonnées du vecteur @ dans la base (7, ).
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L’addition et la multiplication des vecteurs se traduisent par les mémes opérations
sur les coordonnées.

Proposition 1. Soit (7,7) une base du plan vectoriel. Soient @ et U deux vecteurs,
dont les coordonnées respectives dans la base (7,]) sont (Ty,yu) €t (Ty,Yy). Soient X et
W deux réels quelconques. Les coordonnées du vecteur Mi + pv dans la base (7,7) sont
(Ao 4 p, Ay + (o)

MG A+ pt = (Azy + pa,) T+ (Ayu + 1190)7 -

Soit E un espace vectoriel. Un espace affine £ est un ensemble de points. On suppose
définie une application de € x £ vers F, qui a un couple (A, B) associe un vecteur, noté

/@ . Voyez le couple (A, B) comme une localisation dans 'espace affine du vecteur, A
étant ’origine et B 1’extrémité. Au sens de 'addition des vecteurs, la relation suivante,
dite relation de Chasles, est vraie pour tous points A, B, C de 'espace affine £.

AB+ BC = AC'.

Si de plus pour tout A, 'application de £ vers E qui a B associe 1@ est bijective, on
dit que I'espace vectoriel E et I'espace affine £ sont associés, ou bien que & est dirigé
par E.

Lorsque E = 1, on écrit :
B=A+1u,

malgré le risque de confusion avec ’addition des vecteurs. Cet abus de notation sera
justifié plus loin.

Soit A un point d’un espace affine £, 4 un vecteur non nul de F, et B = A + 4.
e La droite affine passant par A et B est 'ensemble des points M tels que AM = A\,
quand A parcourt R.

D={M=A+\i, \eR} .

—
e Le segment [A, B] est 'ensemble des points M tels que AM = \i, quand A
parcourt l'intervalle [0, 1].

[A,B]={M=A+Xi, N [0,1]}.

—
e Le milieu du segment [A, B] est le point M tel que AM = (1/2)u.

1
M:A+§7j.
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La droite vectorielle
D={X i, NeR},

est associée a la droite afline
D={A+ i, NeR}.

Le plan vectoriel
P={Xi+ut, (\p) €eR*},

est associé au plan affine
P={A+ (\i+ pud), (\,p) e R*}.

Dans le plan, deux droites affines sont dirigées par une méme droite vectorielle si
et seulement si elles sont paralleles (d’intersection vide) ou confondues. Par un point
donné, passe une unique droite dont un vecteur directeur est donné, et donc une unique
parallele a une droite donnée : c’est le fameux cinquiéme postulat d’Euclide.

Il est possible de choisir une méme origine O pour les représentants de tous les
vecteurs : a chaque vecteur « on associe alors I'unique point A tel que OA = 4. On
définit ainsi une bijection de ’ensemble des vecteurs vers ’ensemble des points.

Si © = AB, la relation de Chasles justifie la notation B = A + u, puisqu’alors

OB =0O0A+AB=0A+u,

au sens de l'addition des vecteurs.

La donnée d'une origine O et d’une base de I’espace vectoriel E constitue un repere
de I'espace affine associé : tout point A de £ est repéré de fagon unique par les coor-
données du vecteur OA dans la base. Par exemple si le plan affine P est muni d'un
repere (O,7,7), & tout point A du plan correspond le couple unique de réels (z,y) qui

sont les coordonnées du vecteur OA dans la base () 7).

1.2 Espaces vectoriels

Nous donnons ici, sans démonstrations, un résumé (trop) rapide de la théorie des
espaces vectoriels de dimension finie. Ces notions seront reprises en détail dans un autre
chapitre.

Un espace vectoriel est un ensemble sur lequel sont définies ;

e une addition interne (on peut ajouter entre eux deux éléments de I’ensemble),

e une multiplication externe (on peut multiplier un élément de ’ensemble par un

nombre réel).

Ces deux opérations doivent vérifier certaines propriétés de compatibilité qui sont lis-
tées dans la définition [I} Pour la multiplication externe, I’ensemble des réels peut étre
remplacé par n’importe quel ensemble de nombres muni d’une addition et d'une mul-
tiplication (par exemple C), sans changer aucun des énoncés qui suivent.

3
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Définition 1. Soit E un ensemble non vide. On dit que E est un espace vectoriel sur
R si E est muni d’une addition et d’une multiplication externe vérifiant les propriétés
suivantes.

oAddition:{EXE — b

(U, W) +— T4
1. Associativité :  Vu,v,W € E, u+ (V+ W) = (d+ 7)
2. Elément neutre : I E, Ve E, v+é=¢+0=
3. Opposé : VoeFE ,Wek, v+vV=0v+0=¢
4. Commutativité : Vi, we E, v+wW=uw+v
Ces propriétés font de (E,+) un groupe commutatif.
RxE — E
(N, ¥) — AU
5. Associativité : VA, pu € R, Yo e E, ANuv)=Au)v
6. Elément neutre : Vo€ E, 10=4
7. Distributivité (1) : VApueR, Yoe E, (A+upu)v=A0+puv
8. Distributivité (2) : VA e R, Vo, We E, ANU+W) = 0+ 0

—

e Multiplication externe : {

En utilisant les propriétés de la définition, on démontre que :
1. le produit par le réel 0 d'un vecteur v quelconque est ’élément neutre pour
I’addition :
Vie B, 0v=¢,
2. le produit par le réel —1 d’un vecteur v quelconque est son opposé pour I'addition :
VoeklE, v+(-1)v=¢.

En conséquence, on note 0 I’élément neutre pour 'addition (qu’'on appelle le vecteur
nul) et —v 'opposé de .

L’exemple fondamental est ’ensemble des n-uplets de réels :
R™ = {(z1,...,2n), T1,...,x, ER}.

L’ensemble des n-uplets de réels (couples pour n = 2, triplets pour n = 3, ...), est
muni de I'addition et de la multiplication par un réel, coordonnée par coordonnée.

o Addition : (1,2,3,4) + (3,—1,-2,2) = (4,1,1,6)

e Multiplication externe : (—2)(3,—1,—-2,2) = (—6,2,4, —4)
Le singleton contenant seulement le vecteur nul est un espace vectoriel particulier, dont
on convient qu’il est de dimension 0. Tous les espaces vectoriels considérés dans la suite
sont supposés contenir au moins un vecteur non nul.

La notion de combinaison linéaire, que nous avons rappelée dans le cas de deux
vecteurs, est 'outil de base des espaces vectoriels. Dans tout ce qui suit, n désigne
un entier strictement positif. Une combinaison linéaire de n vecteurs se définit comme
suit.



Maths en Ligne Plan et espace UJF Grenoble

Définition 2. Soient iy, ..., u, n vecteurs dans un espace vectoriel. On appelle com-
binaison linéaire des vecteurs iy, . .., U, tout vecteur s’écrivant :

ol A1,...,\, sont des réels.

Un sous-espace d'un espace vectoriel E est un sous-ensemble qui est lui-méme un
espace vectoriel pour les opérations de E. Pour qu’un sous-ensemble soit un sous-
espace, il est nécessaire et suffisant qu’il contienne toutes les combinaisons linéaires
d’un nombre quelconque de ses vecteurs.

Définition 3. Soit E un espace vectoriel, F' un sous-ensemble de E. On appelle sous-
espace engendré par F' [’ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs de F'.

Tout sous-espace contenant F'; contient nécessairement le sous-espace engendré par
F.

Définition 4. Soit E un espace vectoriel, uy, ..., u, n vecteurs de E.

1. On dit que (4, . .., U,) est une famille génératrice de E si le sous-espace vectoriel
qu’elle engendre est égal a E lui-méme.

Vo e E, I\, ..., ) ERY, T=> N

=1

2. On dit que E est de dimension finie sl est engendré par une famille finie de
vecteurs. Un sous-espace d’'un espace vectoriel de dimension finie, est lui-méme
de dimension finie.

3. On dit que (U, ..., 1U,) est une famille libre si la seule combinaison linéaire nulle
a tous ses coefficients nuls.

SNt =0 = (M =...=),=0)

=1

Une famille qui n’est pas libre est dite liée.

4. On dit que (U1, ..., U,) est une base de E si c’est une famille a la fois génératrice
et libre.

Deux vecteurs liés sont colinéaires, trois vecteurs liés sont dits coplanaires.

Rappelons que deux vecteurs @ et ¢ sont colinéaires si et seulement s’il existe un
nombre réel \ tel que & = AU ou U = Au. Plus généralement, si n > 2, une famille
(u1,...,up) est liée si et seulement s'il existe i € {1,...,n} tels que u; soit combinaison
linéaire de la famille (w1, ..., w1, Uir1, ..., Up).
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Théoreme 1. Dans un espace vectoriel de dimension finie, contenant des vecteurs non
nuls, il existe une infinité de bases et toutes les bases ont le méme cardinal.

Par définition, le nombre d’éléments commun de toutes les bases est la dimension
de l'espace.

Les coordonnées d’un vecteur sont définies grace au résultat suivant.

Théoréme 2. Soit E un espace vectoriel de dimension n et (uy,...,u,) une base de
E. Pour tout v € E, il existe un unique n-uplet de réels (x1,...,x,) tel que :

n
=1

Les réels x1, ..., x, sont les coordonnées de ¢ dans la base (i, ..., u,).

Le n-uplet (z1,...,x,) est un élément de 'espace vectoriel R". Dans R", la base la
plus naturelle est constituée des n-uplets dont une seule coordonnée vaut 1, les autres
étant nulles.

On appelle cette base, la base canonique. Constatez avec soulagement que les coordon-
nées du n-uplet (z1,...,x,) dans la base canonique sont les n réels x1, ..., z,.

1.3 Déterminants

Dans cette section, nous définissons la notion de déterminant, puis nous en dé-
duisons un critere pratique pour reconnaitre une base, dans un espace vectoriel de
dimension 2 ou 3. Nous commencons par la dimension 2.

Définition 5. Soit E un espace vectoriel de dimension 2 et soit B = (%,]") une base de
E. Soient @ = x10'+ y1J et U = x9U'+ yo] des éléments de E. On appelle déterminant
de (u,V) dans la base B le nombre réel :

1 T2

Detg(u, V) =
5 ) Y1 Y2

= T1Y2 — Y122 .

Proposition 2. Soit B = (3,7) une base de E. Le déterminant vérifie les assertions
sutvantes :

a) Pour tout vecteur @ de E,
Detg(ﬁ, ’l_[) =0.
b) Pour tous vecteurs i, U de F,

Detg(ﬁ, 17) = —Detg(ﬁ, ﬁ) .
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c) Soient @, U et W des éléments de E, X et u des nombres réels.

Detg(tl, \0 + puw) = ADetg(u, V) + uDetp(i, 0),
Det3</\ﬁ+ /1177 117) = /\Detg(ﬁ, U_j) + ,uDetB(ﬁ, lﬁ),

d) SiB' = (7,7) est une base de E, alors :

Detg(ﬁ, ?7) = DetB/ (l_[, 17) Detg(f,j’) .

Démonstration : Soient xq et y; deux réels.

1 I

=z — 21 =0.
n 1Y1 —

Donc, pour tout @ de E, Detg(u, @) = 0, ce qui démontre a). De méme, la relation

Ty T2
Yy Y2

To T1 . .
Y U = L2Y1 — Y21 =
entraine 1’assertion b).

Soient z1, T2, T3, Y1, Y2, Y3, A et p des nombres réels. L’assertion ¢) découle des
égalités :

;i ))\\gyjz i Z;jj = w1(A\y2 + pys) — y1(Awg + pas)
= Mx1ye — y172) + p(T1y3 — 1123)
Y T1 T2 r1 I3 .
Y1 Y2 Yyr Y3

Reprenons les notations de 'assertion d). Soient &, v} (resp. %, y4) les coordonnées
de @ (resp. ¥) dans la base B'.

En appliquant ¢), b) et a) on obtient :
Detp(ti, ¥) = Detg(z1? + 317,257 + y5])
= a1 Dets(7, 257 + 157) + y1Dets(7, 257 + 457 )
= Detp (i, V) Detg(?,7) .
[

Corollaire 1. Soit B = (7,7) une base de E. Pour tous i, v de E, Detg(u,v) = 0 si
et seulement si @ et U sont colinéaires.
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Démonstration : Si 4 et ¥ sont colinéaires, alors il existe A € R tel que @ = AU ou
¥ = M. Dans les deux cas, il résulte des assertions a) et ¢) de la proposition que
Detg(ﬁ, 17) =0.

Si 4 et ¥ ne sont pas colinéaires, alors la famille B’ = (4, ¥) est une base de E. Par
la relation d), on obtient que :

10

Detys (7, 7)Dets (i, 7) = Dets (7, 7) = ‘o 1

' 1.
Par conséquent, Detg(i, U) # 0. O

Passons maintenant a la dimension 3. Soit £ un espace vectoriel de dimension 3
(par exemple E = R?). Soient , ' et @ des vecteurs de E. La famille (u, 0, w) est liée
si et seulement si les trois vecteurs sont coplanaires, ou encore si et seulement si un de

ces vecteurs est une combinaison linéaire des deux autres.

-,

Définition 6. Soit B = (7,7, k) une base de [’espace vectoriel E. Soient iy, Uy et U3
des vecteurs de E. Pouri € {1,2,3}, on note (x;,y;, z;) des coordonnées de ii; dans la
base B. On appelle déterminant de (u, iUz, U3) dans la base B le nombre réel :

Ty T2 I3
Detg(ty, Uz, Us) = |y1 Y2 Y3
21 R2 %3
= T1Y2%23 + T2lY321 + T3Y122 — 21Y2X3 — 22Ysx1 — Z3Y1L2
Y2 Y3 To T3 T2 X3
= I - + 21
Z2 Z3 Z2 23 Y2 Y3

Pour calculer le déterminant de trois vecteurs, on peut utiliser la regle de Sarrus : on
réécrit les deux premieres lignes du déterminant en dessous de celui-ci, puis on effectue
tous les produits en diagonale. On affecte du signe + les diagonales descendantes, du
signe — les diagonales montantes, et on ajoute le tout (figure . Par exemple :

1 2 3
2 =1 1 |=+4(=2)+ (=12) + (+6) — (=9) — (=2) — (+8) = =5
3 -2 2

-

Proposition 3. Soit B = (7,7, k) une base de l’espace vectoriel E. Le déterminant de
trois vecteurs de E vérifie les assertions suivantes :

a) Soient U et U des éléments de E.
Detg(u, @, V) = Detp(u, v, @) = Detg(u, v, ¥') = 0.
b) Soient i, U et W des éléments de E.

Detys(il, ¥, @) = —Dety(¥, i, @) = Dety(#,7, ).



Maths en Ligne Plan et espace UJF Grenoble
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FI1GURE 2 — Regle de Sarrus.

c) Soient i, U, W et ¥ des éléments de E, \ et p des nombres réels. Les relations
sutvantes sont vraies.
Detg(A\d W,T) = ADetp(u,w,Z) + uDetg(V, W, T)
Detg(, )\ +uw 7) = ADetg(
Detp(i, v, \id + uZ) = ADetg(u, v, W) + uDetg(w, v,

—

d) SiB = (V,7,k) est une base de E, alors pour tout triplet (u,v,w) de vecteurs
de F, .
Det3<ﬁ, _), ) Detg/ (ﬁ, ,IU) Det3(7 _’, k}/) .

Démonstration : Ces assertions se montrent par des calculs élémentaires comme dans
le cas du déterminant de deux vecteurs. O

Corollaire 2. Soz’t B = (i,7.k) une base de E. Pour tout triplet (@, 7,4) de vecteurs
de E, Detg(t,0,%W) = 0 si et seulement si les vecteurs i, ¥ et W sont coplanaires.

1.4 Espaces affines
Passons maintenant a la définition d’un espace affine.

Définition 7. Soit E un espace vectoriel sur R. On appelle espace affine de direction
E un ensemble £ non vide, muni d’une application

ExE — F
(A,B) — AB

telle que :
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1. pour tout A € &, l'application qui a B associe 1@ est bijective : pour tout U € F,
il existe un unique B € &£, tel que ﬁ =u. On le note B=A+1u;

2. la relation de Chasles est vérifiée.

VA B,C€&. AB+BC—=AC.

Soient A, C' deux points de £, & un vecteur de E. Notons B=A+u et D = C + 4.
Les couples de points (A, B) et (C, D) sont dits équipollents : les 4 points A, B, D,C
forment un parallélogramme (ses diagonales se coupent en leur milieu : figure [3)).

F1GURE 3 — Couples de points équipollents.

La relation d’équipollence est une relation d’équivalence sur I’ensemble £ x £ des
couples de points de l'espace affine. A tout vecteur u de E correspond une classe
d’équivalence de couples et une seule :

U+— {(A,B)eEXE, B=A+u}.

Ceci définit une bijection entre I’ensemble quotient de £ x £ par la relation d’équipol-
lence, et I'espace vectoriel associé F.
A tout vecteur correspond une classe d’équivalence de couples de points équipol-

lents. Etant donné un couple de points (A, B), le vecteur AB peut donc étre interprété
comme la classe d’équivalence de (A, B) pour la relation d’équipollence.

1.5 Combinaisons linéaires et barycentres

Soit F/ un espace vectoriel, et £ un espace affine de direction F. Rappelons que la
combinaison linéaire des n vecteurs 1, ..., 4, affectés des coefficients réels \1,..., A\,

est le vecteur :
n
SN
i=1

10
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Passons de 'espace vectoriel a 'espace affine, c’est-a-dire des vecteurs aux points.

Dés qu’une origine O a été choisie, on peut associer a n points Aq,..., A, et n réels
Ay .oy Ay le point M tel que OM soit la combinaison linéaire :
— N,
OM = Z N OA; .
i=1

La proposition suivante montre que ce point M ne dépend pas du choix de l'origine,
quand la somme des coefficients vaut 1.

Proposition 4. Soient Ay, ..., A, n points dans un espace affine £, \1, ..., \, n réels
tels que A\ +-- -+ A, = 1. Soit O un point de £, et M le point défini par :

OM =3\ 04, .
i=1
Pour tout point O" de &,
— N —
OM=> NO4.

i=1

Démonstration : 1l suffit d’utiliser la relation de Chasles :

=1 =1
n — n
=1 =1
— —
— 00+0M=0M.

O

Vous avez sans doute reconnu dans la proposition précédente la notion de bary-
centre d'une famille de points affectés de coefficients (ou pondérations). Elle vous a été
présentée comme suit.

Définition 8. Soient Ay, ..., A, n points dans un espace affine £, Ai,..., A\, n réels
tels que A\y + --- 4+ X, # 0. On appelle barycentre des points Ay, ..., A, affectés des
pondérations A1, ..., \, le point M tel que pour tout point O :

— 1 L —
= (50 01) .

En remplacant O par M dans , on obtient

1

n

(2

11
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Le barycentre M est le seul point de ’espace tel que la combinaison linéaire des vecteurs
M A; affectés des coefficients A; soit nulle.

Quand les coefficients \; sont tous égaux, on parle d’isobarycentre. En physique, la
notion de barycentre se réfere a des coefficients tous positifs, que 'on comprend comme
des masses placées aux points Ay, ..., A,. Le barycentre, ou centre de gravité, est un
point d’équilibre pour I’ensemble des masses. Insistons sur le fait que dans la définition
[8] les coefficients sont de signe quelconque.

Proposition 5. Soient A, B deux points distincts d’un espace affine. La droite affine
passant par A et B est I’ensemble des barycentres de A et B, affectés de coefficients A
et u tels que A+ p # 0.

Démonstration : La droite passant par A et B peut étre vue comme la droite passant
par A de vecteur directeur AB :

D={A+ B, \eR}.
Soit. O une origine quelconque. Le point M appartient a la droite D si et seulement si
— —
OM = OA + \AB = (1 — \)OA + \OB |

pour un certain réel A\. Donc M est le barycentre de A et B affectés des coefficients
(1—X) et A\. Réciproquement, si M est le barycentre de A et B affectés des coefficients

A1 et Ao, alors :
— 1
OM - (MOA + \0B)
A+ A

1 — —
= (A10A+A2(OA+A§))
A1+ Ao
= OA+ d Y.}
A+ A

O

De fagon analogue, I'ensemble des barycentres de 3 points est le plan passant par
ces 3 points.

Proposition 6. Soient A, B,C trois points non alignés d’un espace affine. Le plan
affine contenant A, B et C est l’ensemble des barycentres de A, B, C affectés de
coefficients \, u, v tels que A+ pu+ v # 0.

1.6 Droites et plans

Cette section rappelle les équations des droites et des plans. Nous commencons par
la dimension 2, et considérons un plan affine P et son plan vectoriel associé P.

12
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Soit A un point de P et @ un vecteur non nul de P. La droite de vecteur directeur
u passant par A est I’ensemble des points A + A, ou A parcourt R.

D={A+ )i, A\eR} |

Supposons le plan muni d’un repere (O, 7, 7). Notons x4 et ya les coordonnées de A
dans le repere (O, 7, 7), x, et y, les coordonnées de @ dans la base (7, 7). Les coordonnées
r,y de M = A+ \i sont :
rT=xa+ v

Cratan )
Les équations ci-dessus sont les équations paramétriques de la droite D. On obtient son
équation implicite (on dit aussi « cartésienne ») en notant que le point M appartient
a la droite D si et seulement si les vecteurs AM et « sont colinéaires, ce qui se traduit,
a l'aide du déterminant par ’équation :

T —TA Ty
Y—9Ya Yu

Y

c’est-a-dire :
Yu — Ty — (Yua — xyya) = 0.

La proposition suivante montre que, réciproquement, toute équation de ce type définit
bien une droite.

Proposition 7. Soient a et b deux réels, dont un au moins est non nul. Pour tout réel
¢ l’ensemble des points de coordonnées (x,y) telles que :

ar+by+c=0, (3)

est une droite dont un vecteur directeur a pour coordonnées (—b,a).

Démonstration : Sans perte de généralité, nous pouvons supposer a # 0. Soit A un
point dont les coordonnées (x4, y4) vérifient (par exemple x4 = —c/a et y4 = 0).
Nous devons démontrer que, pour tout point M dont les coordonnées vérifient , le

- . , s .
vecteur AM et le vecteur @ de coordonnées (—b, a) sont colinéaires. Ecrivons :

ar by 4+c = 0
ary, “+bys +c = 0,

et soustrayons les deux équations. On obtient :

—2a) +b(y —ya) =0.

2
8

=

Les coordonnées du vecteur AM sont (x — x4,y — ya). Posons A = —a et =y — ya.

On vérifie que
Mz —za) +pu(=b) =0 et My —ya)+pla) =0,

13



Maths en Ligne Plan et espace UJF Grenoble

soit
H _
MM+ pi=0.
Réciproquement, soit M un point tel que AM et u sont colinéaires. Soient = et y les
coordonnées de M : il existe un réel A tel que,

r—xa=—-Xb et y—ys=Aa.

Ceci entraine :
a(r —x4) +b(y —ya) =0,
et donc :
ar+by+c=0.

O

En dimension 3 un plan est déterminé par un point A et deux vecteurs u, ¢ non
colinéaires.
P={A+ X i+puv, \,peR}.

-

Soit (0,7, 7, k) un repere de l'espace. Les trois coordonnées d’'un point du plan P
s’écrivent :

T=0T4+ ATy + 2,

Y=Ya+Ayu+ 1y, (4)

Z=za+ Az + 2z, .
Ce sont les équations paramétriques du plan P. Pour obtenir son équation implicite, il
faut éliminer A et p dans les équations paramétriques. C’est moins facile qu’en dimen-
sion 2. L’expression des trois coefficients a, b, ¢ ci-dessous peut paraitre arbitraire, mais
vous y reconnaitrez en fait trois déterminants. Nous expliquerons plus loin leur sens
mathématique.

a4 = YyZy — Yoy b= Zuly — 2oLy 3, C= TylYpv — TylYy - (5>
Lemme 1. Pour tous réels x, Yy, zu, Tv, Yo, Zv, St a,b,c sont définis par , alors :

ar, + by, +cz, =0 et ax,+by,+cz,=0. (6)

Démonstration : La vérification, laissée au lecteur, est un peu fastidieuse, mais elle ne
présente aucune difficulté. ([l

Multiplions les équations paramétriques (4f) respectivement par a, b et ¢, et ajoutons
les trois : d’apres le lemme [I| A et p disparaissent et on obtient :

ax + by + cz — (axa+bys +cza) =0.

Réciproquement, toute équation du type ax + by + cz + d = 0 définit bien un plan, que
nous caractériserons a la section suivante.

14
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En dimension 3, les équations paramétriques de la droite
D={A+ i, NeR},

sont sans surprise :
T =24+ ATy
y=ya+ Ay, (7)
Z2=z2a4+ Az, .

Pour éliminer A et obtenir des équations implicites, nous pouvons appliquer la technique
déja utilisée en dimension 2, par exemple aux deux premieres équations, ensuite aux
deux dernieres. Voici le résultat.

Yy — Ty Y — (yuxA - CUuyA) =0
20y — Yuz — (Zu¥Ya — Yuza) = 0.

Les deux équations obtenues sont les équations de deux plans dont la droite D est
I'intersection. Evidemment elles n’ont rien d’uniques. Il existe une infinité de manieres
d’exprimer une droite comme intersection de deux plans.

1.7 Produit scalaire et orthogonalité
Commencons par la définition d'un produit scalaire.

Définition 9. Soit E un espace vectoriel. Soit S une application de E x E dans R.
On dit que Uapplication S est un produit scalaire si elle est :

1. symétrique : pour tous vecteurs u, v,

2. bilinéaire : pour tous vecteurs u, U, W et tous réels X\, u,

S(d@, (NG + b)) = AS(d, 7) + pS(i, @)
S((M + pv), w) = AS(u, W) + pS(0, W) ;

3. définie positive : pour tout vecteur u,
S(i, @) >0 et S(u)=0<=u=0.

Observez que si S est symétrique, et linéaire par rapport a I'une des composantes,
elle est nécessairement linéaire par rapport a l'autre.

Soit F un espace vectoriel de dimension n, muni d’une base (i, ..., u,). Soient @
et v deux vecteurs de E.
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On appelle produit scalaire de @ et ¥ relatif & la base (i, ...,u,), et on note @ - ¥ la
somme des produits deux a deux des coordonnées.

n
i=1

Il est immédiat de vérifier que le produit scalaire relatif a une base, vérifie bien la
définition 9} On démontre que si S est un produit scalaire au sens de la définition [9
sur un espace de dimension finie, alors il existe une base B telle que S soit le produit
scalaire relatif a la base B. En dimension finie, quitte a changer de base, on se raméne
donc toujours au cas ou le produit scalaire est la somme des produits deux a deux des
coordonnées. Nous noterons donc désormais - ¥ le produit scalaire de deux vecteurs,
comme vous en avez 1’habitude.

Dans un espace vectoriel, la donnée d’un produit scalaire induit les notions d’or-
thogonalité, et de norme.

Définition 10. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

1. On dit que deux vecteurs u et v de E sont orthogonaux si leur produit scalaire
est nul.

2. On appelle norme d’un vecteur @ de E, et on note ||U]| la racine carrée du produit
scalaire de w par lui méme.

Comme conséquence du fait qu'un produit scalaire est défini positif, la norme d’un
vecteur ne peut étre nulle que si ce vecteur est nul. De méme, si deux vecteurs sont a la
fois orthogonaux et colinéaires alors I'un d’entre eux est le vecteur nul ; ou de maniere
équivalente, si deux vecteurs non nuls sont orthogonaux, ils ne sont pas colinéaires.

Considérons un espace vectoriel de dimension n, muni d’une base (i, ...,u,) et
notons u - v le produit scalaire relatif a cette base.
Dans la base (1, ...,14,), le vecteur u; a toutes ses coordonnées nulles, sauf la i-

ieme qui vaut 1. On vérifie donc immédiatement que ; a pour norme 1 et que u; et ;
sont orthogonaux pour i # j. On dit que la base est orthonormée.

Définition 11. Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d’un produit scalaire.
On dit que la base (U, ..., 1u,) est orthonormée, si les vecteurs sont orthogonauz deux
a deuzx, et chacun d’euz est de norme 1.

Viij= Lo, deg=4 ) 70

Tel que nous l'avons défini, le produit scalaire semble dépendre de la base. La
proposition suivante montre que si on remplace la base initiale par une autre base
orthonormée, le produit scalaire garde la méme écriture.

16
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Proposition 8. Soient @ et v deux vecteurs d’un espace vectoriel E de dimension n,
et 4 - U leur produit scalaire relatif a la base (U, ..., u,). Soit (d,...,u,) une autre
base orthonormée. Soient (', ... ,x.) et (yy,...,y,) les coordonnées respectives de U
et U dans cette nouvelle base. Alors :

!/
1

U-7v=

n
1=

Démonstration : En utilisant la bilinéarité :
n n 5
i=1 j=1

n
A —/
i=1 \j=1

/o1
T;Y; »

I
M=

I

s
Il
i

car puisque la base est orthonormée,

— —»/_ —/ —»/_ . . .
Uiy =1 et w-u;=0si1#7.

O
Voici un résultat souvent utile, I’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Théoreme 3. Soit U et U deux vecteurs.
|- o] < |lal| [|7]] (8)

I’égalité ayant lieu si et seulement si u et U sont colinéaires.

Démonstration : Soit x un réel quelconque. Calculons le produit scalaire du vecteur
xu + U par lui-méme, en utilisant la bilinéarité et la symétrie :

(2 4 ) - (20 + V) = 2%(i0 - @) + 22(id - V) + (T - V)

Cette expression est un polynome du second degré en z. Or pour tout x, il prend
une valeur positive ou nulle. Son discriminant ne peut pas étre strictement positif, car
sinon le polyndéme aurait deux racines réelles entre lesquelles il prendrait des valeurs
négatives. Ecrire que le discriminant est négatif ou nul donne :
(@-0)* < (a-a)(7-9),

soit

— 2 —112 1172112

(@ - ) < [la]|” o]},

17
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ce qui entraine . L’égalité a lieu si et seulement si le trindme admet une racine double
x, valeur pour laquelle zu 4 U est le vecteur nul. O

Passons maintenant a l’espace affine. Rappelons qu’un repére est constitué d’une
origine O et d'une base de 'espace vectoriel associé. Dire qu’on munit I'espace d'un
repere orthonormé, c¢’est supposer implicitement qu’on dispose d’un produit scalaire,
pour lequel les vecteurs de la base sont orthogonaux deux a deux, et de norme 1. Ceci
permet de définir la distance euclidienne.

Définition 12. Soit £ un espace affine, muni d’un repere orthonormé. On appelle
distance euclidienne de deux points A et B, et on note d(A, B), la norme du vecteur

AB

Vous apprendrez plus tard qu’il existe de multiples manieres de définir une dis-
tance dans un espace. Pour I'instant, nous n’utiliserons que celle-ci, et nous omettrons
I'adjectif « euclidienne ».

L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que le rapport entre le produit scalaire de
deux vecteurs non nuls et le produit de leurs normes est compris entre —1 et 1. Ce
rapport est interprété comme le cosinus de ’'angle que forment les deux vecteurs.

OA - OB = d(0, A)d(0, B) cos(AOB) . 9)

Cette interprétation permet de retrouver tous les résultats classiques de la géométrie
plane; par exemple le théoreme suivant, dit théoréme d’Al-Kashi (figure 4)).

Théoréme 4. Soient A, B, C trois points du plan et o l'angle des deux vecteurs 1@,
AC
d*(B,C) = d*(A, B) + d*(A,C) — 2d(A, B)d(A, C) cos(a) .
Le cas particulier ou le triangle est rectangle en A (cos(a) = 0) est le théoréme du

regretté Pythagore.

Démonstration : La relation de Chasles donne :
BC = AC — AB.

En utilisant la bilinéarité du produit scalaire, on écrit :

IBC|? = (AC — AB)- (AC — AB)
— |JAC|]? — 2(AB - AC) + | AB|?
|AC|2 — 2|/ AB| ||AC| cos(a) + | AB]* .

O

Définir rigoureusement la notion d’angle de deux vecteurs pose un probleme de
choix d’orientation. En dimension 2 les angles sont mesurés de 0 a 27, dans le sens

18
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a

FIGURE 4 — Le théoréme d’Al-Kashi : a® = b? + ¢* — 2bc cos(a).

trigonométrique. En dimension 3, parler d’angle dans un plan suppose qu’on a défini
une orientation du plan, ce qui peut se faire si on a défini une orientation de I’espace,
et une orientation normale du plan.

Deux ensembles de vecteurs sont dits orthogonaux si tout vecteur de 1'un est or-
thogonal a tout vecteur de 'autre. Nous examinons le cas particulier de deux droites
vectorielles dans un plan. Observons que, du fait de la bilinéarité, si deux vecteurs sont
orthogonaux, tout vecteur colinéaire a l'un est orthogonal a tout vecteur colinéaire a
I’autre.

U-U=0 = VA\peR, (M) (u0) =u(i-7)=0.

Réciproquement, I’ensemble des vecteurs du plan, orthogonaux a un vecteur donné est
une droite vectorielle.

Définition 13. On dit que deuz droites du plan affine sont orthogonales (ou perpen-
diculaires) si tout vecteur directeur de l'une est orthogonal a tout vecteur directeur de
lautre.

La projection orthogonale utilise le fait qu’il existe une seule perpendiculaire a une
droite donnée passant par un point extérieur a cette droite (figure |5)).

Définition 14. Soit D une droite et A un point du plan, n’appartenant pas a D. on
appelle projection orthogonale de A sur D le point d’intersection de D avec la droite
orthogonale a D passant par A. On appelle distance du point A a la droite D la distance
du point a sa projection orthogonale sur la droite.

On étend cette définition de fagon évidente aux points de D : la projection ortho-
gonale d’un point de D sur D est le point lui-méme, et sa distance a D est nulle. Le
théoreme de Pythagore entraine que la distance d’un point a une droite est la plus
petite des distances de ce point a un point de la droite. Dans le cas ou la droite est
définie par une équation implicite, la distance d’un point a cette droite se calcule tres
simplement.

19



Maths en Ligne Plan et espace UJF Grenoble

Proposition 9. Considérons le plan muni d’un repére orthonormé (O,7,7). Soit D la
droite d’équation implicite ax + by + ¢ = 0, et A le point de coordonnées (xa,ya). La
distance du point A a la droite D est :

lax s + bya + ¢

Démonstration : Si A € D la distance est nulle, et la formule est vraie. Supposons
maintenant que le point A n’appartienne pas a la droite D (figure . Le vecteur
de coordonnées (a, b), que nous noterons 7, est orthogonal au vecteur de coordonnées
(—b, a), qui est un vecteur directeur de la droite (77 pour « normal » : un autre synonyme
d’orthogonal). Notons H la projection orthogonale de A sur D. Tout point M de la
droite vérifie :

AM -ii = (HM — HA) -ii= —HA -7 |

— —
car HM et 7 sont orthogonaux. Comme H A et 7 sont colinéaires, la valeur absolue de
leur produit scalaire est le produit des normes. On obtient donc :

- — -
|AM - 71| = [[HA][ ||7]] -

—
Par définition, |HA|| est la distance de A a la droite, et [|7i]] = va? + b?. 1l reste a
évaluer le produit scalaire de AM par 7.

__% .
AM -l =a(xpy —xa) +b(xar — xa) = —(axs +bxa +C)
car axy; + bxyr + ¢ = 0. D’ou le résultat. O
A D
/\
H
M

FIGURE 5 — Projection orthogonale d’un point sur une droite.

Les notions de projection orthogonale et de distance sont définies de la méme facon
en dimension 3. Soient deux vecteurs # et ¢, non colinéaires, et P le plan vectoriel
qu’ils engendrent.

P={Xi+uv, \peR}.

Nous avons introduit a la section précédente les trois coefficients :

a4 = YyRy — Yviu b= Zuly — 2Ly,  C= TylYp — TolYu -
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Ce sont trois déterminants. Puisque @ et ¢ ne sont pas colinéaires, la proposition
entralne que a, b, ¢ ne sont pas tous les trois nuls. Les deux relations :

axy, +by, +cz, =0 et ax,+by,+cz, =0

montrent que le vecteur 77 de coordonnées (a, b, ¢) est orthogonal a @ et & ¢’ (voir lemme
. La bilinéarité du produit scalaire entraine que 7 est orthogonal a tout vecteur de
P. Réciproquement, tout vecteur orthogonal a 7 est combinaison linéaire de u et v, et
donc appartient a P.

Proposition 10. Dans un espace affine de dimension 3, l’ensemble des points de
coordonnées x,y, z tels que :

ar +by+cz+d=0,

est un plan affine, dont le plan vectoriel associé est I’ensemble des vecteurs orthogonaux
au vecteur 7i, de coordonnées (a,b, c).

Soit P un plan affine dans un espace de dimension 3, et A un point n’appartenant
pas a P. La projection orthogonale de A sur P est 'intersection avec P de la droite
passant par A et de vecteur directeur 7 (la perpendiculaire a P passant par A). La
distance d'un point a un plan défini par une équation implicite se calcule par une
formule analogue & celle de la proposition [9}

Proposition 11. Considérons un espace affine £ de dimension 3, muni d’un repere

orthonormé (O, 17,7, lg) Dans ce repére, soit P le plan d’équation implicite ax + by +
cz+d =0, et Ale point de coordonnées (xa,ya,za). La distance du point A au plan
P est :

laxa + bya + cza + d|

vaz+ b2+ c?

1.8 Produit vectoriel

Nous utilisons a nouveau les déterminants. La définition [5|semble dépendre du choix
d’une base particuliere. Nous ne considérons ici que des bases orthonormées. Observons
que Detg(u, V) est le produit scalaire du vecteur @ par le vecteur ¢, de coordonnées
(y2, —2). Or ¥ est 'un des deux vecteurs orthogonaux a ¢/, de méme norme que .
La proposition [§ montre que le produit scalaire, et donc 'orthogonalité et la norme ne
dépendent pas de la base orthonormée dans laquelle on écrit les vecteurs. Ceci entraine
que le calcul de Detgp (i, ¥') donnera soit le méme résultat, soit 'opposé, si on exprime
les vecteurs dans une autre base orthonormée B’. Ceci permet de définir 'orientation
du plan, a partir d’une seule base de référence. Nous supposons désormais que le plan
est muni d’une base orthonormée B, et nous omettons 'indice B dans I’écriture des
déterminants.
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Définition 15. Soient 4 et U deux vecteurs non colinéaires. On dit du couple (i, )
qu’il est une base directe si Detg(u,v)) > 0.

—

Observons que si (i, U) est une base directe, alors (U, @) ne 'est pas, d’apres le point
b) de la proposition [2|

La valeur du déterminant s’interprete géométriquement grace a la formule suivante,
qui se déduit immédiatement de @

Det(OA, OB) = d(0, A)d(O, B) sin(A0B) .

On en déduit que la valeur absolue du déterminant est 'aire du parallélogramme de
sommets O, A, B, A + @ (figure @)

FIGURE 6 — La valeur absolue du déterminant est 1’aire du parallélogramme.

Nous avons déja rencontré des déterminants pour établir I’équation implicite d'un
plan dans 'espace.

Définition 16. Dans un espace affine de dimension 3 muni d’un repére orthonormé,
considérons deux vecteurs u et v. On appelle produit vectoriel de u et ¥ et on note
U AU, le vecteur de coordonnées a,b,c définies par :

a = Yyuly — Yveu » b= Zuly — Zydy, C=TylYp — TplYy -

Pour calculer le produit vectoriel @ A v, retenez que sa premiere coordonnée est le
déterminant des deux dernieres coordonnées de u et ¥/, puis écrivez les deux coordonnées
suivantes en permutant deux fois circulairement © — y — z — .

Les propriétés du produit vectoriel en dimension 3 rappellent celles du déterminant
en dimension 2.

Proposition 12.

1. Le produit vectoriel est changé en son opposé si on permute les deux vecteurs

Vi, i€ E, @ANT=—TAT:
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2. le produit vectoriel est bilinéaire
Vu,v,w € E, Y\, ueR,
UN (AN + pld) = NUAT+ ptd A0
(AN + p) NG = AUAN W+ pv A
3. Le produit vectoriel UN\U est le vecteur nul si et seulement siu et U sont colinéaires.

Nous avons déja observé que le vecteur @ A ¥ est orthogonal a @ et ¥ (lemme [1).
Sa norme est la surface du parallélogramme construit a partir des deux vecteurs (cf.

figure @

Passons maintenant a la dimension 3. Soit E un espace vectoriel de dimension 3
muni d’'une base orthonormée B = (7, 7, k). Nous continuons a omettre 'indice 5 dans
I’écriture des déterminants. La proposition suivante consiste simplement a écrire la

définition [0] & I'aide des produits scalaire et vectoriel.

Proposition 13. Soient u, ¥, W trois vecteurs. Le déterminant de i, U, W est :
Det (4, v,w) = @ - (U A W) .

L’expression Det(u, ¥, W) = 4 - (U A ) permet de donner une interprétation géomé-
trique du déterminant en dimension 3, analogue a la dimension 2 : la valeur absolue du
déterminant de 3 vecteurs O_1>4 , OB, OC est le volume du parallélépipede de sommets
0O, A, B, C, A+O?, A—l—O?, B+O?, A—i—O?—i—O? (figure[7)). Le signe est positif si les 3
vecteurs sont orientés dans le sens direct (comme sur la figure @, négatif s’il est orienté
dans le sens indirect (rappelons que le déterminant change de signe si on permute 2
des 3 vecteurs). Le signe du déterminant permet donc d’orienter une base quelconque,
par rapport a une base de référence. L’orientation de la base de référence se fait selon
la regle du bonhomme d’Ampere, autrement nommé tire-bouchon de Maxwell.

Définition 17. Soit £ un espace vectoriel de dimension 3, muni d’une base (7, ], /2)
Soient iU, V, W trois vecteurs non coplanaires. On dit du triplet (i, v,w) qu’il est une
base directe si Det(u, ¥, W) > 0.

1.9 Systemes de coordonnées

En dimension 2, il faut voir un systéme de coordonnées comme une application de
I'ensemble des couples de réels R? (ou un de ses sous-ensembles) vers 1’ensemble des
points du plan : a un couple de réels I'application associe un point du plan et un seul.
Moyennant le choix d’un repéere orthonormé (0,7, ), 'application qui & un couple de
réels (z,y) associe le point A du plan tel que :

s
OA =ar'+vy7,
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B

L _

o A

FIGURE 7 — La valeur absolue du déterminant est le volume du parallélépipede.

est une application de R? vers le plan. Cette application est bijective : & tout point du
plan correspond un unique couple de réels.

De méme dans un espace de dimension 3 muni d'un repere (O, 7, 7, E), I’application
qui & un triplet de réels (x,y, z) associe le point A tel que :

_> —
OA =xi'+yj+ zk ,
est une bijection de R? vers 1'espace. Ces applications sont les systémes de coordonnées
cartésiennes.
On rencontre souvent en physique des situations ou les calculs s’effectuent plus sim-
plement en utilisant d’autres systemes de coordonnées. Nous allons présenter les plus

courants : les coordonnées polaires dans le plan, les coordonnées cylindriques et sphé-
riques en dimension 3. Elles sont définies par référence aux coordonnées cartésiennes.

Les coordonnées polaires sont la traduction géométrique de la forme trigonomé-
trique des nombres complexes. Supposons le plan muni d’un repeére (O, 7, 7). Voici 'ap-
plication qui aux coordonnées polaires associe les coordonnées cartésiennes (figure .

R x [0,27] — R?
(0, 0)  — (2,9)
x=pcost, y=psind .

Les réels p et 6 sont le module et 'argument de 'affixe du point de coordonnées
cartésiennes (z,y) : p est la distance de l'origine au point et 6 est l'angle orienté
entre le vecteur 7 et le vecteur Z Observons que l'application ainsi définie n’est pas
(tout a fait) bijective : tout couple (z,y) a un antécédent unique, sauf (0,0) qui a
pour antécédents tous les couples (0, 6). Si on la restreint aux valeurs de p strictement
positives, I'application définie ci-dessus est bien une bijection de ]0, 4+00[x |0, 27| vers
le plan privé de l'origine.

Les coordonnées cylindriques remplacent les deux premieres des trois coordonnées
cartésiennes par les coordonnées polaires correspondantes, en conservant la troisiéme
(figure [9)

R* x [0,27[xR — R3
(p:0,2) — (2,9,2)
x =pcosf, y=psinf .
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F1GURE 8 — Coordonnées polaires d'un point du plan.

Cette application n’est toujours pas une bijection, puisque 'image réciproque de (0, 0, z)
est Pensemble des triplets de la forme (0,6, z), 6 € [0, 27].

,
,
,

R -

F1GURE 9 — Coordonnées cylindriques d’un point de ’espace.

Les coordonnées sphériques suivent la méme logique que les coordonnées polaires :
la premiere des trois est la distance de 'origine au point. Les deux autres sont deux
angles, correspondant a la longitude et la co-latitude terrestres (figure .

RT x [0,27[x[0,7] — R3
(r,¢,0) — (7,y,2)
r=rsinfcos¢p, y=rsinfsing, z=rcosh .

Cette application n’est pas plus bijective que les précédentes (la latitude et la longitude
ne sont pas définies de fagon unique au centre de la terre).
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2

2.1

F1GURE 10 — Coordonnées sphériques d’un point de I’espace.

Entrailnement

Vrai ou faux

Vrai-Faux 1. Soit ¢ un vecteur non nul dans un espace vectoriel et A un point d’un
espace affine associé. On pose B = A+u et C' = A—1. Parmi les affirmations suivantes,
lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi?

1.

© 0 N e O W

—
S

L] Les vecteurs /@ et 1@ sont égaux.

X Les vecteurs Ezl et 1@ sont égaux.

O (A, /@, f@) est un repere affine.

X (A, E) est un repere affine de la droite passant par B et C.
[0 Le point B est le milieu du segment [AC].

X Le point B est un barycentre de A et C.

X Le point A est I'isobarycentre de B et C.

OC=B+2u.

X A=C+1CB.

X AL = —i + 20A.

Vrai-Faux 2. Soient A, B, C trois points d’un plan affine P. Parmi les affirmations
suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi?

1.
2.
3.
4.

D.

X Si les vecteurs E et @ forment une famille libre, alors (A, E, 1@) est un
repere de P.

[0 Si B # C alors (A, E, B) est un repere de P.

X Si (A, 1@, 1@) est un repere de P, alors (C, ﬁ, 1@) est un repere de P.
X Si (A, 1@, 1@) est un repere de P, alors (C, B?, 1@) est un repere de P.
O (B, f@, Ezl) est un repere de P.
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6. OSi (A, 1@, 1@) est un repere de P, alors C' est un barycentre de A et B.

7. X (A, E, /@) est un repere de P, si et seulement si C' n’est pas un barycentre
de A et B.

8. X L’isobarycentre de A, B, C' appartient a une droite passant par C' et le milieu
du segment [A, B].

9. O L’isobarycentre de A, B, C' appartient a une droite passant par B et le milieu
du segment [A, B].

10. X L’isobarycentre de A, B,C' appartient a la droite joignant B au milieu du
segment [A, B] si et seulement si (A, AB : fﬁ) n’est pas un repere de P.

Vrai-Faux 3. On note F l’ensemble des points M d’un espace affine £ de dimension

-

3 dont les coordonnées (z,y, z) dans un repere (O, 7,7, k) de £ vérifient x + 2y + 3 =
0. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et
pourquoi ?

1. O F est une droite affine.

(1 F contient le point O.

X Si F contient un point M, alors il contient le point M + k.
X k appartient a ’espace vectoriel associé a F.

(1 7+ 27 appartient au plan vectoriel associé a F.

X 27— 7 — 3k appartient au plan vectoriel associé a F.

X (27— 7,3k) est une base du plan vectoriel associé¢ a F.

N e W N

O (27— 7+ 3/;, —4r+ 27— 6];) est une base du plan vectoriel associé a F.

Vrai-Faux 4. On considére un espace vectoriel £, muni d'un repére orthonormé. Soient
i et U deux vecteurs de E. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies,
lesquelles sont fausses, et pourquoi ?

—

1. O Si @ et ¥ sont orthogonaux, alors (u, ¥) est une famille libre dans E.

2. O Si @ et ¥ sont colinéaires, alors @ - v = ||| ||V]|-

3. X Si ||u]] = ||v]] et @- v = |||, alors @ = v.

4. O (d —0) = [la)* — |4

5. O (V=) - (i — 0) = [|af]|* — [|v]|*

6. X (i +7) - (i — 0) = [|a]|* — [|7]?

7. X @+ U et @ — U sont orthogonaux si et seulement si ||| = ||7]].
8. O Si ||@ — 7|l = 0 alors ||u|| = ||¥]] = 0.

9. X Si ||@+ 9] = 0 alors ||a| = ||7]|.
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Vrai-Faux 5. Dans un espace affine euclidien de dimension 3, que I’on munit d’un repere

-

orthonormé (0,7, 7, k), on note P le plan d’équation implicite 2z +2y+2+3 =0, et H
la projection orthogonale de O sur P. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont
vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi ?

1.

N o W

0O eP.

[ le vecteur de coordonnées (2,2, 1) appartient a I'espace vectoriel associé a P.
X Toute droite de vecteur directeur (2,2, 1) est perpendiculaire a P.

[0 H est le point de coordonnées (2,2, 1).

X La distance de O & P est la norme du vecteur O‘]?} .
X La distance de O a P vaut 1.

X Le vecteur de coordonnées (1,0, —2) appartient a l'espace vectoriel associé a

P.

(] La distance de O a la droite passant par H dont un vecteur directeur a pour
coordonnées (1,0, —2) est strictement supérieure a 1.

[ Il existe une droite dans P telle que la distance de O a cette droite soit
strictement inférieure a 1.

Vrai-Faux 6. On considere deux plans P; et Py dans un espace affine de dimension 3.
On note P; et P, les plans vectoriels associés. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles
sont vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi?

1.

X L’intersection de P; et Py est une droite affine si et seulement si P, et P sont
distincts.

X Si Py NPy = (), alors la distance & Py d’un point M de P; ne dépend pas de
M.

3. U1l se peut que tout vecteur de P, soit orthogonal a tout vecteur de Ps.

4. [0 Si P, contient I’ensemble des vecteurs orthogonaux a P; alors P; et Py sont

paralleles ou confondus.

X Si P, contient l'ensemble des vecteurs orthogonaux a P; alors P; contient
I’ensemble des vecteurs orthogonaux a P.

(] S’il existe deux droites perpendiculaires, une dans P;, 'autre dans Py, alors
P, contient I’ensemble des vecteurs orthogonaux a Ps.

X Si Py NPy # (), alors pour toute droite de Py, il existe une droite de P, telle
que ces deux droites sont perpendiculaires.

Vrai-Faux 7. Soient @ et v deux vecteurs quelconques dans un espace vectoriel de
dimension 3. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses, et pourquoi ?

1.

X @ - (@A) = 0.
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P N e W

O Si (@ —0) A (i —0) =0 alors @ = @

X Si ||i@ A 7| = ||| ||7]| alors @ - 7 = 0.

X Si @ A (4 A V) est colinéaire a U, alors @ - 7 = 0.
OSiaA(ZAT) =0, alors @ - 7 =

X Si @ A (@ AT) =0, alors € A7 = 0.

O Si@- o= | ||7] alors @ A T = || @.

X Si -0 = | ||7] alors @ AT = 0.

Vrai-Faux 8. Soient u, U et w trois vecteurs quelconques dans un espace vectoriel de
dimension 3. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses, et pourquoi ?

1.

2.2

N g W

X Det (i, ¥, @) = Det (<, i, 0)

O Det (i, , @) = Det (<, 7, @)

X Det(# + ¥, ¥, @) = Det(, ¥, )

X Det(u + v, ¥, 4 + U + @) = Det(, ¥/, )

O Det(@ + 0, ¥ + W, @ 4 20 + W) = Det(u, U, w)

X Det (i + 27,7, @ + 20 + @) = Det (i, ¥, )

X Det(@ + v, ¥ + W, 4 + W) = 2Det(, U, W)
Exercices

Exercice 1. Soient D; et D, deux droites dans le plan, données par leurs équations im-
plicites ou paramétriques. Déterminer si les droites sont sécantes, paralléles ou confon-
dues. Dans le cas ou elles sont sécantes, donner les coordonnées de leur point d’inter-
section.

D1:3x+5y—2=0; Dy:x—-2y+3=0.
Dy:2x—4y+1=0; Dy:—-dx+10y+3=0.

Dlz{x = 3+4\ ; D2:{.T = b—pu

y = 2-2 y = 243u
R
Dy :3r—2+1=0: 732:{5 - 5:4615
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Exercice 2. Soit A un point du plan, donné par ses coordonnées dans un repere ortho-
normé (O, 7, 7). Soit @ un vecteur non nul, déterminé par ses coordonnées dans la base
(7, 7). On considérera les cas suivants.

A:(-1,1), w@:(1,0).
A:(2,1), @:(-3,-1).
A:(0,1), @:(1,2).
A:(=3,1), @:(1,-1).

Donner des équations paramétriques et implicites de la droite D passant par A,
admettant « comme vecteur directeur.

Donner des équations paramétriques et implicites de la droite D’ passant par A,
et perpendiculaire a D.

Exercice 3. On considere trois points A, B, C non alignés d’un plan affine. On note D;
(respectivement Dy, D) la droite (B, C') (respectivement (A, C), (A, B)).

1.

Montrer que (A, zﬁ , 1@) est un repere du plan.

2. Donner les équations des 3 droites Dy, Do, D3, dans le repeére (A, 1@ , 1@)
3.
4. Donner les coordonnées de l'isobarycentre de A, B,C' dans le méme repere, et

Donner les équations des 3 médianes du triangle ABC' dans le méme repeére.

vérifier qu’il est le point d’intersection des trois médianes.

Montrer que (B, B—1>4, B?) est un repere du plan et déterminer I’ensemble des
points ayant les mémes coordonnées dans les deux reperes (A, E , @) et

(B, BA, BO).

Soit D une droite du plan affine, dont une équation implicite dans le repere
(A, /@ , 1@) est ax + by + c. A quelles conditions portant sur les réels a, b, ¢ la
droite D est-elle sécante avec les trois droites Dy, Dy et D3 ?

On suppose ces conditions réalisées et on note I (respectivement J, K) le point
d’intersection de D avec D; (respectivement Dy, D).

On appelle « diagonales » les segments [A, I], [B, J], [C, K]. Donner les coordon-
nées des milieux des 3 diagonales dans le repere (A, AB, AC), et vérifier que ces
trois points sont alignés.

Exercice 4. Soient A, B, C trois points du plan affine, donnés par leurs coordonnées
dans un repere (0,7, 7). On considérera les cas suivants.

A:(0,0), B:(0,1), C:(1,0).

A:(0,3), B:(-2,00, C:(0,2).
A:(1,0), B:(-1,0), C:(2,3).
A:(2,0), B:(-1,4), C:(-43).
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d.

. Donner des équations paramétriques et implicites des trois droites passant par

(A, B), (A,C), (B,C).
Donner des équations paramétriques et implicites des trois médianes du triangle
ABC et vérifier que l'isobarycentre G de A, B, C est leur point d’intersection.

Donner des équations paramétriques et implicites des trois hauteurs du triangle
ABC. Vérifier qu’elles sont concourantes et donner les coordonnées de leur point
d’intersection H.

Donner des équations paramétriques et implicites des trois médiatrices du triangle
ABC. Vérifier qu’elles sont concourantes et donner les coordonnées de leur point
d’intersection M.

Vérifier que les trois points G, H, M sont alignés et que M ﬁ =3M (3

Exercice 5. Soient A, B, C, D quatre points d'un plan affine. Soient I, J, K, L, M, N les
milieux respectifs des segments [A, B], [B,C], [C, D], [D, A], [A,C], [B, D].

1.
2.

Montrer que les segments [I, K|, [J, L] et [M, N] ont le méme milieu.

Montrer que le quadrilatere de sommets I, J, K, L est un parallélogramme.

Exercice 6. Dans un plan affine, muni d’un repére orthonormé, on considére deux
droites sécantes, D; et Do, données par leurs équations implicites :

a1x+b1y+6120 et a2$+b2y+0220

. Soit M un point équidistant des deux droites D; et Dy. Quelle équation vérifient

les coordonnées (z,y) de M 7

En déduire que I'ensemble des points équidistants de D; et Dy est la réunion de
deux droites A; et A,, dont on donnera une équation implicite.

Vérifier que A; et Ay sont orthogonales.

Pour ¢ = 1,2, soit u; un vecteur directeur de D;, v; un vecteur directeur de A;.
On suppose que ces 4 vecteurs ont tous la méme norme. Montrer que :

’ - —

uy - vy| = |uy - 01| et

‘ — —

uy - vg| = |uh - 05

Donner des équations paramétriques et implicites des droites A; et A, dans les
cas suivants.
Di:x=1; Dy:y=1.

Di:x4+y=2; Dy:x—y=2.
Di:x+y=2; Dy:y=1.
Dy:2x4+y=3; Dy:x—2y=-—1.

Exercice 7. Soit a,b deux réels. Soit D; la droite d’équation 2x +ay — 1 =0 et Dy la
droite d’équations paramétriques x = b — A\, y = A\, A € R. Discuter suivant les valeurs
de a et b si D et Dy sont sécantes, paralleles ou confondues.
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Exercice 8. On considere le triangle ABC dont les cotés ont pour équations (AB) :
x+2y=3, (AC):x+y =2, (BC):2x+ 3y =4.
1. Donnez les coordonnées des points A, B, C.

2. Donnez les coordonnées des milieux A’, B',C" de (BC), (AC) et (AB) respecti-
vement.

3. Donnez une équation de chaque médiane et vérifiez qu’elles sont concourantes.

Exercice 9. Soit A un point donné par ses coordonnées dans un repére orthonormé

- -

(0,7, 7, k). Soit @ un vecteur non nul donné par ses coordonnées dans la base (7,7, k).
On considérera les cas suivants.

A:(1,0,0), a@:(1,1,1).

A:(1,-1,1), @:(1,1,1).
A:(1,0,0), @:(1,-1,1).
A:(1,2,3), @:(3,2,1).

1. Donner des équations paramétriques et implicites pour la droite D, de vecteur
directeur u, passant par A.

2. Donner des équations paramétriques et implicites pour le plan P passant par A
et orthogonal a D.

3. Calculer la distance de O a P et de O a D.

Exercice 10. Soient A, B, C, D quatre points d'un espace affine de dimension 3, muni

=

d’un repere orthonormé (0,7, 7, k). Les points sont donnés par leur coordonnées. On
considérera les cas suivants.

A:(0,0,0), B:(1,0,0), C:(0,1,0), D:(0,0,1).

A:(0,0,0), B:(1,0,0), C:(1,1,0), D:(1,1,1).
A:(1,0,0), B:(1,2,—-1), C:(-1,1,2), D:(2,—1,1).
A:(1,2,3), B:(1,3,2), C:(3,1,2), D:(3,3,3).
1. Vérifier que (A, /@, /@, E) est un repere.
2. On pose A’ = A +> 1@ + /@ + /ﬁ Calculer les coordonnées de A’. Vérifier que
(A, AB,AC, A’D) est un repere.
3. Donner les coordonnées de A’ dans le repéere (A, 1@ , 1@ , /ﬁ)

4. Déterminer des équations paramétriques et implicites des 3 plans, contenant res-
pectivement (A, B,C), (A, B, D), (A,C, D), dans le repere (0,7, 7, k).

5. Déterminer des équations paramétriques et implicites des 3 plans, contenant res-
pectivement (A, B,C), (A, B, D), (A,C, D), dans le repere (A", A’'B, A'C, A'D).
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8.

-,

En supposant le repere (O, 7, 7, k) orthonormé, calculer la distance de A" a chacun
des trois plans de la question précédente.

Calculer la distance de A’ & chacune des 3 droites, contenant respectivement
(A, B), (A,C), (A, D).

Reprendre les questions 3 a 7 en échangeant les roles de A et A'.

Exercice 11. Soient P; et P, deux plans non paralleles et A un point n’appartenant ni
a P ni a Py dans un espace de dimension 3, muni d'un repere orthonormé. Les deux
plans sont donnés par des équations implicites et A par ses coordonnées. On note D la
droite intersection de P; et Py. On considérera les cas suivants.

-~ W

7.

Exercice 12. Soient u
repere orthonormé (O,

Pr:z=0; Py:y=0, A:(1,1,1).

Prix+y=0; Pyix+z+1=0, A:(1,1,1).
Prix4+y+24+42=0; Py:20—y+32—4=0, A:(2,1,0).
P:2r+y—2—2=0; Py:zx+3y+7z—11=0, A:(1,2,1).

Pr:2r—y+1=0; Py:3y—2—-2=0, A:(3,-1,2).
Prix+y+z—1=0; Py:—x4+y—2z+1=0, A:(1,1,2).
Vérifier que P; et Py ne sont pas paralleles.
Donner des équations paramétriques de P; et Ps.
Donner des équations paramétriques de D.

Donner des équations paramétriques et implicites de la droite orthogonale a P;
passant par A.

Donner des équations paramétriques et implicites de la droite orthogonale a Po
passant par A.

Donner des équations paramétriques et implicites du plan orthogonal a D passant
par A.

Calculer la distance de A a Py, puis a Ps, puis a D.

, U, W, trois vecteurs déterminés par leurs coordonnées dans un
7,7, k). On considérera les cas suivants.

1,0,0), v:(1,1,0), @:(1,1,1).
(0,2,2), ¥:(1,0,1), @:(1,2,0).
7:(0,2,1), 7:(2,1,-1), @:(-1,2,1).
(1 1), w:(-2,1,1).
w:(1,2,3), v:(4,5,6), w:(7,8,9).
w:(1,-3,2), v:(-5,3,4), w:(-2,3-1).
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1
2
3.
4

Calculer les trois produits scalaires u -

Calculer les trois produits vectoriels

> <

<

£y

>
T

<y
>

g

Calculer les trois produits scalaires @ - (U A W), U (WA @), W - (4 A 7).
e

Calculer le déterminant Det(w, ¢/, @) par la régle de Sarrus.

Exercice 13. Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Soient i, U, W, trois vec-
teurs non coplanaires, donnés par leurs coordonnées dans un repere orthonormé

-,

(0O,7,7,k). On considérera les cas suivants.

£y

:(1,0,0), @:(1,1,0), @:(1,1,1).

@:(0,2,2), ¥:(1,0,1), @:(1,2,0).
@:(0,2,1), #:(21,-1), @:(-1,21).
@:(1,-3,2), U:(=53,4), w:(-2,3-1).
Calculer [|i]|. On pose @' = (1/||||)@. Calculer les coordonnées de .
On pose :
0 =v— (a0,
puis ¢ = (1/]|71]])v;. Calculer les coordonnées de ¥'.

On pose :
w) =@ — (@ - D)d — (7 - D),

puis @ = (1/||w}||)w}. Calculer les coordonnées de .

4. Vérifier que (4, 7", ") est une base orthonormée.

5. Démontrer que si (u, ¥, ) est une base quelconque de 'espace vectoriel, alors

(@', 0", est une base orthonormée.

Exercice 14. Soit A un point d’'un espace de dimension 3, donné par ses coordonnées
dans un repeére orthonormé (0,7, 7, k). On considérera les cas suivants.

A:(1,0,0), A:(0,1,0), A:(0,0,1), A:(-1,0,0),

A:(1,0,1), A:(1,1,0), A:(1,1,v/2), A:(=1,1,—v2),
A:(1,1,—v6), A:(1,V3,-2), A:(—V3,1,2), A:(—V3,V3,-V2).

1. Donner les coordonnées cylindriques de A.

2. Donner les coordonnées sphériques de A.
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2.3 QCM

Donnez-vous une heure pour répondre a ce questionnaire. Les 10 questions sont
indépendantes. Pour chaque question 5 affirmations sont proposées, parmi lesquelles 2
sont vraies et 3 sont fausses. Pour chaque question, cochez les 2 affirmations que vous
pensez vraies. Chaque question pour laquelle les 2 affirmations vraies sont cochées
rapporte 2 points.

Question 1. Soit « un vecteur non nul dans un espace vectoriel, et A un point dans
un espace affine associé. On pose B=A+2u et C = A — 4.

La droite passant par A de vecteur directeur « contient les points B et C'.

Il existe une unique droite passant par A et de vecteur directeur .

A est le milieu du segment [B, C.

@ Il existe un unique plan passant par les trois points A, B et C.

Le vecteur /@ + 21@ est un vecteur directeur de la droite (AB).

Question 2. Soit ¥ un vecteur non nul dans un espace vectoriel, et A un point dans
un espace affine associé. On pose B=A+2i et C = A — 4.

AlA=C—u.

—

v
I
Q
+
w
IS

SISV EIES
Q
|
D
+
sy
N

Question 4. Soit ¥ un vecteur non nul dans un espace vectoriel, et A un point dans
un espace affine associé. On pose B=A+2i et C' = A — 4.
A est le barycentre de B et C' affectés des coefficients respectifs 1 et 2.

B est le barycentre de A et C' affectés des coefficients respectifs —2 et 1.
C' est le barycentre de A et B affectés des coefficients respectifs 2 et —1.
@ A est 'isobarycentre de B et C.

B est le barycentre de A et C' affectés des coefficients respectifs 3 et —2.

Question 5. Dans un espace affine de dimension 3, muni d’un repére (O,Zj,lg), on
considere le plan affine P d’équation 20 — y + z = 3.
La droite passant par le point de coordonnées (1,2,0), de vecteur directeur
7+ 27 ne coupe pas le plan P.
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La droite passant par le point de coordonnées (1,2,3), de vecteur directeur
7'+ 27 coupe le plan P en un point et un seul.

La droite passant par le point de coordonnées (1,2,3), de vecteur directeur
U+ 27+ 3k ne coupe pas le plan P.

@ La droite passant par le point de coordonnées (1,2,0), de vecteur directeur
U+ 27+ 3k coupe le plan P en un point et un seul.

La droite passant par le point de coordonnées (1,0, 1), de vecteur directeur 7427
ne coupe pas le plan P.

-,

Question 6. Dans un espace affine de dimension 3, muni d’un repere (O,7, 7, k), on
considere le point A de coordonnées (1,0,1) le vecteur @ = '+ k et la droite affine D

passant par A et de vecteur directeur .
La droite D est contenue dans le plan d’équation z + z = 0.

r = 14X
La droite D admet pour équations paramétriques ¢ y = 0 , AER.
z = 1+ A

La droite D contient le point O.
@ La droite D ne coupe pas le plan d’équation z — z = 0.

La droite D admet pour équations implicites { i;; 4 z g _

-,

Question 7. Dans un espace affine de dimension 3, muni d’un repere (0,7, 7, k), on
considere le point A de coordonnées (1,0,1) le vecteur @ = 7'+ k, et le plan affine P
passant par A et de vecteurs directeur u et 7.

Le plan P contient la droite passant par ’origine et par le point de coordonnées

(1,1,1).
r = 1+A
Le plan P admet pour équations paramétriques ¢ y = A , AeR.
z = 14X

Le plan P contient la droite passant par A, de vecteur directeur 7+ J.

@ Le plan P ne rencontre pas la droite passant par le point de coordonnées
(0,0,1), et de vecteur directeur .

Le plan P est parallele au plan passant par O, de vecteurs directeurs 7 et k.

-

Question 8. Dans un espace affine de dimension 3, muni d’un repere (O,7, 7, k), on
considere le plan affine P d’équation implicite = 4+ z = 2.

Le plan vectoriel associé a P contient le vecteur 7.

Le vecteur 7+ k est un vecteur normal au plan P.

Le plan P contient la droite passant par O, de vecteur directeur 7.

@ Le plan contient la droite passant par le point de coordonnées (1,0,1), de

vecteur directeur 7+ k.
Toute droite affine de vecteur directeur 7’ — k est contenue dans le plan P.
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Question 9. Dans un espace affine euclidien de dimension 3, muni d’un repere orho-
normé (O, 7, 7, E), on considere le plan affine P d’équation implicite z + z = 2.
La distance de O au plan P vaut 1.
Toute droite de vecteur directeur 7+ k est perpendiculaire au plan P.
La distance de O au point de coordonnées (2,0, 0) est égale a la distance de O
aP.
@ La distance de O a la droite passant par les points (2,0,0) et (0,0,2) est
strictement supérieure a la distance de O a P.
La projection orthogonale de O sur le plan P est le point de coordonnées (1,0, 1).

Question 10. On considere un espace affine euclidien de dimension 3, muni d’un repeére
orhonormé (0,7, 7, k).

Al @+ AT=F
=]

[HIV-01 @6 aV-8 V-4 D9-9 AV-S AV Ad-€ ad ¢ av-T : sosuodonyg

2.4 Devoir

Essayez de bien rédiger vos réponses, sans vous reporter ni au cours, ni au corrigé. Si
vous souhaitez vous évaluer, donnez-vous deux heures ; puis comparez vos réponses avec
le corrigé et comptez un point pour chaque question a laquelle vous aurez correctement
répondu.

Questions de cours :

1. Soient @ = (x1,y;) et ¥ = (72, y2) deux vecteurs de R?, muni de sa base canonique.
Démontrer que si @ et ¥ sont colinéaires, alors Det(i, ¥) = 0.

2. Soient @ = (x1,y1,21) et U = (T2, ¥s, 22) deux vecteurs de R?, muni de sa base
canonique. Démontrer que si @ et U sont colinéaires, alors @ A v = 0.

3. Soient @ = (w1, y1, 21) et T = (w2, Y2, 22) deux vecteurs de R?, muni de sa base ca-
nonique. Démontrer que le vecteur @A v est orthogonal au plan vectoriel engendré
par 4 et v.

4. Soient @, ¥ et W trois vecteurs de R*, muni de sa base canonique. En utilisant
I’expression du déterminant a ’aide du produit scalaire et du produit vectoriel,
démontrer que si @, ' et W sont coplanaires, alors Det(u, ¥, ) = 0.

5. On pose @ = (1,0,—1), ¥ = (1,-2,1), & = (0,1, —1). Calculer le déterminant de
ces trois vecteurs par la régle de Sarrus, puis vérifier que chacun des trois vecteurs
est orthogonal au produit vectoriel des deux autres.
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Exercice 1 : On consideére un espace affine de dimension 3, muni du repere orthonormé

-,

(0,7, 7, k). Dans cet espace, on considére le plan P d’équation 2z +y — 2z = —4, et
les points A de coordonnées (3,2,6), B de coordonnées (1,2,4) et C' de coordonnées
(4,-2,5).

1. Vérifier que le plan P est I'unique plan contenant les points A, B et C.

Calculer les distances d(A, B), d(A,C) et d(B,C) et démontrer que le triangle
ABC' est rectangle.

Donner les coordonnées d’un vecteur 7, normal au plan P. Vérifier que les trois

— —
produits vectoriels /@ A 1@ , BAN ﬁ et CAN C@ sont colinéaires au vecteur
.

4. Calculer la distance de O au plan P.

5. Ecrire un systeme d’équations paramétriques de la droite D passant par O et

orthogonale au plan P.

Soit K la projection orthogonale de O sur P. Calculer les coordonnées de K, puis
la norme du vecteur OK. Retrouver le résultat de la question 4.

Soit GG le barycentre des points O, A, B, C', munis des poids respectifs 3,1, 1, 1.
Déterminer les coordonnées de GG, puis la distance de G au plan P.

On note I le centre de gravité du triangle ABC. Démontrer que G est le milieu
du segment [O, I].

Soit I' 'ensemble des points M de l'espace, vérifiant :

|3MO + MA+MB+MC| =6.

Montrer que l'intersection de I" avec P est un cercle, déterminer son centre et son
rayon.

Exercice 2 : Qn considére un espace affine de dimension 3, muni d’un repere ortho-
normé (O, 7, 7, k). Soit A le point de coordonnées (0,1, 1) dans le repere (O, 7, 7, k). Soit
@ le vecteur de coordonnées (3,1,0) dans la base (7,7, k).

1.

Donner des équations paramétriques et implicites de la droite D passant par A
et admettant @ comme vecteur directeur.

Donner des équations paramétriques et une équation implicite du plan P passant
par A et orthogonal a D.

Calculer la distance de O a P et la distance de O a D.

4. Soit P’ le plan passant par 0 et parallele a P. Soit A’ I'intersection de P’ avec D.

Justifier, sans calculs, le fait que la distance de O a A’ est égale a la distance de
O a la droite D.

Soit I la projection orthogonale de O sur le plan P. Calculer les coordonnées de

1.
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6. Démontrer que les 4 points O, A, A’, I sont dans un méme plan, et que le quadri-
latere OAA’I est un rectangle.

2.5 Corrigé du devoir

Questions de cours :

1. Par définition, le déterminant Det(u, ¥) vaut x1ys — x2y;. Supposons que 4 et U
soient colinéaires. Si @ = 0, alors Det(u, ) = 0. Sinon, il existe A € R tel que
U = A\, donc xo = Axy et yo = Ay;. Dans ce cas,

T1Y2 — Toy1 = Ax1y1 — Ax1y; = 0.
2. Considérons les vecteurs de R? définis comme suit.

g = (Y1,21) , U= (T1,21), U= (T1,%1),

—

Vo = (y272’2) ) Up = ($2,22) ) U, = ($2,y2) .

Par définition, le produit vectoriel de u par v est :
GAT= (Det(ﬁa, ), —Det(ity, @) , Det(id,, ) ) .

Si i et ¥ sont colinéaires, alors i, et U, le sont aussi, et également 1y, et 0, ainsi
que u, et .. Donc les trois coordonnées de u A ¥ sont nulles, d’apres la question
précédente.

3. Nous devons montrer que & A ¥ est orthogonal a tous les vecteurs de la forme
A+ v, ou A et p sont deux réels quelconques. Pour montrer que deux vecteurs
sont orthogonaux, nous devons montrer que leur produit scalaire est nul. Par la
bilinéarité du produit scalaire, il suffit de montrer que :

Q- (GAT)=0 et @ (GAT)=0

C’est une vérification facile.

g

: (ﬁ/\ 77) = xl(yIZQ - y221) + 91(9522’1 - $1Z2) + 2’1(95192 - $2yl) =0,
(AND) = za(y122 — Y221) + Y221 — 2122) + 22(T1y2 — T2y1) = 0.

<

4. Siu, U et W sont coplanaires, alors I'un des trois vecteurs est combinaison linéaire
des deux autres. Sans perte de généralité, nous allons supposer qu’il existe deux
réels A\ et p, tels que @ = A\ + pd. Ecrivons :

Det (@, v,wW) = Det(A\T+ p, v, W)
= ADet(¥, U, W) + uDet (W, ¥/, W)
= M- (UAW) 4 pd - (TN W)
= 0,

d’apres la question précédente.
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5. On trouve Det(w, ¥, W) = 0. Le calcul est inutile, il suffit d’observer que @ — v =
2. En effectuant le calcul des produits vectoriels, on trouve :

UNT=(-2,-2,-2), und=(1,1,1), dAd=(1,1,1).
Les produits scalaires suivants sont bien nuls.

(@AT) T = (EAT) - T= (FAT) - T=0.

Exercice 1 :

1. Nous devons d’abord vérifier que les trois points appartiennent au plan P :
2x34+2—-2=—-4, 2x142—-2=—-4, 2x4-2-—-2=—-4.

Nous devons ensuite montrer que les 3 points ne sont pas alignés, ce qui se vérifie
par exemple en montrant que les deux vecteurs AB et AC' ne sont pas colinéaires.
Il suffit pour cela de calculer leur produit vectoriel, et de vérifier qu’il est non
nul.

ABAAC = (=2,0,—2) A (1, —4, —1) = (—8, —4,8) £ 0 .

P(A,B) = |AB|? =8, &*(A,C)=|[AC|* =18, &(B.C)=|BC|*=26.

Donc d(A, B) = 22, d(A,C) = 3v2 et d(B,C) = /26. Puisque d*(AB) +
d*(AC) = d*(BQC), le triangle ABC est rectangle en A, d’apres le théoreme de
Pythagore.

3. Le plan affine P est associé au plan vectoriel P, d’équation 2z 4y —2z = 0. Cette
équation traduit le fait que tout vecteur directeur de P, de coordonnées x, v, z, est
orthogonal au vecteur 7 de coordonnées 2,1, —2, qui est donc un vecteur normal
au plan P. En effectuant les produits vectoriels, on trouve :

ABAAC = (—8,—4,8) = —4ii ,
BAABC = (8,4,-8) = 4if
CANCB = (-8,—4,8) = —4i .

4. En appliquant la formule,

d(O,P):jg:é

5. La droite D a pour vecteur directeur n. Tout point M, s’il appartient a D, est
tel que OM est colinéaire a 7, dont les coordonnées x,y, z de M vérifient :

r = 2A\
y = A , AeR.
z = =2\
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6. Le point K est l'intersection de la droite D avec le plan P. Nous devons donc

trouver le réel A tel que :
220) + A —2(=2)\) = -4,

soit A :_—_>4/9. Le point K a pour coordonnées —8/9, —4/9,8/9. La norme du
vecteur OK est telle que :

= (3 s (' () - ()

La distance d(O, K), qui est aussi la distance de O au plan P, vaut 4/3.

. Par définition,
0G = é<36+0_f4+0?+07) :

On en déduit les coordonnées de GG : =, =, —. Pour calculer la distance de G au

Do | Ut

Q| W~
Wl =

plan P, on applique la formule :

A+ i-28 44 2

WP ="y e 3

. Le centre de gravité du triangle ABC' est tel que :

57:1((T>4+(7§+0?>:20?.

3

Done OC = (1/2)5_[> : G est le milieu du segment [O, I].
. Le point GG est tel que, pour tout point M de I'espace :

1 \ N \ \
MC = 6(3MO+MA+MB+MO) .
Donc I' est I'ensemble des points M de I'espace tels que :

e

C’est la sphere de centre GG et de rayon 1. Nous avons vu que la distance de G au
plan P est 2/3, donc inférieure au rayon de la sphere. Donc l'intersection de I et
P est non vide : c’est bien un cercle. Son centre est la projection orthogonale de
G sur P. Son rayon 7 est tel que 72 + (2/3)? = 1, soit r = v/5/3.

Exercice 2 : Considérons un espace affine de dimension 3, muni d’un repere ortho-

- -,

normé (0,7, 7, k). Soit A le point de coordonnées (0, 1, 1) dans le repere (O, 7, 7, k). Soit

@i le vecteur de coordonnées (3,1,0) dans la base (7,7, k).

41



Maths en Ligne Plan et espace UJF Grenoble

s
1. Soit M un point de D. Le vecteur AM est colinéaire au vecteur «. Donc les
coordonnées x,y, z de M vérifient :

Tz = 3\
y = 14X , XAeR.
z = 1

Ce sont les équations paramétriques de la droite D. Pour obtenir des équations
implicites, il faut éliminer A dans les équations ci-dessus :

r—3y = —3
z = 1.

2. Le plan P admet @ comme vecteur normal. Nous devons trouver deux vecteurs

non colinéaires, et orthogonaux au vecteur «. Par exemple : (1,—3,0) et (0,0, 1).

—
Tout point M de P est tel que AM est combinaison linéaire de ces deux vecteurs.
Ses coordonnées x,y, z vérifient donc :

r = A
y = 1-3\x |, AuelR.
z = 1+up

Pour I’équation implicite, nous savons que @ est un vecteur normal a P, qui admet
donc une équation du type 3z + y = d. Pour déterminer d, il suffit d’écrire que
A vérifie ’équation. On trouve ainsi ’équation 3z + y = 1.

3. La distance de O a P se calcule par la formule :

1 1
CVER+1 VI
La distance de O a D peut se déduire du théoreme de Pythagore, puisque
d*(0,A) = d*(O,P) + d*(O, D). On trouve :

d(O,P)

119
d*(0,D) = d*(0,A) — & =2-——=—.
(0.D) = (0, 4) = #(0.P) =2~ 15 = 1
Donc la distance de 0 a D est de 1/19/10.

—
4. Par construction, le vecteur OA’ appartient au plan vectoriel associé a P, ainsi
qu’a P’. Il est donc orthogonal a la droite D. Donc A’ est la projection orthogonale
de O sur D, donc la distance de O & A’ est égale a la distance de O a la droite D.

5. Considérons la droite D', passant par O et perpendiculaire au plan P (figure .
Un systeme d’équations paramétriques de cette droite est :

Tz = 3\
y = A, MeR.
z = 0

La projection orthogonale de O sur P est l'intersection de la droite D’ avec le
plan P. elle a pour coordonnées 3/10,1/10, 0.
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FIGURE 11 — Plans et droites paralleles.

6. Par construction, les plans P et P’ sont paralleles. Considérons les trois points
0O, A, A'. Par construction, les vecteurs OA’ et AA’ sont orthogonaux, donc non
colinéaires. Il existe donc un unique plan passant par O, A, A’. Ce plan contient
toute droite, passant par un de ses points, et parallele a D, en particulier D'. 11
contient donc I. Les vecteurs A’A et__g sont égaux, donc le quadrilatere OAA’[
est un parallélogramme. De plus, OA’ et AA’ sont orthogonaux, donc c¢’est un
rectangle.
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3 Compléments

3.1 La géométrie du triangle

Les Eléments d’Euclide, écrits au 111¢ siécle avant notre ére, contenaient déja de
nombreux résultats sur la géométrie des triangles. Les formulations d’Euclide sont tres
différentes des notres, car il ne disposait pas des fonctions trigonométriques et raisonnait
uniquement en termes de longueurs et d’aires. De plus il n’était pas question de traiter
les quantités a oter comme des quantités négatives a ajouter. Pour cette raison, les
propositions 12 et 13 du livre II des Eléments, séparent le cas d’un triangle obtusangle
(ayant un angle obtus) et celui d’un triangle acutangle (dont tous les angles sont aigus).
La proposition 12 est énoncée comme suit. Avec un peu de réflexion, vous devriez
pouvoir y reconnaitre le théoreme d’Al-Kashi.

Dans les triangles obtusangles, le carré du coté qui soutient l’angle obtus est plus
grand que les carrés des deux autres cotés, de la quantité de deux fois le rectangle formé
d’un des cotés contenant l’angle obtus, a savoir celui sur le prolongement duquel tombe
la hauteur, et de la ligne prise en-dehors entre le pied de la hauteur et [’angle obtus.

L’astronome et mathématicien Al-Battani généralisa le résultat d’Euclide a la géométrie
sphérique au début du X°¢ siecle, ce qui lui permit d’effectuer des calculs de distance
angulaire entre étoiles. Ghiyath Al-Kashi, mathématicien de ’école de Samarcande,
mit le théoreme sous une forme utilisable pour la triangulation, au cours du Xve® siecle.

FIGURE 12 — Le théoréeme de Napoléon.

On ignore si le théoréme suivant, attribué a Napoléon Bonaparte en 1797, était ou
non connu des grecs.

Théoréme 5. Soit ABC' un triangle quelconque. Soient X,Y, Z les isobarycentres des
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3 triangles équilatéraux extérieurs au triangle ABC', construits sur chacun des trois
cotés. Le triangle XY Z est équilatéral (figure .

Il est connu que Napoléon se piquait de mathématiques, et qu’il a eu plusieurs
conversations avec Laplace et Lagrange. Sur ses capacités réelles, les avis divergent,
selon l'interprétation de ce que lui aurait dit Laplace. Voici deux versions.

1. H. Poincaré : « Nous attendions tout de vous, Général, sauf des lecons de géo-
métrie »

2. HS M. Coxeter et S.L. Greitzer : « The last thing we want from you, General,
is a lesson in engineering »

A vous de choisir! En attendant, vous pouvez démontrer vous-méme le théoréme de
Napoléon, par exemple en utilisant le calcul dans le plan complexe.

Le magnifique théoreme suivant, en revanche, ne préte pas a polémique. Il a bien été
démontré par Frank Morley (1860-1937), en 1899.

Théoreme 6. Soit ABC' un triangle quelconque. Soient XY, Z les points d’intersec-
tion deux a deux des trissectrices adjacentes du triangle. Le triangle XY Z est équilatéral

(figure .

Pourquoi les grecs ne 'avaient-ils pas trouvé ? Peut-étre parce qu’il est impossible
de construire les trissectrices d’un angle a la regle et au compas. . .

A

c

FI1GURE 13 — Le théoreme de Morley.

3.2 La proposition xxxii

Le pére de Blaise Pascal avait peut-étre acheté « Les quinze livres des éléments
géométriques d’Euclide : plus le livre des donnez du mesme Euclide aussi traduict en
francois par ledit Henrion, et imprimé de son vivant », en 1632. Voici ce qu’on y lit,
page 54.
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THEOR 22. PROP. XXXII
En tout triangle, I'vn des costez estant prolongé, 'angle extérieur est égal
aux deux opposez interieurs ; et de chacun triangle les trois angles interieurs
sont egaux a deux droicts.

Pas de quoi s’émerveiller pensez-vous ? Commencez par vérifier que vous savez le dé-

montrer, puis lisez la suite. La scéne se passe en 1635 et c’est la sceur de Blaise qui

raconte.
Son génie pour la géométrie commencga a paraitre qu’il n’avait encore que
douze ans, par une rencontre si extraordinaire, qu’il me semble qu’elle mé-
rite bien d’étre déduite en particulier.
Mon pere était savant dans les mathématiques, et il avait habitude par la
avec tous les habiles gens en cette science, qui étaient souvent chez lui. Mais
comme il avait dessein d’instruire mon frere dans les langues, et qu’il savait
que la mathématique est une chose qui remplit et satisfait 1’esprit, il ne
voulut point que mon frére en efit aucune connaissance, de peur que cela
ne le rendit négligent pour le latin et les autres langues dans lesquelles il
voulait le perfectionner. Par cette raison il avait fermé tous les livres qui en
traitent. Il s’abstenait d’en parler avec ses amis, en sa présence : mais cette
précaution n’empéchait pas que la curiosité de cet enfant ne fiit excitée,
de sorte qu’il priait souvent mon pére de lui apprendre les mathématiques.
Mais il le lui refusait en lui proposant cela comme une récompense. Il lui
promettait qu’aussitot qu’il saurait le latin et le grec, il les lui apprendrait.
Mon frere, voyant cette résistance, lui demanda un jour ce que c’était que
cette science, et de quoi on y traitait ; mon pere lui dit en général que c’était
le moyen de faire des figures justes, et de trouver les proportions qu’elles
ont entre elles, et en méme temps lui défendit d’en parler davantage et d’y
penser jamais. Mais cet esprit qui ne pouvait demeurer dans ces bornes, des
qu’il eut cette simple ouverture, que la mathématique donnait des moyens
de faire des figures infailliblement justes, il se mit lui-méme a réver, et, a
ses heures de récréation, étant venu dans une salle ou il avait accoutumé
de se divertir, il prenait du charbon et faisait des figures sur des carreaux,
cherchant les moyens, par exemple, de faire un cercle parfaitement rond,
un triangle dont les cotés et les angles fussent égaux, et d’autres choses
semblables. Il trouvait tout cela lui seul sans peine ; ensuite il cherchait les
proportions des figures entre elles. Mais comme le soin de mon peére avait
été si grand de lui cacher toutes ces choses qu’il n’en savait pas méme les
noms, il fut contraint lui-méme de s’en faire. Il appelait un cercle un rond,
une ligne une barre, ainsi des autres. Apres ces noms il se fit des axiomes, et
enfin des démonstrations parfaites ; et comme ’on va de I'un a 'autre dans
ces choses, il passa et poussa sa recherche si avant, qu’il en vint jusqu'a
la trente-deuxieme proposition du premier livre d’Euclide. Comme il en
était la-dessus, mon pere entra par hasard dans le lieu ou il était, sans que
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mon frere 'entendit ; il le trouva si fort appliqué, qu’il fut longtemps sans
s’apercevoir de sa venue. On ne peut dire lequel fut le plus surpris; ou le
fils de voir son pere, a cause de la défense expresse qu’il lui en avait faite,
ou le pere de voir son fils au milieu de toutes ces choses. Mais la surprise
du pere fut bien plus grande lorsque lui ayant demandé ce qu’il faisait, il
lui dit qu’il cherchait telle chose, qui était la trente-deuxiéme proposition
du premier livre d’Euclide. Mon pere lui demanda ce qui 'avait fait penser
a cela. Il dit que c’était qu’il avait trouvé telle chose. Et sur cela, lui ayant
fait encore la méme question, il lui dit encore quelques démonstrations qu’il
avait faites; et enfin en rétrogradant et s’expliquant toujours par les noms
de rond et de barre, il en vint a ses définitions et a ses axiomes.

Mon pere fut si épouvanté de la grandeur et de la puissance de ce génie,
que sans lui dire un mot il le quitta et alla chez M. Le Pailleur, qui était son
ami intime, et qui était aussi tres savant. Lorsqu’il y fut arrivé, il demeura
immobile comme transporté. M. Le Pailleur, voyant cela, et voyant méme
qu’il versait quelques larmes, fut épouvanté, et le pria de ne lui pas celer
plus longtemps la cause de son déplaisir. Mon pere lui répondit : « Je ne
pleure pas d’affliction, mais de joie; vous savez le soin que j’ai pris pour
oter a mon fils la connaissance de la géométrie, de peur de le détourner de
ses autres études : cependant voyez ce qu’il a fait.» Sur cela il lui montra
méme ce qu’il avait trouvé, par ou 'on pouvait dire en quelque facon qu’il
avait trouvé la mathématique.

M. Le Pailleur ne fut pas moins surpris que mon pere 'avait été, et lui dit
qu’il ne trouvait pas juste de captiver plus longtemps cet esprit, et de lui
cacher encore cette connaissance ; qu’il fallait lui laisser voir les livres sans
le retenir davantage.

Mon pere, ayant trouvé cela a propos, lui donna les Eléments d’Euclide,
pour les lire a ses heures de récréation. Il les vit et les entendit tout seul, sans
avoir jamais eu besoin d’explication ; et pendant qu’il les voyait, il composait
et allait si avant, qu’il se trouvait régulierement aux conférences qui se
faisaient toutes les semaines, ou tous les habiles gens de Paris s’assemblaient
pour porter leurs ouvrages, et pour examiner ceux des autres. Mon frere
tenait fort bien son rang, tant pour I’examen que pour la production ; car il
était de ceux qui y portaient le plus souvent des choses nouvelles. On voyait
souvent aussi dans ces assemblées des propositions qui étaient envoyées
d’Allemagne et d’autres pays étrangers, et on prenait son avis sur tout avec
autant de soin que de pas un autre ; car il avait des lumieres si vives, qu’il est
arrivé qu’il a découvert des fautes dont les autres ne s’étaient point apercus.
Cependant il n’employait a cette étude que les heures de récréation ; car il
apprenait le latin sur des regles que mon pere lui avait faites expres. Mais
comme il trouvait dans cette science la vérité qu’il avait toujours cherchée
si ardemment, il en était si satisfait, qu’il y mettait tout son esprit ; de sorte
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que, pour peu qu’il s’y occupat, il y avancait tellement, qu’a I'dge de seize
ans il fit un Traité des Coniques qui passa pour un si grand effort d’esprit,
qu’on disait que depuis Archimede on n’avait rien vu de cette force. Tous les
habiles gens étaient d’avis qu’on l'imprimat des lors, parce qu’ils disaient
qu’encore que ce flit un ouvrage qui serait toujours admirable, néanmoins, si
on I'imprimait dans le temps que celui qui I'avait inventé n’avait encore que
seize ans, cette circonstance ajouterait beaucoup a sa beauté : mais comme
mon frere n’a jamais eu de passion pour la réputation, il ne fit point de cas
de cela; et ainsi, cet ouvrage n’a jamais été imprimé.

3.3 Les Sangakus

La bataille de Sekigahara s’est déroulée les 20 et 21 octobre 1600 sous une pluie
battante. Elle allait décider de I’avenir du pays pour 2 siecles et demi. Le vainqueur,
leyasu Tokugawa, s’empara du pouvoir et transféra la capitale dans une petite bour-
gade tranquille promise a un certain avenir : ’ancienne Edo devint finalement Tokyo.
Sous I’ére Edo donc, les dirigeants successifs appliquerent une stricte politique d’isole-
ment qui permit de maintenir la paix. Commercants chinois, missionnaires européens,
tous ces fauteurs de troubles porteurs d’idées nouvelles n’étaient pas les bienvenus.
Ceci engendra le développement de particularités culturelles originales dans tous les
domaines, du théatre a la poésie, en passant par la musique... et les mathématiques.
Certains prirent 1’habitude d’accrocher au fronton des temples des planches de bois
décorées exposant des énigmes mathématiques, les sangakus. Exposés aux intempéries
et a l'indifférence, beaucoup de ces sangakus du XVII® au XIX® siecle se sont perdus :
environ 800 seulement ont été conservés. Les auteurs viennent de toutes les classes
sociales, jeunes ou vieux, hommes ou femmes. Offrande aux Dieux, ex-voto, publicité,
ostentation ou simple amusement 7 Si le sens religieux ou mystique s’est perdu, en re-
vanche l'intérét esthétique et la signification mathématique restent parfaitement clairs.
Jusque de nos jours, des passionnés affichent encore leurs énigmes, et il en est méme qui
en proposent sur le web. Ce sont en général des problemes de géométrie euclidienne, a
base de cercles, de carrés et de triangles.

Nous vous proposons celui de la figure [I4 Dans un cercle de rayon R on trace 4
cercles dans chacun des quarts du cercle initial, tangents entre eux et au grand cercle.
Entre ces 4 cercles, on considere le cercle tangent aux 4, concentrique au grand cercle.
Soit r son rayon : quel est le rapport de r a R? Essayez de jouer le jeu : pas de logiciel
de calcul, pas d’équation algébrique, pas de nombres complexes... Apres tout peu
importe : faites comme vous voulez, mais trouvez 3 — 2v/2.
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FIGURE 14 — Sangaku du temple d’Isaniwa Jinjya, 107 x 77 cm (1937)

3.4 La regle de Sarrus

Agé de 17 ans, Pierre-Frédéric Sarrus natif de Saint-Affrique dans I’Aveyron, des-
cend a Montpellier pour y faire ses études. Nous sommes a la rentrée 1815, Napoléon
vient d’étre chassé du pouvoir, et il ne fait pas bon étre a la fois protestant et bona-
partiste. Sarrus, qui hésite encore entre mathématiques et médecine, va l’apprendre a
ses dépens. Pour exercer la médecine, il faut un « certificat de bonne vie et moeurs »,
qu’il demande au maire de Saint-Affrique. Voici la réponse.

Le maire pense qu’'un jeune homme auteur et propagateur de chansons sé-
ditieuses, outrageantes pour le roi et la famille royale, qui avant I'interrégne
se permit d’arracher et de fouler aux pieds le ruban blanc que portait a la
boutonniere un de ses camarades, et qui, dans une autre circonstance, lui
prend la fleur de lys et fait semblant de la conspuer, ne peut étre un bon
citoyen, et ne mérite pas le certificat qu’il demande.

Ce sera donc les mathématiques. Il deviendra professeur et méme doyen de la Faculté
des Sciences de Strasbourg. Il est I'auteur de publications d’un nombre et d’un niveau
tout a fait respectables, et il est quelque peu injuste qu’il soit surtout connu pour sa
regle de calcul d’'un déterminant d’ordre 3, qui n’est au fond qu'une astuce mnémo-
technique, et qu’il n’a probablement pas publiée lui-méme. Elle apparait en 1846 dans
les « Eléments d’Algebre » de P.J.E. Finck, son collegue & 1'Université de Strasbourg,
a propos de la résolution des systemes linéaires 3 x 3.

Pour calculer, dans un exemple donné, les valeurs de x, y, et z, M. Sarrus
a imaginé la méthode pratique suivante, qui est fort ingénieuse. D’abord
on peut calculer le dénominateur, et a cet effet on écrit les coefficients des

1. J.-B. Hirriart-Urruty et H. Caussinus : Sarrus, Borel, Deltheil. Le Rouergue et ses mathémati-
ciens Gazette de la SMF (104) p. 88-97 (2005)
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inconnues ainsi

a b c

a b d

a// b// C//

On répete les trois premiers a b ¢
et les trois suivants o b

Alors partant de a, on prend diagonalement du haut en bas, en descendant a
la fois d’un rang, et reculant d’autant a droite, ab’c” ; on part de a’ de méme,
et on a a'b’c; de a”, et on trouve a”’bc’ ; on a ainsi les trois termes positifs
(c’est-a-dire & prendre avec leurs signes) du dénominateur. On commence
ensuite par ¢ et descendant de méme vers la gauche on a cb'a”, ¢'b"a, "bd’,
ou les trois termes négatifs (ou plutdt les termes qu'il faut changer de signe).

3.5 Les géodésiens

Si dans un triangle on connait les longueurs de deux cotés et la valeur de l'angle
entre ces deux cotés, alors on peut calculer I'autre coté et les deux autres angles, grace
au théoreme d’Al-Kashi. De méme si on connait la longueur d’un c6té et la valeur des
deux angles a ses extrémités, alors on peut calculer les longueurs des deux autres cotés
et I'angle restant. Connus au moins depuis Euclide, ces résultats ont été longtemps
utilisés pour les calculs de longueur, tant en astronomie que pour les relevés terrestres.
Il sont la base de la triangulation, seule méthode possible pour mesurer de grandes
distances, avant le laser et les satellites.

Ses réflexions sur la gravitation universelle avaient conduit Newton a affirmer que
la Terre est un ellipsoide aplati aux poles (Principia Naturalis, 1687). Depuis, I'Eu-
rope savante, et en particulier I’Académie Royale des Sciences se passionnait pour
la vérification de cette affirmation. Les Cassini, pére puis fils, avaient recueilli une
masse impressionnante de données en triangulant le territoire frangais. Leurs conclu-
sions semblaient infirmer celles de Newton. La polémique s’étend sur des centaines de
pages dans les comptes-rendus de 1’Académie pour les années 1720. Arguant de consi-
dérations géopolitiques autant que scientifiques, le secrétaire de I’Académie Maurepas,
réussit a persuader le roi Louis XV de financer deux expéditions. L’une ira en Laponie
mesurer un degré de méridien au voisinage du pole, 'autre devra mesurer un degré de
méridien a I'équateur. Si la Terre est bien aplatie, un degré de méridien au pdle doit
étre plus court qu’en France, et a ’équateur il doit étre plus long.

Le 16 mai 1735, I'expédition de I’équateur, composée de dix scientifiques et in-
génieurs s’embarque a La Rochelle, en direction du Pérou, une colonie espagnole qui
recouvrait la plus grande partie de la Bolivie, de 'Equateur et du Pérou actuels. Il est
impossible de décrire ici I’extraordinaire aventure scientifique et humaine que fut cette
expédition] Il y eut dans la dizaine d’années que dura cette épopée, deux meurtres,

2. F. Trsytram : Le proces des étoiles, Seghers, Paris (1979)
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une dizaine de proces, d’'innombrables maladies, un mort de fievre jaune, un dans un
accident d’échafaudage, un disparu dans la jungle, un mariage, des affaires de cceur,
du trafic d’or et d’objets de luxe, une affaire d’espionnage.

Scientifiquement, rien ne semblait pourtant présenter de difficulté insurmontable.
Pour mesurer un degré de méridien, il faut essentiellement trois étapes. La premiere
consiste a mesurer, par arpentage direct sur le terrain, une base rectiligne. La seconde
est la triangulation. On construit a partir de la base un maillage, composé de triangles
dont on mesure tous les angles, et dont on calcule les longueurs des c6tés. On en
déduit, par projection orthogonale, la longueur d’un arc de méridien. Il reste ensuite a
déterminer la différence des latitudes des deux extrémités de I'arc dont la longueur a
été mesurée.

Suite aux difficultés du voyage, la mesure de la base ne put pas avoir lieu avant
I’automne 1736. Une toise, spécialement amenée de Paris, sert d’étalon pour des perches
en bois, que I’on met bout a bout pour mesurer, en deux équipes indépendantes, une
étendue de terrain préalablement défriché, aplani et aménagé pour les mesures. Selon
I’heure de la journée, il faut tenir compte des variations des longueurs des perches avec
la température et ’humidité. Quand les deux équipes confrontent leurs résultats, la
différence sur plus de 12 kilometres est de l'ordre de la dizaine de centimetres !

Forts de ce succes, les savants se lancent dans une triangulation d’envergure : 43
triangles seront mesurés sur une longueur de 354 kilometres. La région de Quito ou se
déroulent les mesures est montagneuse, et pour étre bien visibles, les repéres marquant
les extrémités des triangles sont placés en altitude. Des la premiere visée, les savants
passent une nuit a 4600 metres, sous une tempéte de neige. Ce n’est que le début d'une
épreuve de trois ans, passés pour ’essentiel sur des sentiers de montagne ou dans des
campements de fortune, ol ni les nombreuses maladies, ni les vols de matériel, ni la
crainte des animaux sauvages ne les empécheront de mesurer leurs triangles, toujours
avec le souci de précision le plus extréme. Leur plan initial prévoyait trois équipes,
mesurant chacune deux angles de chaque triangle, de maniere a ce que tous les angles
soient systématiquement mesurés deux fois. Méme si les dissensions et les circonstances
les empécheront de s’en tenir a un programme aussi contraignant, c’est la satisfaction
du travail bien fait qui domine fin 1739. Ils s’offrent méme le luxe, nécessaire a leurs
yeux, de mesurer une deuxieme base a l'autre extrémité de leur triangulation, afin de
vérifier leurs calculs en les reprenant a l'envers. Tous pensent que le plus facile reste
a faire : déterminer la latitude des deux extrémités de l'arc. Il leur faudra encore des
années de travail et de polémique pour parvenir a un résultat.

Non pas que I'enjeu scientifique soit bien grand : en 1737, une mauvaise nouvelle
leur est parvenue. Fortement aidé par l'astuce et la puissance de calcul de Clairaut,
Maupertuis, qui dirigeait I’expédition en Laponie, n’a mis que quelques mois a ramener
le résultat qu’on attendait : la Terre est bien aplatie aux poles. Maupertuis s’est déja fait
représenter en majesté pour la postérité, devant un globe terrestre exagérément aplati,
la main négligemment posée sur un exemplaire des Principia Naturalis de Newton !

Longtemps apres cette aventure, la triangulation de la terre devait occuper encore
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de nombreux mathématiciens. Enjeux scientifiques, mais aussi économiques et surtout
militaires, les raisons pour établir des cartes précises, et donc mesurer des triangula-
tions sur le terrain ne manquaient pas. Au cours des XVIII® et XIX® siecles, ces mesures
furent souvent confiées a des militaires, qui devaient parfois se montrer aussi bons alpi-
nistes que mathématiciens. Lors de la triangulation des Pyrénées en 1825, les officiers
géodésiens Peytier et Hossard utiliserent pour leurs calculs le sommet du Balaitous
(3144m). En 1865, C. Packes, pensant étre le premier a réaliser 1’ascension de ce pic,
fut plutot décu d’y trouver le repere que Peytier et Hossard avaient édifié 40 ans plus
tot. Un sommet proche a été baptisé de leurs noms, et un autre s’appelle « pointe des
géodésiens ». Dans les Alpes, la pointe Helbronner, la pointe Dufour, la pointe Durand
portent aussi des noms de géodésiens.

3.6 Le cinquiéme postulat

Les Eléments sont un traité mathématique et géométrique, constitué de 13 livres
organisés thématiquement, probablement écrit par Euclide vers 300 avant J.-C. Il com-
prend une collection de définitions, axiomes, théorémes et démonstrations sur la géo-
métrie et les nombres.

C’est le plus ancien exemple connu d’un traitement axiomatique et systématique
de la géométrie et son influence sur le développement de la science occidentale est
fondamentale. Il s’agit du livre de mathématiques le plus lu au cours de I'histoire : les
Eléments furent 'un des premiers livres imprimés et ont connu depuis plus de 1000
éditions. Pendant des siecles, vos prédecesseurs ont appris les mathématiques non pas
dans des polycopiés, mais dans les Eléments.

Le livre I contient 5 postulats de géométrie plane.
1. Un segment de droite peut étre tracé en joignant deux points quelconques.
2. Un segment de droite peut étre prolongé indéfiniment en une ligne droite.

3. Etant donné un segment de droite quelconque, un cercle peut étre tracé en prenant
ce segment comme rayon et I'une de ses extrémités comme centre.

4. Tous les angles droits sont congruents

5. Si deux droites sont sécantes avec une troisieme de telle fagon que la somme des
angles intérieurs d’'un cote soit inférieure a deux angles droits, alors ces deux
droites sont forcément sécantes de ce coté.

La contraposée du cinquieme postulat est que si deux droites ne se coupent pas, alors
la somme des angles intérieurs a toute sécante est égale a w. En conséquence, par un
point donné, il ne peut passer qu'une parallele a une droite donnée.

Pour cette raison, le cinquieme postulat s’appelle le postulat des paralleles. 11 a
toujours semblé moins évident que les autres, et de nombreux mathématiciens ont
pensé qu’il pouvait étre démontré a partir des précédents. Pendant des siecles, toutes
les tentatives échouerent. La plupart d’entre elles étaient des essais de démonstration
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par 'absurde. Nombreux furent ceux qui conclurent a une contradiction devant ce
qu’ils percevaient comme une impossibilité « évidente » mais qui n’était nullement
une contradiction mathématique. Parmi ces courageux, Giovanni Saccheri (1667-1733)
mérite une mention spéciale. En 1733, il publie « Euclides ab omni naevo vindica-
tus » (Euclide lavé de toute tache). Partant du postulat que par un point on peut
faire passer une infinité de droites distinctes qui ne coupent pas une droite donnée,
Saccheri démontre quantité de théoremes, et devant leur évidente bizarrerie, conclut
qu’il a démontré par I'absurde le cinquieme postulat d’Euclide.

FIGURE 15 — Le disque de Poincaré : modele de la géométrie hyperbolique.

Pourtant, les résultats de Saccheri sont maintenant des théoremes connus de la
géométrie hyperbolique. Ce n’est qu’au X1X° siecle que Lobachevski, Boliai, et sans doute
Gauss, reconnurent qu’il était impossible de démontrer le cinquieme postulat d’Euclide :
on obtient simplement des géométries différentes avec des postulats différents.

1. par un point ne passe aucune parallele a une droite donnée : géométrie sphérique

2. par un point passe exactement une parallele a une droite donnée : géométrie
euclidienne

3. par un point passe une infinité de paralleles a une droite donnée : géométrie
hyperbolique

Parmi les conséquences, la somme des angles d'un triangle, qui vaut 7 en géométrie
euclidienne, est supérieure a 7 en géométrie sphérique, et inférieure a 7 en géométrie
hyperbolique. Voici I'expression du théoreme d’Al-Kashi [4] dans les trois géométries.

1. géométrie sphérique : cos(a) = cos(b) cos(c) + sin(b) sin(c) cos(a)
2. géométrie euclidienne : a*> = b* + ¢ — 2bc cos(a)
3. géométrie hyperbolique : cosh(a) = cosh(b) cosh(c) — sinh(b) sinh(c) cos(a)

La géométrie sphérique est facile a visualiser : sur une sphere en dimension 3, il suffit de
baptiser « droite » tout cercle de rayon maximal (intersection de la sphere avec un plan
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passant par le centre). La géométrie hyperbolique est moins facile & imaginer. Henri
Poincaré (1854-1912) a proposé deux modeles équivalents. Dans le premier, les points
sont ceux d'un demi-plan de la géométrie euclidienne, mais on appelle « droite » les
demi-cercles centrés sur ’axe des abscisses. Dans le second, les points sont ceux d’'un
disque, et les « droites » sont les arcs de cercle qui coupent orthogonalement le cercle
bordant le disque. La figure montre des droites hyperboliques, soit orthogonales
deux a deux, soit paralleles. Elles forment des « triangles » rectangles dont deux cotés
sont infinis et deux angles nuls.

FIGURE 16 — « Limite circulaire » de M.C. Escher.

Les triangles de la figure |15 constituent un pavage du plan hyperbolique. Les pos-
sibilités pour paver le plan hyperbolique sont beaucoup plus étendues qu’en géométrie
euclidienne : on peut par exemple utiliser des pavés a 4 cotés dont deux angles opposés
valent 7 /3, et les deux autres 7/2 : ce pavage est illustré par la figure Le peintre
hollandais M.C. Escher était fasciné par la symétrie et I'infini mais il ne connaissait
pas les mathématiques quand il a réalisé cette gravure. Apres avoir vu ses ceuvres,
le mathématicien H.S.M. Coxeter demanda & le rencontrer, et lui expliqua qu’il avait
réinventé les pavages du plan hyperbolique.
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