Université Joseph Fourier, Grenoble Maths en Ligne

Dimension finie
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Ce chapitre est fondamental : les espaces vectoriels vous accompagneront tout au
long de vos études mathématiques, et il est indispensable d’avoir compris les espaces
de dimension finie avant d’aller plus loin. Méme si les espaces vectoriels vous sont
présentés ici sous forme assez générale, 1'objectif principal est de comprendre le cas de
R™, I'espace vectoriel des n-uplets de réels. N’hésitez pas a vous reporter a 'intuition
géométrique que vous avez des vecteurs en dimension 2 et 3.
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1 Cours

1.1 Espaces et sous-espaces

Nous reprenons dans ce chapitre, de maniere plus détaillée, la théorie des espaces
vectoriels de dimension finie. Dans la mesure ou il ne sera question que de vecteurs,
abandonner les fleches au-dessus de leurs écritures ne devrait pas introduire de confu-
sion.

Un espace vectoriel est un ensemble sur lequel sont définies
e une addition interne (on peut ajouter entre eux deux éléments de ’ensemble) ;
e une multiplication externe (on peut multiplier un élément de ’ensemble par un
nombre réel).
Ces deux opérations doivent vérifier certaines propriétés de compatibilité qui sont listées
dans la définition [l

Définition 1. On dit que E est un espace vectoriel sur R si E est muni d’une addition
et d’une multiplication externe vérifiant les propriétés suivantes.

e Addition : ExE — E
(v,w) +— v4w

1. Associativité :  Vu,v,w € E, u+ (v+w)=(u+v)+w
2. Elément neutre : dee EF,Yve ', v+e=e4+v=v
3. Opposé: YoveE , W eE, v+ =v+v=e
4. Commutativité : Yo,w e E, v+w=w+wv
Ces propriétés font de (E,+) un groupe commutatif.
RxFE — FE
(A v) — Ao
5. Associativité : VA, u e R, Yo e E, Xpuv)= (Au)v
6. Elément neutre: Yv e E, lv=wv
7. Distributivité (1) : VA\pueR, Yve E, (A+p)v=Av+pv
8. Distributivité (2) : VAe R, Yo,we E, A v+w)=Av+Aw

e Multiplication externe : {

La proposition suivante nous autorisera a noter 0 1’élément neutre pour ’addition
(nous l'appellerons « vecteur nul ») et —v 'opposé de v.

Proposition 1. Soit E un espace vectoriel.

1. Le produit par le réel 0 d’un vecteur v quelconque est [’élément neutre pour l’ad-
dition :
YvoeE, Ov=e.

2. Le produit par le réel —1 d’un vecteur v quelconque est son opposé pour l’addition :

YweE, v+(-lv=e.
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Démonstration : Notons (provisoirement) v’ 'opposé de v pour I'addition : v + v = e.
En utilisant les propriétés de la définition [1] :

Ov = Ov—+e par 2.
= 0v+(v+7) par 3.
Ov+ (lv+7) par 0.
(0v+1v)+ par 1.

0+ 1)v+ par 7.

= lv+v =v+v =€ par6.
Ceci démontre le premier point. Pour le second, il suffit d’écrire

v+ (—Dv=1v+(-v=>1+(-1)v=0v=ce¢.

[
L’exemple fondamental est ’ensemble des n-uplets de réels :
R™ = {(z1,...,24), ®1,...,2, € R}
L’ensemble des n-uplets de réels (couples pour n = 2, triplets pour n = 3, ...), est

muni de I'addition et de la multiplication par un réel, coordonnée par coordonnée.
e Addition : (1,2,3,4) + (3,—1,-2,2) = (4,1,1,6)
o Multiplication externe : (—2)(3,—1,—-2,2) = (—6,2,4, —4)

Le singleton contenant seulement le vecteur nul est un espace vectoriel particulier.

L’associativité de l'addition permet d’écrire (sans parentheses) des combinaisons
linéaires de vecteurs.

Définition 2. Soient vy, ..., v, n vecteurs d’un espace vectoriel E. On appelle combi-
naison linéaire de vy, ...,v,, tout vecteur s’écrivant :

n
Mo+ X =D i,
i=1
ot A\, ..., \, sont des réels.

Il est inutile de s’inquiéter de la quantité de propriétés a vérifier dans la définition
[l Dans tous les exemples que l’on rencontrera, les opérations sont parfaitement natu-
relles et leurs propriétés évidentes. On ne vérifie d’ailleurs jamais les 8 propriétés de
la définition [I} La raison pour laquelle c’est inutile est que tous les espaces vectoriels
que 'on utilise sont des sous-espaces d’un espace vectoriel, c¢’est-a-dire qu’ils sont des
sous-ensembles, sur lesquels on applique localement les opérations de I'espace entier.

Définition 3. Soit E un espace vectoriel et F' un sous-ensemble non vide de E. On
dit que F' est un sous-espace vectoriel de E s’il est un espace vectoriel pour ’addition
et la multiplication externe de E.
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Observons que tout sous-espace vectoriel de E contient au moins le vecteur nul. La
notion prend tout son intérét grace au théoreme suivant.

Théoreme 1. Soit E un espace vectoriel et F C E un sous-ensemble non vide de E.
L’ensemble F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

Yo, w e F v+w € F; (1)
Yve F,VNeR v el .

Démonstration : Parmi les 8 propriétés de la définition [I], celles qui ne font intervenir
que le quantificateur V (associativités, commutativité, distributivités), puisqu’elles sont
vraies dans F, restent vraies dans I a cause de . Il suffit donc de vérifier les 2
propriétés impliquant une existence (élément neutre et opposé). Nous devons démontrer
que F' contient le vecteur nul, ainsi que 'opposé de tout vecteur de F'. D’apres le premier
point de la proposition [I], le vecteur nul s’écrit 0 v pour tout vecteur v de E, donc pour
tout vecteur de F'. Comme F' est non vide, le vecteur nul est donc dans F'. De méme
si v est un vecteur de F', alors son opposé, qui s’écrit (—1) v d’apres le second point de
la proposition [1], est aussi dans F. O

Théoréme 2. Soit E un espace vectoriel et F' C E un sous-ensemble non vide de E.
Les trois affirmations sutvantes sont équivalentes.

1. I est un sous-espace vectoriel de E.

2. F contient toutes les combinaisons linéaires de 2 de ses vecteurs.
Vo,we F,VA\peR, Av+pwelkF.

3. pour toutn > 1, F' contient toutes les combinaisons linéaires de n de ses vecteurs.

V'Ul,...,?)nEF,V)\l,...,)\nE]R, Z)\lleF

i=1

Démonstration : Rappelons que F' est un sous-espace vectoriel de F si et seulement
si il vérifie . L’équivalence entre (1)) et 2 est un exercice facile, laissé au lecteur.
L’implication 8 = 2 est évidente. Nous allons démontrer la réciproque 2 = 3, par
récurrence sur n. Notons H(n) ’hypotheése de récurrence :

H(n) : Vor,..., 0, €F, VA, ..., M ER, Y Ny, €F.

i=1

Le point 2 est H(2), et il implique H(1) (cas particulier ;1 = 0). Supposons que H (n)

soit vrai. Soient vy, ..., v, n + 1 vecteurs de F et A\i,..., A1 n + 1 réels. Ecrivons
n+1
Z AiVi = U+ A1 Ungt
i=1
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avec
n
v = Z >\z V;
=1

Le vecteur v appartient a F', par H(n). La combinaison linéaire v+ A, 1v,,1 appartient
a F d’apres H(2), d’ou le résultat. O

Comme conséquence directe des théorémes [I] ou bien [2, on vérifie facilement le résultat
suivant.

Proposition 2. L’intersection de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vec-
toriel.

La réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas un espace vectoriel en général
(pensez a deux droites distinctes).

1.2 Combinaisons linéaires

D’apres le théoréme [2] un sous-espace vectoriel contient toutes les combinaisons
linéaires d’un nombre quelconque de vecteurs : pour tout entier n, pour tous vecteurs
v1,...,0, de E, et pour tous réels A, ..., \,,

>\1U1+“'+>\nvn22)\i’0i€E.

i=1
Une des manieres de fabriquer un sous-espace vectoriel est de partir d’'un ensemble

quelconque d’éléments, puis de lui ajouter toutes les combinaisons linéaires de ces
éléments.

Définition 4. Soit E un espace vectoriel et V un ensemble non vide (fini ou non)
de vecteurs de E. On appelle sous-espace engendré par V [’ensemble des combinaisons
linéaires d’un nombre fini quelconque d’éléments de V.

L’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de V est un espace vectoriel,
d’apres le théoreme 2l Le méme théoréeme implique aussi que tout espace vectoriel
contenant V' doit contenir toutes les combinaisons linéaires de ses éléments. Donc le
sous-espace engendré par V est inclus dans tout sous-espace contenant V.

Une famille finie de vecteurs est un n-uplet de vecteurs.
F: (’Ul,...,Un)

L’espace vectoriel engendré par F est 'ensemble des combinaisons linéaires de
Viy...,Un.

{Z)\ZU“\V/Z:L,TL)\ZER} .

i=1
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A cause de la commutativité de 'addition, changer lordre dans lequel on écrit les
vecteurs de la famille, ne modifie pas I'espace engendré.

Pour n = 1, l'espace engendré par un seul vecteur v (non nul) est une droite
vectorielle :

{Av, AeR}.

Pour n = 2, l'espace engendré par deux vecteurs v et w (non proportionnels) est un
plan vectoriel :
{Av+pw, ,ueR}.

L’espace vectoriel R™ est engendré par les n vecteurs
(1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1).

En effet, on peut écrire tout vecteur (xy,zs,...,2z,) de R", comme la combinaison
linéaire :
x1(1,0,...,0) +22(0,1,...,0) +--+2,(0,0,...,1) .

Deux familles de vecteurs différentes peuvent engendrer le méme espace vectoriel.
Par exemple R? est engendré par

]—“:<(1,0),(0,1)>,

mais aussi par

En effet, tout vecteur (z,y) s’écrit :

(e.y) =52 (1,1 +

r—y

(1,-1) .

Définition 5. Soit E' un espace vectoriel et F une famille d’éléments de FE. On dit
que F est une famille génératrice si [’espace engendré par F est égal a E.

Par exemple F = ((1,0),(0,1)) et G = ((1,1), (1, —1)) sont deux familles généra-
trices de R?. Par contre ((0,1),(0,2)) n’est pas une famille génératrice de R
Les familles suivantes sont aussi des familles génératrices de R2.

(000,00 ) (LD =D.0.1); ((,0,0,1),01,1,01,-1))

Par rapport a F et G, elles contiennent des vecteurs superflus. Si dans une famille de
vecteurs, un vecteur est combinaison linéaire des autres, on peut ’enlever de la famille
sans changer 'espace engendré. Une famille de laquelle on ne peut rien enlever sans
changer I'espace engendré est une famille libre.
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Définition 6. Soit F = (vy,...,v,) une famille finie de vecteurs. On dit que F est
une famille libre si pour tous \1,..., A\, € R,

Nvi=0= (Vi=1,...,n, \;=0).
i=1
Elle est dite liée dans le cas contraire.

On dit aussi que les vecteurs vy, ..., v, sont linéairement indépendants quand leur
famille est libre.

Comme cas particuliers, une famille contenant le vecteur nul est liée ; une famille conte-
nant un seul vecteur non nul est libre. On utilise souvent la caractérisation suivante :

Proposition 3. Soit n un entier au moins égal a 2. Une famille de n vecteurs est liée
st et seulement si l'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres.

Démonstration : Soit (vy,...,v,) une famille liée. Par définition, il existe une combi-
naison linéaire nulle, dont les coefficients ne sont pas tous nuls.

Z)\Z’UZ'ZO,
=1

et au moins un des \; est non nul. Observons que la propriété pour une famille d’étre
libre ou liée ne dépend pas de l'ordre dans lequel on écrit les vecteurs. Sans perte de
généralité nous pouvons supposer que A, est non nul. On en déduit alors :

A An—
Un:—<11]1+"'+ lvn_1>

An An
Réciproquement, supposons que v, soit combinaison linéaire de vy, ..., v, 1 :
Up =AU+ + A1 Up

Alors :
/\lvl+"'+An—lvn—1_vn:07
Donc la famille (vy,...,v,) est liée. O

Dans R? la famille ((0,1), (0,2)) est liée. A I'inverse, les familles F = ((1,0), (0, 1))
et G =((1,1),(1,—1)) sont deux familles libres de RZ.

Dans R”,

est une famille libre.
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1.3 DBases
Ce chapitre ne traite que des espaces finiment engendrés.

Définition 7. On dit qu’un espace vectoriel est finiment engendré s’il est engendré par
un nombre fini de vecteurs.

Voici deux observations symétriques.

1. Si on ajoute un vecteur a une famille génératrice, alors elle ne peut plus étre libre.
En effet, tout vecteur ajouté est forcément combinaison linéaire des précédents,
ce qui n’est pas possible dans une famille libre.

2. Si on enléve un vecteur a une famille libre, alors elle ne peut plus étre génératrice.
En effet, le vecteur que 'on vient d’enlever n’est pas combinaison linéaire des
autres, donc il n’est pas dans I'espace engendré par les autres.

Définition 8. On appelle base toute famille a la fois génératrice et libre.

Nous avons déja rencontré plusieurs bases. Les familles ((1,0), (0,1)) et ((1,1), (1, —1))
sont deux bases de R2. Dans R",

((1,0,...,0), 0,1,...,0), ..., (o,o,...,1)>

est une base, que ’on appelle la base canonique. La proposition suivante nous permettra
de parler de bases en étant assurés de leur existence. Sa démonstration montrera aussi
qu’on peut extraire une base de toute famille génératrice.

Proposition 4. Dans un espace vectoriel, différent de {0} et finiment engendré, il
existe une base.

Démonstration : Soit (vy, ..., v,) une famille génératrice de 'espace. Puisque cet espace
est différent de {0}, au moins un des v; est non nul. Si v; # 0, (v;) est une famille
libre. Parmi les sous-familles, extraites de (vy,...,v,), considérons celles qui sont des
familles libres, et choisissons parmi elles une famille libre ayant le plus grand nombre
d’éléments. Notons m ce nombre d’éléments maximal. On peut renuméroter les v; de
sorte que (vq,...,U,) soit une famille libre. Puisque le nombre m est maximal, les
vecteurs vy, 1, ..., v, sont des combinaisons linéaires de vy, ..., v,. Donc tout vecteur
est combinaison linéaire de vy, ..., v,. Donc (vy,...,v,) est & la fois génératrice et
libre : ¢’est une base. O

Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théoréme 3. Dans un espace vectoriel, différent de {0} et finiment engendré, toutes
les bases ont le méme nombre d’éléments.

Démonstration : La partie difficile de la démonstration réside dans le lemme suivant.

7
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Lemme 1. Si un espace possede une famille génératrice a n éléments, alors toute
famille de n + 1 éléments est liée.

Admettons ce lemme pour l'instant. Si deux bases B; et By ont pour cardinaux n,
et ng, alors ny < ny d’apres le lemme, car By est génératrice et By est libre. De facon
symétrique, puisque B, est génératrice et By est libre, n; < ng. Donc n; = ng, et le
théoreme est démontré.

La démonstration du lemme se fait par récurrence sur le cardinal de la famille
génératrice. Supposons que 'espace admette une famille génératrice a un seul élément
v. Soit 'espace est une droite vectorielle soit il ne contient que le vecteur nul : tous les
vecteurs sont proportionnel a v. Deux vecteurs quelconques s’écrivent Av et pv, pour
un certain couple de réels (A, u), et ils sont liés car, soit au moins I'un des deux est nul,
soit chacun est proportionnel a 'autre (cf. proposition .

Supposons maintenant que le résultat du lemme soit vrai pour une famille généra-
trice de n vecteurs. Nous voulons passer au rang n+ 1. Considérons un espace engendré
par les vecteurs vy, . .., v, et une famille de n+2 vecteurs (wy, . .., w,12). Nous devons
montrer qu’elle est liée.

Chacun des w; est combinaison linéaire des v;. Dans ces combinaisons linéaires,
isolons la partie concernant v, 1.

Vi=1,....,n+2, w,=w,+ \vyi1,

ol w) appartient au sous-espace engendré par (vy,...,v,). Si tous les \; sont nuls,
cela signifie que les n + 2 vecteurs w; sont tous dans le sous-espace engendré par
(vi,...,v,). La famille est donc liée, par application de I’hypothese de récurrence.
Supposons maintenant que I'un des \; est non nul. Quitte a changer ’ordre des vecteurs,
nous pouvons supposer A, s # 0. Alors v, s’écrit :

1 /
Un+1 = T(wnﬁ - wn+2) .
n+2
Donc,
Vi=1 1 . /
i=1,...,n+1, wi—wi+)\—(wn+2—wn+2),
n+2
soit,
Vi=1 +1 A R A,
1=1,....,n ) Wi Wy = Wi — Wy
n+2 n+2
! Ai / : : N E 4

Les n+1 vecteurs w; — 5o Wy 9, qui appartiennent a I’espace engendré par vy, ..., v,
sont liés, d’apres I'hypothese de récurrence. Donc il existe o, ..., a,1 non tous nuls,
tels que

n+1

Ai _0

Z QG | Wi — Twn+2 =U.

i=1 n+2
Ceci entraine que wy, . .., w, o sont liés, ce qui acheve la démonstration du lemme. [J

Le théoreme (3| permet de définir rigoureusement la notion de dimension.

8
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Définition 9. Soit E un espace vectoriel, différent de {0} et finiment engendré. On
appelle dimension de E le nombre d’éléments commun a toute base de E.

On étend la définition a un espace vectoriel contenant seulement le vecteur nul,
en convenant que sa dimension est 0. Les espaces de dimension 1 sont les droites
vectorielles, ceux de dimension 2 sont les plans vectoriels. L’espace R" est de dimension
n. Les sous-espaces de dimension n — 1 dans R" s’appellent les hyperplans de R".

Si on connait la dimension de l'espace, il est facile de vérifier si une famille de
vecteurs est ou non une base, grace au théoréme suivant.
Théoreme 4. Dans un espace vectoriel de dimension n :

1. toute famille libre a au plus n éléments,
toute famille libre de n éléments est une base,

toute famille génératrice a au moins n éléments,

toute famille génératrice de n éléments est une base.

Démonstration : Le premier point découle directement du lemme [1| : toute famille
ayant au moins n + 1 vecteurs est liée.

Pour le second point, soit (vy,...,v,) une famille libre, et v un vecteur quelconque
de 'espace. D’apres le premier point, (vy,...,v,,v) est forcément liée : il existe une
combinaison linéaire nulle, dont les coefficients ne sont pas tous nuls. Le coefficient de
v dans cette combinaison linéaire ne peut pas étre nul, car (vy,...,v,) est libre. Donc
v est combinaison linéaire de vy,...,v,. Donc (vy,...,v,) est génératrice : c’est une
base.

Pour le troisieme point si une famille génératrice avait n — 1 éléments, alors par le
lemme [I| toute famille de n éléments serait liée, et donc aucune base ne pourrait avoir
n éléments.

Le quatriéme point découle de la démonstration de la proposition [ Si une famille
est génératrice, une de ses sous-familles est une base. Si la famille génératrice a n
éléments, la base extraite ne peut étre que la famille elle-méme. 0]

Comme il est naturel, tout sous-espace vectoriel d’une espace vectoriel de dimension
finie est lui-méme de dimension finie.

Proposition 5. Soit E un espace vectoriel de dimension n. Tout sous-espace vectoriel
de E est de dimension finie, inférieure ou égale a n.

Démonstration : Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Toute famille libre d’éléments
de F est aussi une famille libre dans F, elle a donc moins de n éléments d’apres
le point 7 du théoréme [l Considérons une famille libre d’éléments de F', de longueur

maximale. Soit (vy, ..., v,,) cette famille. Soit v un vecteur quelconque de F'. La famille
(v1,...,Um,v) ne peut pas étre libre. Elle est donc liée, donc v est combinaison linéaire
de (vy,...,vy). La famille (vy,...,v,) est donc génératrice : ¢’est une base de F'. [

9
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La dimension de I'espace engendré par une famille de vecteurs est le rang de cette
famille.

Définition 10. On appelle rang d’une famille de vecteurs la dimension de [’espace
vectoriel qu’elle engendre.

Les observations suivantes sont des conséquences faciles du théoréme [4] :
e le rang d’une famille de n vecteurs est au plus n
e le rang d’une famille de n vecteurs est n si et seulement si cette famille est libre
e le rang d’une famille de n vecteurs est n si et seulement si cette famille est une
base de I'espace vectoriel qu’elle engendre.
Nous verrons plus loin un moyen systématique pour déterminer le rang d’une famille
de vecteurs, et en extraire une base de I'espace engendré.

L’intérét des bases est qu’elles permettent d’identifier tout espace de dimension finie
a R™ grace a la notion de coordonnées.

Théoréme 5. Soit E un espace de dimension n et (by,...,b,) une base de E. Pour
tout vecteur v € F il existe un n-uplet de réels (x1,...,x,) unique tel que :

n
i=1

Démonstration : Comme la famille (by,...,b,) est génératrice, v s’exprime comme
combinaison linéaire de by, ...,b,, d’ou I'existence. Pour I'unicité, supposons que deux
combinaisons linéaires soient égales.

n

in bi = Zyi bi
i=1

i=1

Ceci implique
n

> (@i —yi)bi =0,

i=1
donc x; = y;, pour tout i = 1,...,n, puisque (by,...,b,) est une famille libre. 0

Les réels xyq, ..., x, sont les coordonnées de v dans la base (by,...,b,).

Par exemple, les coordonnées de (2,3) dans la base ((1,0),(0,1)) sont 2,3. Dans la
base ((1,1),(1,—1)), ses coordonnées sont 3, —. Les coordonnées de (z1, ..., z,) dans
la base canonique de R” sont x4, ..., x,.

Le théoreme suivant, dit « théoreme de la base incomplete » montre qu’on peut
fabriquer une base en complétant une famille libre par des éléments d’une famille
génératrice.

10
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Théoreme 6. Soient [,n,m trois entiers tels que 1 <[ < n < m. Soit E un espace

vectoriel de dimension n, (vy,...,v;) une famille libre, et (wq,...,w,) une famille
génératrice. Alors il existe n — [l indices iy,...,i,— € {1,...,m} tels que
(V1o U Wiy e Wi )

soit une base de E.

Démonstration : Appelons « famille complétée », soit la famille (vy,...,v;), soit une
famille du type

(V1o U Wiy e Wy )
avec {i1,...,i} C {1,...,m}. On considere I'ensemble (fini et non vide) de toutes

les familles complétées libres. Dans cet ensemble, on choisit une famille ayant le plus
grand nombre possible d’éléments. Soit [ + k£ ce nombre maximal d’éléments. On peut
renuméroter les w; de sorte que

(U1, .., v Wy, .. W)
soit une famille libre. Puisque k£ est maximal, pour j =k +1,...,m,
(v1,..., 0, w1, ..., W, W)
est liée. Il s’ensuit que w; est combinaison linéaire de vy, ..., v, w1, ..., wg.
Mais comme (wy, ..., w,) est génératrice, tout vecteur de 1'espace est combinaison
linéaire de vy, ..., v, wy, ..., wg. Donc (v, ..., v, wy, ..., wy) est une base. O

On utilise le théoréme [6] le plus souvent sous la forme affaiblie suivante.

Corollaire 1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 2. Soit | un entier
tel que 1 < 1 < n et (vy,...,v) une famille libre dans E. Il existe n — | vecteurs
Wi, ..., Wy tels que :

(V1 ey VL WYy ey Wiy)

soit une base de E.

1.4 Morphismes

Une application entre deux espaces vectoriels est dite linéaire si elle envoie une
combinaison linéaire de vecteurs sur la méme combinaison linéaire de leurs images.

Définition 11. Soient E et F' deux espaces vectoriels et f une application de E dans
F. On dit que f est une application linéaire si

Yo,we E fv+w) 5
Wwel, VAER  fOw) = Af(v). (2)

[
=
S
+
=
£

11
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Une application linéaire f de E dans F' envoie nécessairement le vecteur nul de F
sur le vecteur nul de F. Elle envoie 'opposé de v sur 'opposé de f(v). La proposition
suivante se démontre facilement, dans le style du théoreme

Proposition 6. Soient E et F deux espaces vectoriels, et f une application de E dans
F. Les trois affirmations suivantes sont équivalentes.
1. f est une application linéaire.
2.
Vo,we E, VA peR, fAv+pw)=Xfv)+pupflw).

3. Pour toutn > 1,

VUI,...,UHEE, V)\l,...,/\nER, f(ZAzUz> :Z)\zf(U'L) .
i=1 i

Voici quelques exemples d’applications linéaires.

o de R? dans R? : (z,y) — (z +y, 2z + 3y)

o de R? dans R? : (z,y) — (y,z,2 +y)

o de R dans R*: (z,y,2) — (y — 2,22 + y)
Une application linéaire respecte la structure d’espace vectoriel : 'image d’une somme
est la somme des images, I'image du produit par un réel est le produit de 'image par le
méme réel. D'une application entre deux structures algébriques (groupes, corps, etc. .. )
qui respecte la structure, on dit qu’elle est un morphisme. Le vocabulaire classique est
le suivant.

Définition 12. Une application linéaire de E dans F' est un
e endomorphisme si E = F,
e isomorphisme si elle est bijective,
e automorphisme si £ = F' et l’application est bijective.

La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

Théoreme 7. Soient E, F,G trois espaces vectoriels, f une application linéaire de E
dans F' et g une application linéaire de F' dans G. La composée go f est une application
linéaire de E dans G.

f g
E — F — G
u +— f(u) — go f(u)=g(f(u)).
Démonstration : On utilise successivement la linéarité de f et celle de g.

of(Av+pw) = g(f(Av+ pw))
= ( f) +p f(w))
Ag(f(v)) + pg(f(w))
Ago f(v) +pgo f(w).

12
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O

Si une application f est un isomorphisme, son application réciproque, que nous
noterons f~! est aussi une application linéaire.

Théoréme 8. Soit f un isomorphisme de E dans F. Sa réciproque f=* est un isomor-
phisme de F dans E.

Démonstration : Nous devons vérifier que pour tous w,w’ € F, et pour tous A\, u € R,
YA w+pw) =X fHw) +p f~H(w'). Puisque f est bijective, il existe v,v" € E tels
que f(v) =w et f(v') =w'. Utilisons la linéarité de f pour écrire :

rOw+pw') = fTHf0) +p f(0)
= [T (fOw+p))
= v+ pd

= M w) +pf ().
O

La composée de f par f~! est application identique, ou identité, de E dans lui-
méme. C’est un automorphisme particulier, que nous noterons /.

I :E— FE, v—Ig(v)=v.

Une combinaison linéaire d’applications linéaires est encore une application linéaire.

Théoreme 9. Soient E et ' deux espaces vectoriels. Soient f et g deux applications li-
néaires de I/ dans F' et \, u deux réels. L’application X f+ g est encore une application
linéaire.

Démonstration : L’application A\ f + g est celle qui & v associe A f(v) + pg(v). Sa
linéarité se déduit facilement de celles de f et g. O

Nous terminons la section par des interprétations géométriques d’applications li-
néaires de R? dans R?. Considérons un plan vectoriel muni d’une base orthonormée
(7,7). A tout couple de réels (x,y) est associé le vecteur z7’'+ yJ). Une application li-
néaire de R? dans lui-méme est associée a une transformation géométrique du plan, qui
4 un vecteur associe un autre vecteur. En voici trois (cf. figure [1)) :
e rotation d’angle /2
('Ta y) = (—y,.%)

o symétrie par rapport a4 la premiere bissectrice
(x,y) = (y,2)

e projection sur la premiére bissectrice

(z,y) = ((x+9)/2, (z +y)/2)

13
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Rotation Symétrie Projection
(%)
(=y.x)
W (rryxty) 12
J : o Txy) T (xy)
0 T o T 0 T

FIGURE 1 — Interprétations géométriques de trois applications linéaires de R? dans R? :
rotation d’angle m/2, symétrie par rapport a la premiere bissectrice, projection sur la
premiere bissectrice.

Les rotations et les symétries sont des automorphismes du plan vectoriel. Les projec-
tions sont des endomorphismes, mais elles ne sont pas bijectives. Observons que les
translations, par exemple (z,y) — (z 4+ 2,y — 1), ne sont pas linéaires. Ce sont des
bijections, mais pas des automorphismes du plan vectoriel.

1.5 Images et noyaux

Qu’une application linéaire respecte les combinaisons linéaires entraine qu’elle res-
pecte aussi les sous-espaces vectoriels, au sens suivant.

Théoréme 10. Soient E, F' deux espaces vectoriels, et f une application linéaire de
E dans F.

1. Soit A un sous-espace vectoriel de E. Alors

fA) ={f(v), ve A},

est un sous-espace vectoriel de F.

2. Soit B un sous-espace vectoriel de F. Alors

fH(B)={veE, flv)e B},
est un sous-espace vectoriel de E.

L’ensemble des images par une application linéaire des éléments d’un espace vecto-
riel est un sous-espace vectoriel de I'espace d’arrivée (point ). L’ensemble des éléments
de I'espace de départ dont 'image par une application linéaire est dans un sous-espace
de l'espace d’arrivée, est un sous-espace de I'espace de départ (point 2). Attention a la
notation f~1(B) : elle a un sens méme si 'application f n’est pas bijective et donc si
I'application réciproque f~! n’existe pas.

14
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Démonstration : Pour montrer qu’un sous-ensemble est un sous-espace vectoriel, il
suffit de vérifier qu’il est non vide, et que toute combinaison linéaire de deux de ses
vecteurs reste dans 1’ensemble (théoréme . Rappelons que tout sous-espace vectoriel
contient au moins le vecteur nul, et que si f est linéaire alors f(0) = 0. Donc le vecteur
nul de F' appartient a f(A) et celui de E appartient & f~!(B). Les deux ensembles
f(A) et f~1(B) sont donc non vides.

1. Deux vecteurs quelconques de f(A) s’écrivent f(v), f(v'), ou v,v" € A. Etant
donnés deux réels A et p, A f(v) + p f(v') est 'image par f de Av + po' qui est
un vecteur de A.

2. Si v et v sont tels que f(v) et f(v') appartiennent a B, alors f(Av + pv') =
Af(v)+pf(v') € B. Donc Av + pv' € f~H(B).
U

Parmi les cas particuliers du théoreme I"image et le noyau jouent un réle im-
portant.

Définition 13. Soient E et F deux espaces vectoriels et f une application linéaire de
E dans F. On appelle :

1. image de f et on note Im(f) le sous-espace vectoriel de F :
Im(f) = f(E) ={f(v), ve E}.
2. noyau de f et on note Ker(f) le sous-espace vectoriel de E :
Ker(f)=f""({0}) ={veE, f(v)=0}.

La notation Ker vient de I’allemand, ot noyau se dit « Kern ».

Considérons par exemple I'application f de R? dans R? définie par :
fi@y)—(@+tyz+yaty).

Son image est la droite vectorielle de R? engendrée par le vecteur (1,1,1). Son noyau
est I'ensemble des vecteurs (z,y) de R? tels que z +y = 0 : c’est la droite vectorielle
de R? engendrée par le vecteur (1, —1).

mm(f) = {A(1,1,1), A€ R} et Ker(f)={A(1,—1), AcR}.

Proposition 7. Soient E et F' deuz espaces vectoriels et f une application linéaire de
FE dans F. L’application f est :

1. surjective si et seulement si Im(f) = F,

2. injective si et seulement si Ker(f) = {0}.
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Démonstration : La caractérisation de la surjectivité est une simple traduction des
définitions. Celle de I'injectivité utilise la linéarité. Soient v et w deux éléments de F.

fv)=fw) <= fv—w)=0 <= (v—w) € Ker(f)

Par définition, f est injective si et seulement si f(v) = f(w) implique v = w, donc si
et seulement si (v — w) € Ker(f) implique v — w = 0, d’ou le résultat. O

Le rang d’'une application linéaire est la dimension de son image.

Définition 14. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et f une
application linéaire de E dans F'. On appelle rang de f la dimension de Im(f).

vang(f) = dim(Im(f)) .

Supposons que E soit de dimension n et choisissons une base (b, ...,b,). L'image
par f de tout vecteur de E est une combinaison linéaire des vecteurs f(by),..., f(b,).
Donc Im(f) est le sous-espace vectoriel de E engendré par (f(by1),..., f(b,)). Le rang
de f est la dimension de ce sous-espace; c’est donc le rang de la famille de vecteurs
(f(b1), ..., f(bn)) (cf. définition [10). Observons que le rang est inférieur ou égal aux
deux dimensions des espaces vectoriels de départ et d’arrivée.

rang(f) < min{ dim(F), dim(F) } .
Théoréme 11. Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie. Soit f une

application linéaire de E dans F'. L’application f est :

1. surjective si et seulement si l'image de toute famille génératrice dans E est une
famille génératrice dans F,

2. injective si et seulement si l'image de toute famille libre dans E est une famille
libre dans F,

3. bijective si et seulement si ['image de toute base de E est une base de F.

Démonstration : Démontrons d’abord que si f est surjective alors 'image d’une famille
génératrice dans E est génératrice dans F'. Soit (vy, . .., vy,) une famille génératrice dans
E. Pour tout élément w de F, il existe v € F tel que f(v) = w. Le vecteur v s’écrit :

V=MU1F AU -

Donc :
w:f()\l?]l—i-""")\mvm):Alf(vl)—i_“.—i_)\mf(vm) :

Tout vecteur w de F' est combinaison linéaire de la famille (f(v1),..., f(vm)), qui est
donc génératrice.

Voici la réciproque. Si (f(v1),..., f(vm)) est génératrice, alors un vecteur w de F
quelconque s’écrit

w:)\lf(vl)++)‘mf(vm):f<>\lvl++>\mvm)
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Donc w est I'image par f d’un vecteur de E : f est bien surjective.

Démontrons maintenant que si f est injective alors I'image d’une famille libre dans
E est une famille libre dans F. Soit (vy,...,v;) une famille libre dans E. Supposons
que

)\1 f(Ul) + -+ )\nf(vl) =0.

Par la linéarité de f,
A f(ur) +-oFNf(u) = fao+--+ X)) =0.

Si f est injective, alors le seul vecteur d’image nulle est le vecteur nul, donc A; b; +
<o+ Ay b, = 0. Mais (vy,...,v) est une famille libre. Donc A\ =--- =\, = 0.

Montrons la réciproque. Si I'image de toute famille libre est une famille libre, alors
I'image d’un vecteur non nul est un vecteur non nul. Donc Ker(f) = {0} et f est
injective, par la proposition [7}

Pour terminer la démonstration, il suffit d’observer qu'une application est bijective
si et seulement si elle est a la fois injective et surjective; d’autre part une famille est
une base si et seulement si elle est a la fois libre et génératrice. Le point 3 du théoreme
est donc conséquence des deux précédents. O

La conjonction des théoremes et [ implique les relations suivantes entre les
dimensions des espaces de départ et d’arrivée.

Corollaire 2. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et f une
application linéaire de E dans F'.

1. Si f est surjective alors dim(E) > dim(F).
2. Si [ est injective alors dim(F) < dim(F).
3. Si f est bijective alors dim(FE) = dim(F).

La dimension est donc une forte contrainte sur la nature des applications linéaires.
On peut aussi voir cette contrainte comme suit.

Corollaire 3. Soient E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension. Une applica-
tion linéaire de E dans F est bijective si et seulement si elle est injective ou surjective.

Il ne peut exister un isomorphisme entre deux espaces vectoriels que s’ils ont la
méme dimension. Réciproquement, si deux espaces ont la méme dimension, on peut
toujours construire un isomorphisme entre eux, en envoyant une base de I'un sur une
base de l'autre. En particulier, tous les espaces vectoriels de dimension n sont iso-
morphes a R™. Si F est de dimension n, avec une base (by, ..., b,), tous les vecteurs de
FE ont une décomposition unique

n

U:Zl'ibi,

i=1

17
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ou les z; sont les coordonnées de v (théoreme . L’application de E dans R™ qui a v
associe le n-uplet de ses coordonnées (z1,...,x,) est un isomorphisme de E dans R".

La somme des dimensions de I'image et du noyau est la dimension de ’espace de

départ : le théoreme (12| ci-dessous, est le théoreme du rang.

Théoreme 12. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et f une
application linéaire de E dans F.

dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = dim(F) .

Démonstration : Soient k et [ les dimensions respectives de Ker(f) et Im(f). Soit
(b1, ...,bx) une base de Ker(f) et (cq,...,¢) une base de Im(f). Pour j = 1,...,, soit
v; un vecteur de E tel que f(v;) = ¢;. Nous allons démontrer que

B = (bl,...,bk,vl,...,vl)

est une base de F, ce qui entraine que dim(E) = k + (.

Montrons d’abord que c’est une famille libre. Soient Ay, ..., g et 1, ..., w, k41 réels.

Posons
k

l
:Z)\Zbl et 'LU:Z/L]"U]'

i=1 j=1

Puisque v € Ker(f), 'image par f du vecteur v + w est

flotw) = flw) = ;ug‘ flo;) = ;ujcj

Siv+w =0, alors f(v+w) =0, ce qui entraine la nullité des yu;, car (cq,...,¢) est
une famille libre. Alors v = 0, ce qui entraine la nullité des \;, car (by, ..., bg) est un